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Aufgabe 51
Bestimmen Sie die Choleskyzerlegung der Matrix

A =


1 −1 −1 1
−1 5 −1 1
−1 −1 3 −4
1 1 −4 7

 .

Aufgabe 52
Sei A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Cn×n eine Matrix und a1, . . . , an die Spalten von A. Zeigen Sie:

(a) Wenn A positiv definit ist, dann gilt det(A) ≤
∏n

i=1 aii.
Hinweis: Die Cholesky-Zerlegung von A könnte hilfreich sein.

(b) Es gilt |detA| ≤
∏n

i=1‖ai‖, wobei ‖ai‖ =
√
a∗i ai die durch das Standardskalarprodukt

induzierte Norm ist.

Aufgabe 53
Sei A ∈ Cn×n eine positiv semidefinite Matrix und aii = 0 für ein i ∈ {1, 2, . . . , n}. Zeigen Sie,
dass alle Einträge in der i-ten Zeile und Spalte verschwinden, d.h. gleich null sind.

Aufgabe 54

(a) Zeigen Sie: Eine Matrix A ∈ Cn×n ist genau dann positiv semidefinit, wenn es einen
Spaltenvektoren x1 , x2 , . . . , xm ∈ Cn gibt, sodass

A =
m∑
i=1

xix
∗
i .

Hinweis: Aufgabe 31.

(b) Seien A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Cn×n und B = (bij)i,j=1,...,n ∈ Cn×n positiv semidefinite
Matrizen. Zeigen Sie, dass die Matrix

A ◦B := (aijbij)i,j=1,...,n

ebenfalls positiv semidefinit ist.

Aufgabe 55
Sei A ∈ Cn×n eine normale Matrix mit Eigenwerten λ1 , λ2 , . . . , λn (nicht unbedingt verschie-
den). Zeigen Sie, dass der numerische Wertebereich W (A) = {x∗Ax | x ∈ Cn , ‖x‖ = 1} genau
die konvexe Hülle der Eigenwerte ist, d.h.

W (A) =

{
n∑

i=1

αiλi | αi ∈ [0, 1], α1 + α2 + · · ·+ αn = 1

}
.


