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Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiel zur Bestimmung von Extrempunkten:

Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen der Funktion
f(2,y) = 2y — zy — xy* + °.

Losung: Zunéichst werden die stationdren Punkte bestimmt:

_ 2zy —y — y° 1=
Vf(m’y)—(xQ—m—2xy+2y = 0.

Also muf3 gelten:

2zy —y—y* = 0, (1)
g2 -z —2xy+2y = 0. (2)

Falls y = 0 ist, so wird (1) zu “0 = 0” und Gleichung (2) zu
2 —2=0, dh.2(x—1)=0, dh.z=0o0derz=1.

Also sind P, = (0,0) und P, = (1,0) stationér!

Nun betrachten wir den Fall y # 0 und kiirzen in Gleichung (1) durch y und
erhalten:
2t —1—y=0 =— y=2x-—-1

Dies setzen wir in Gleichung (2) ein:

P —x—2z-(22—1)+2-(2z—1)=0
= 22—z —42°+2r+4x—-2=0
— 32 +52—-2=0

—5+1 __ 2
—5@/25—24_{_—g_§
—6 1

== T1/2 =

Also sind auch die Punkte

A= (1) p=0

stationar!




Zur Bestimmung der Typen der stationdren Punkte berechnen wir die Hesse-
Matrix:

_ fwx(x,y) f x(xay) . 2y 2¢ — 1 — 2y
ool = ( For(@9) f(2,0) ) B ( 2 —1-2y —2x+2 ) |

Typbestimmung der stationéren Punkte:

H¢(0,0) = < _01 _21 )

Da det H;(0,0) = 0—1 = —1 < 0, ist Hf(0,0) indefinit. Somit ist P, ein
Sattelpunkt.

1. P, =(0,0): Es ist

2. P, =(1,0): Es ist

H;(1,0) = ((1) é)

Da det Hf(1,0) = 0—1 = —1 < 0, ist H¢(1,0) indefinit, und somit ist
ein Sattelpunkt.

3. Py=(2,3): Esist

Da
| 2 21 4 1 1
wwloyg) =35>0 ddtH(—7_):_~_’:_>Oi
fu(33) =35>0 md detHy(55) =553

ist H f(g, %) positiv definit. Somit ist P53 ein Minimum.

Hy(1,1) = ( _21 —01 )

Da det Hf(1,1) =0—-1=—1 <0, ist Hf(1,1) indefinit, und somit ist F;
ein Sattelpunkt.

4. Py =(1,1): Es ist




Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiel zur Bestimmung von Extrempunkten im Mehrdimensionalen:

Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen zur Funktion

flz,y) = 2’y —zy’ + .

Lésung: Zunichst werden die Extrempunkte bestimmt:
D.h.
2 —2xy+1 = 0.

Falls y = 0 ist, muss gelten: 22+ 1 = 0, ein Widerspruch, d.h. wir kénnen y # 0
annehmen! Das obige Gleichungssystem wird also durch Kiirzen von y zu

2r—y = 0
g2 —2zy+1 = 0,
d.h.
y=2 und O0=2z2-2z -2z +1=2%—42>+1=-32"+1
=y
Also:
9 g 1 1
3z =1=1=x =§=>x=:I: 3°

Die stationdren Punkte (=Extrempunkte) sind also:

= (5B ()




Zur Bestimmung der Typen der stationéren Punkte bendtigen wir die Hesse-
Matrix:

y . fmm(wa y) fa:y(x:y) _ 2y 2z — 2y
Hf(m,y) - ( fyw(m,y) f'yy(xuy) ) N ( 2c—-2y —2z )

e Typ von Pi:
1.1 4 -2
H(4/3,24/5) = & %
f(\/;* \/;) <__}3- __}g)
Da.

Hf\[ \[ A A AT T

ist die Hesse-Matrix an der Stelle P; indefinit, d.h. P, ist ein Sattelpunkt.

waf- (3 3)

Hf \/7 \/‘ _T_fwx/l_j_ —1?2=~4<0,

ist die Hesse-Matrix an der Stelle P, indefinit, d.h. P, ist ein Sattelpunkt.

e Typ von Ps:

S




Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen zur Funktion
f(z,y,2) =— In(z® + y* + 22+ 1).
Loésung: Zunichst werden die Extrempunkte bestimmt:

Vf(.'E, Y, Z) = m:u':+y§+z§+1 = 0.
—_— : z

Es muss also gelten:
r=y=2=0,
d.h. der einzige stationire Punkt ist P = (0,0, 0).

Wir bestimmen nun den Typ von P:

—2(—a? 4y +22+1) day dwz
(&?2'|'y2+22+1)2 (w2_|_y2_}_z§+1}2 (5‘}2'|'2}2+22+1)2
Hy(e,y,2) = PO e
FACH RS (@22 +221)° @R+ (@2 41)?
daz dyz —2(2% 4y —2%41)
(3?2'1“1}2‘}'32'1‘1)2 (m2+y2+z2+]_]'2 (3;2,}_?}2_1_324_1)2
Wir werten nun die Hesse-Matrix im Punkt P aus: H;‘"

(¢W)
"y

D.h. det H;(0,0,0) = —8 < 0. Auflerdem:

det H$7(0,0,0) = —2<0 und
det H(0,0,0) = 4>0.

Also ist H;(0,0,0) negativ definit. Somit liegt bei P ein relatives Maximum
vor.
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Lagrange-Methode mit mehreren Nebenbedingungen:

Aufgabe: Maximiere/minimiere f(x,y,2) = zyz unter den beiden Neben-
bedingungen ¢1(z,y,2) = ¢ +y ~ 1 = 0 (Ebene im R*) und gy(x,y,2) =
22 + 9%+ 22 — 1 = 0 (Kugel im R® mit Radius 1 um 0).

Skizze: Es sind die Extrema von f(z,y,2) zu finden auf dem Schnittkreis,
der sich beim Schnitt der Ebene und dey-KKugel ergibt:

Lagrange-Funktion:

L($>y:z, /\1))\2) = f(m)y)z) + Algl(may) z) + /\292(w)y)z)
= gyz+ Mz +y—1)+ d(a?+ 9%+ 22 - 1).

Yz -+ A+ 2T
Tz -+ M+ 2yk,
VI(z,y,2z,M\, A2) = Ty + 22X =0
z4y—1
4yt 2~ 1
Subtraktion der zweiten Koordinate von der ersten Koordinate des Gradien-
ten ergibt:

«2(z—y) +20(z—y)=0 = Agz%%:% falls = # y.

Aus der letzten Zeile der Gradientengleichung folgt: 22 = 1 — x% — y*. Aus
der vierten Gleichung folgt ¥y = 1 — 2. Einsetzen in die dritte Koordinaten-
gleichung des Gradienten ergibt:

0=xy+2z§=:vy+1—~:v2—y2=m(l—x)-|~1~m2—(1——a;)2=3w(1—x).
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Daraus folgt © = 0 oder z = 1, Falls z = 0, so gilt y =1 -2 =1 und
z=1-a2—y?=0;fallsz=1,s0gilt y=1—-2=0und 2 = 1 —z%—9y? = 0.
D.h. (1,0,0) und (0, 1,0) sind stationdre Punkte!

Wir betrachten nun den Fall 2 = y: Aus der vierten Gradientengleichung
folgt:

1
O=x+y—1=x+x—1=a:=y=—2-.
Daraus folgt 2> = 1 —a? — 2 =1—- 222 = ], d.h. z=:l:71§. Also sind auch

(5% 7-) und (3, 3, —73) stationire Punkte! Welche Typen von stationéiren Punkten liegen vo

Es gilt f(1,0,0) = £(0,1,0) = 0 und f(z,z,T) > 0 sowie f(% %,—71.2-) < 0.
Also muB bei (3,1, 7) ein Maximum vorliegen und bei (3, 1, ;}5) ein Mini-
mum vorliegen. An den Punkten (1,0, 0) und (0, 1,0) kénnen nur Sattelpunk-
te vorliegen, da ansonsten auf dem Schnittkreis “dazwischen” noch weitere
Maxima, oder Minima existieren miissten (es gibt aber keine weiteren stati-
ondren Punkte, also keine weiteren Maxima/Minima,).

Skizze des Schnittkreises:
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