Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiel zur Bestimmung von Extrempunkten unter Nebenbedingung
mit Hilfe von Parametrisierung:

Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen zur Funktion

flz,y) =2y

unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2> +y* —1=10

Lésung: Wir parametrisieren mit Hilfe von Polarkoordinaten:
T =7CoSp, Y =Tsinp,

wobei r > 0 und ¢ € [0, 27). Einsetzen dieser Parametrisierung in die Neben-
bedingung ergibt:

g(z,y) = g(rcosyp,rsinp) = rlcos o+ risin?p —1=7"-1=0,

d.h. die Nebenbedingung wird zu r = 1. Einsetzen der Parametrisierung in
f(z,y) unter Beriicksichtigung von r = 1 ergibt:

h(p) := f(cosp,sinp) = cos’ ¢ sin .
Es sind nun die Extrempunkte von h(y) zu bestimmen:

W(p) = 2cosp(—sinp)sinyp + cos’ @ cosp
= cosp(—2sin?p + cos® ) = cosp - (1 — 3sin® ) L 0.

Daraus folgt:
cosp=0 oder 1- 3sinp =0
N G —

=ee(5 7
Es gilt:
1—3sin?p =0 = sinp= 1 = |sinp| = :1:i
3 V3
= @ E {arcsin —1— arcsin ——1— 7 — arcsin —1— 7 + arcsin 1
V3’ V3 V3 V3
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Zur Bestimmung der Typen dieser Extrempunkte berechnen wir A" (p):

h'(p) = —sinep:
= —siny-

Daraus folgt:

(1 — 3sin® ) + cosp - (—6) sinp - cos ¢
(1 — 3sin? p) — 6cos® ¢ - sin .

1 1
" (arcs1 ——) ~ —2.31 = Maximum bei ¢ = arcsin —
V3 V3’
n{™ N A i m
h (5) = 2 == Minimum bei ¢ = >
1 1
h' (7r — arcsin ~—) ~ —2.31 = Maximum bei ¢ = 7 — arcsin —=
V3 V3
1 1
" (7r + arcsin —) ~ 2.31 = Minimum bei ¢ = 7w 4 arcsin —,
(?ﬂ) = —2 = Maximum bei ¢ = 3%,
1 1
h”(alcsm —~) ~ 2.31 = Minimum bei ¢ = arcsin —=.
V3 V3
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Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Zur Illustration von Extremwerten im Mehrdimensionalen:

Man bhetrachte folgende Funktion

fleoy) e @ v

. - . ) . e . , 9 9
Diese Funktion hesitzt bei (xg, yo) = (0,0) cin Maxinnun, da stets —a7 - y°

ist.
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Wenn man die Graphenfliche entlang der x-Achse schneidet, crgibt sich

folgendes 3ild:

Umgekehrt: schneidet man dic Graphenfliche entlang der y-Achse, crgibt
sich folgendes Bild:

D die Funktion Ay o= f(0,y) (Graph ist die blaue Lini¢) besitzt ebenfalls

V(2. o) = (0.
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Weitere Beispicle:

I, fla,y) = 2 hesitzt Sattelpunkte an allen Stellen (0, y),y € R:

2. flz.y) = 2%y + xy* ~ 2xy:
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