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Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
04. Juni 2019

Besondere Form der Differentialgleichung - Teil 1:

Man betrachte eine Differentialgleichung der Form

v =f(2) (1)

X

Es wird folgende Substitution durchgefiihrt:

_ Y
z ==,
T
Daraus folgt y = 2z und
Y-y ¥ oy Yy oz
Z = D) T T
5 g z8 T @
bzw. nach vy’ aufgelost
v =x2 + 2
Einsetzen in (1) ergibt
1
v 4+ 2= f(z) = z’:g-(f(z)—z). (2)

Diese Differentialgleichung ist nun durch Trennung der Variablen zu 16sen und
man erhilt daraus die Losung von (1) als y = zz.

y =42 142 3)
X x

D.h. es ist f(t) = v/t — 1 + t. Eingesetzt in (2) ergibt dies also die neue DGL

7= (T ) =

Beispiel: Man 16se

z—1
pa—




Diese DGL wird mit Hilfe von Trennung der Variablen gelost:
j z—1 dz 24— 1l

!

g7 dr =z
dz dx

I

Vz—1

Tz

dz  [dz
/z—l_ T
2Vz—1=In|z|+¢

z—1 zi(lnp:}-{—c)z

AR

z = %(lnkv] —l—c>2—|- L.

Daraus ergibt sich die gesuchte Losung fiir (3) als
T

1 (In |z + 0)2 + .




Besondere Form der Differentialgleichung - Teil 2:

Man betrachte eine Differentialgleichung der Form

, az -+ by + ¢
— : _ 4
4 f(a:z: + By + 'y) (4)

Es gibt zwei Moglichkeiten:
Fall det{ @ ° )0  Fan2 det{ % %) +£0
: o p)=" : o B .
Zum Fall 1: Wir nehmen («, 8) # (0,0) an; falls (e, 5) = (0,0), so liegt eine
DGL der Form v/ = f(az + by + &) vo, siehe weiter unten (5).

Die Vektoren (a,b) und (a, ) sind linear abhingig, d.h. es exisiert ein A €
R\ {0} mit

Ma, B) = (a,b).
D.h. es gilt:
ax + by = dax + APy = AMazx + [y).

Wir machen nun folgende Umformungen:

ax + by + ¢
ar + By +
)\(aaz+6y)+c

az + Py +v
)\(a:c+ﬁy+§)

ax + Py +
Maz+By+v—(y—%))

ar + By + 7y

= A <1_ amlgyx%—y)'

Setze nun

C

N— &
gt) =2 (1-12) wnd  F)=(feg)) = f(a).
Somit kann man die Differentialgleichung 4 schreiben als

y = f(glaz + Bz +7)) = Flaz + By + 7). (5)

Falls 8 = 0, so hingt F(ax + By +v) = F(az + ~) nur von z und nicht von y
ab; somit kann man die Losung mittels Trennung der Variablen bestimmen.

3




Wir nehmen nun im Folgenden 8 5 0 an. Man substituiere
z =ax+ Py + .

Daraus folgt
7 —a

B

Z=a+py, dh oy =
Einsetzen in (5) ergibt

Z—a ,

; =F(z) = 2 =BF()+a (6)

Diese Differentialgleichung ist moglicherweise einfacher zu 16sen als die Aus-
gangsgleichung (4).

Beispiel: Man l6se

1

4x — 6y +6 , 2

r_
y=17 (23: —3y+2
Es gilt: 2 - (22 — 3y) = 4z — 6y, d.h. es liegt Fall 1 vor mit A = 2, ¢ = 6,
~v = 2,3 = —3. Man substituiere z = 2z — 3y + 2. Ferner ist

Also:

PO~ 160) = o 5T 5

Eingesetzt in Formel (6) ergibt dies die neue DGL:

2
, 2z 2) 3
= | — —(— D= —— 2%,
z (4+3(3)+ 1

Mit Hilfe der Methoder der Trennung der Variablen erhalt man:

b4l
N”N
—
L.




Da z = 2z — 3y + 2, ergibt sich fiir die gesuchte Losung y:

1 2 2 4
= —(2 2—2z)=—+4+ = — -,
J 3( v ?) 3m+3 92 + ¢

Zum Fall 2: In diesem Fall ist das Gleichungssystem

ar+by = —c
ar+fy = —
eindeutig losbar. Sei (xg, 7o) die zugehodrige, eindeutige Losung. Man setze
T:=T—%y, Y:=yY—Yo.
Man macht folgende Umformung:

ar + by +c a(T +xo) +b(y +yo) +¢
ar+PBy+v (@ +zo0) + BT+ w)+

aZ + by + axg + byg + ¢
aZ + By + azo + Lyo +

_ aT+by
az + By
vl
- a+pL
Da i = (y — y) = v/, erhélt man folgende neue DGL:
. a + b )
— Z . {4
7 =157 (7)
Man substituiere ;
2= g, d.h. y =22
z
Also:
, Jr-y ¥ y ¥ =z
z = =" T 5= Z =
2 H B T @
Aufgeldst nach ¢’ ergibt dies
y =2'T+ z
Eingesetzt in (7) ergibt dies
a+ bz
T+ 2= ( ),
/ o+ Pz

5




bzw. aufgelost nach z':

UEE)-EHER)-) e

Die Differentialgleichung ist nun mit Hilfe von Trennung der Variablen zu 16sen.
Daraus erhélt man die Losung von (4) als

y=g+yo=22+y = (z—x0)z + yo.

Beispiel: Man lose

204y — 1) , 1
= floe——— t J(l) = ——
4 f(3m+y+]. mit £ (¢) t—1
Das Gleichungssystem
2c+y = 1,
x+y = —1

ist eindeutig losbar mit der Losung (zp, y0) = (—2,5). Die Differentialgleichung
(8) wird also in diesem konkreten Beispiel zu

1 1 1 3+ 2 1
Pt ) = 2 o _ (e _ .
° 7 z(ﬁ—l ) a‘:<2+z—3—z z) (8-2—2)

3+z
1
= —= 2z).
- (3+22) (9)
Mit Hilfe von Trennung der Variablen erhalten wir:
dz 1
oA 9
= :_6(3 + z)
s dz dz

3+22 %

Ry
342z T

1
— §ln|3—|—2z|:—ln|a“:|+co
Man beachte, daB8 £1n |3 + 2z| = In /|3 + 2z|. Somit ergibt sich:

. 1
\/ |3 i 22| = B—lnlmH—CO = H - ¢y mit ¢; > 0.
7
Quadrieren ergibt

1 2




und daraus ergibt sich:

1 1
3_'—22:?'0% bzw. 3+2z=—%§-cf

Aufgeldst nach z ergibt das die Losungen von (9):

Co 3 .
Somit ist die Losung fiir y gegeben durch
Co 3 Co 3
= (x — = 2(—————) b= — — 2) + 5.
y=(@-wztuw=+(5=55—3) 0=y 2T
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Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
5. Juni 2019

Exakte Differentialgleichungen:

Definition: Eine Differentialgleichung der Form
A(z,y) + B(z,y) -y =0
heiBt exakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion F'(z,y) gibt mit

wren = (5)

D.h. es gilt dann F,(z,y) = A(z,y) und Fy(z,y) = B(z,y)
In diesem Fall ist dann eine (implizite) Losung gegeben durch
F(z,y(z)) =c.

Denn Ableiten auf beiden Seiten dieser Gleichung ergibt mit Hilfe der Ketten-
regel

OF (z,y(z)) _ 0F(z,y) 0z  OF(x,y) dy(x)

o =10
Oz Iz 9z, 0%y 9z
=A(z,y) =1 =B(z) =y'(z)

Ein Kriterium, wann eine DGL exakt ist, liefert folgende (hinreichende) Inte-
grabilititsbedingung:
Ay(xvy) = By(z,y).

Ist diese Gleichung erfiillt, so handelt es sich um eine exakte DGL, denn:

me(xa y) = Ay(way) = By(z,y) = Fya:(xa Y)

D.h. die Ableitungsreihenfolge ist vertauschbar, und man kann durch zweima-
liges Integrieren (zuerst nach z, dann nach y integrieren, oder umgekehrt) die
Funktion F' bestimmen.




Losen einer exakten Differentialgleichung:

Es sei eine exakte Differentialgleichung gegeben:
A(xay) +B(x7y) 'yl =0

D.h. es existiert eine stetig differenzierbare Funktion F'(z,y) gibt mit

Az, y
VE(z,y) = (BEx y% ) :
Die Losung ist gegeben durch F(z,y) = ¢, wobei die Funktion F(z,y) nun zu
bestimmen ist. Zunéchst:

F(z,y) = / Fy(a,y) dz = / Al de + oly), 1)

wobei (y) eine Funktion in Abhéngigkeit von y ist, aber nicht von = abhéngt.
Man beachte, dafl Terme in y durch Ableiten und nachfolgendes Integrieren
“verschwinden”, weshalb ¢(y) hinzugefiigt werden mufl. Damit erhalten wir:

Blzy) = Ro) = oF @) = o( [ Ao+ o)

~ ([ 4w i) + )

Aufgelost nach ¢'(y) ergibt dies

©'(y) = B(z,y) — %(/A(x,y) dm).

Daraus koénnen wir durch Integration nach y die Funktion ¢(y) berechnen.
Eingesetzt in (1) erhalten wir daraus die gesuchte Funktion F(z,y).

Beispiel: Siehe Tafel!

Bemerkung: Manchmal héngt es nur von der Formulierung der DGL ab, ob
sie exakt ist oder nicht: siehe Beispiel im Skriptum auf Seite I-21.

Definition: Eine stetige Funktion p(z,y) mit u(z,y) # 0 fir alle (z,y) im
Definitionsbereich heifit integrierender Faktor der DGL A(zx,y)+ B(z,y)y = 0,
wenn die DGL

w(z, y)Alz,y) + p(z,y)B(z,y)y =0
exakt ist.

Frage: Wie findet man nun einen passenden integrierenden Faktor u(z,y)?

2




Die Integrabilitatsbedingung liefert:

-;—y(u(x,y)A(x,y)) = %(“(x’y)B(m’y))’

d.h.
py(2,y) - Az, y) + (@, 9)Ay(2,9) = bo(z,y) - Bz, y) + p(z,y) Bo(2, ),
bzw. umgeschrieben ergibt dies:

w(z,y) - (Ay(z,y) — Bu(2,9)) = pa(@,y) - B(z,y) — py(z,y) - A(z,y).  (2)

Daraus kann man p(z,y) bestimmen, falls p(x,y) tatsdchlich nur von z oder
nur von y abhingt, d.h. falls entweder p,(z,y) = 0 oder u,(z,y) = O fiir alle

(z,y):

1. Falls p(z,y) = 0: D.h.  hdngt nur von y ab, und wir schreiben nur p(y).
Eingesetzt in (2) liefert

u(y) - (Ay(z,y) — Ba(z,y)) = —py(y) - Az, ),

bzw. umgeschrieben

py(y) = a ;1)(; $” (#:9) w(y).

Falls nun (Bm(a:,y) — Ay(ac,y))/A(a:,y) ebenfalls nur von y abhingt, so
hat man eine homogene DGL erster Ordnung und kann g bestimmen als

By (z,y) = Ay(z,u)
u(z,y) = ply) =~ Aww ¥,

2. Falls py(z,y) = 0: D.h. p héingt nur von z ab, und wir schreiben nur u(z).
Eingesetzt in (2) liefert

u(@) - (Ay(z,y) — Ba(z,y)) = pa(x) - B(z,9),

bzw. umgeschrieben

i) = 2L =20,

Falls nun (A4,(z,y) — Bs(z,v))/B(z,y) ebenfalls nur von z abhingt, so
hat man eine homogene DGL erster Ordnung und kann g bestimmen als

AH(‘J‘-UJ—‘B:L' (=) dy

,U,(SC,’y) = ,LL(-T) = ef B(z,v)




44 -
+ ?JCATT( DeL

A”gemeine, Torm \W ;j + b0 32— * ch J
loes 52n sekh cm A\\aema'ne)n et

o Nie Le Sunqen
JZXFQLE-HJF L&SJnmmen f)

Krm(fk MoAN & ne gFﬁileue‘_ L@%uuij 8 ) l o %\‘ﬂo’ Oue
Lt 6@(\ F& ub berechnbar
o Werden do LV ekt be hewo ool

g ExpTE DGl

—

-+ m YA, ecKlaren !

L INEARE DGL n-ter @rc(rumq

Def . Eine lineace DL n-ter @mzmj hat

die Form B —
((j(ﬂ)+ an{,i() (n- l—) q (ﬂ)g(n -2 4.t Q(%)(j J—Q (q/({j |

bl
do.  die TR éj und  Chee Ailo&x‘nlanﬁ% treten

Lfnea -

nwe o d-er P&"’en% cwi

Me Koepfe#) enten TrE a ).,
e Slerfkt - blx)  sind sfebpe  FHE. cm;(il R

Q [’>(> unc,




b)) =0 = rgo’\ a & &“i\_ he e +aé%‘r«; aoﬁ_%\jo—__;[

l
h;/me%me DaL n-ter 6rcfmq§]

L)+ 0 =) Cn\r\omo%m

Ot%_ ._ ':F(}:f- i edes Q(OGI und S‘\'cx('\'we(+e Vo Wy - WS

clR

Tk dov CAWP) g a g7 o - b
iy Y0 =ty

| e eindeilige a8 oud 1

Wee Lé’kamJC mar ot Lg)%u\ﬂé )
4 Ghectt Sr\omaame LS g (bbq) = O\
__;Z, éd\r er* LG%xma der Lﬂ»\b‘(\f\foaﬂzﬁeﬂ CslaaMHS .

\HomoeeNe Gu—jl@f&uﬂ
%(“ham& +,..+a(mg+a<ﬂ [ g

Tb& (L\\ erneLne

Mﬂ[ekjceﬁwm L\mf)%m Lec ngn&eﬂ > wieder ewe. |

° M md&é V\QQJ?OA\Q ecner Le‘&uﬁg Le%\m&

Qder \{QK'\TM [ o “&0&

\en N~ una\o%r\a\‘ae

Le%\mg \en CM &t oetn  n- clxmw%\‘sr\o\)e\/

ot

2ANE_ (E)OL%\B ( n— \lefkoren
\lellien (FE& o wiver FTO\“.




- )’\:) k-

\g\ b\ﬂ Lé“aunaer\ (\éA(")t\ (\3&%) Coo fkjn(%\ Vo)
deL  (A) %}3% una\a%&n?j\‘j {‘(in\]s %\Uv :

¥xeT : Gy v FCMM=0D]erG- ¢ =0

-

. Qmw Uﬂawﬁn@ﬁ\ LS%MTXQO é'ﬂ zﬁm Y
(A) 'Qﬂkﬁm ——\—\,mokckff\e,rz*o& ag&m e

Deg)

Vo

oL (A . ( Y o A Bosials W@”‘)

0 un&amﬁ&jaw aege,\gm ok O[ﬂm L4
&QAQ LB%““% @) die mm@ Te,rm

%(ﬁ\;@%(x kcyl[m”_ +C\A(M\l
S G CreR B

\\,‘2

b %\é (o) - - (‘3(7()% - Eﬂmae/noler %DQJ(QM ‘?A .

dox \e oo rowum dec ol lls\eﬁm&@(z'
-




= |47 N
I)o@u éeﬁ(a&um Wi OQ):Q \N(O(\éh‘— B_e_:lgfminaﬂ‘\‘e

We =0 s
4,0 N o

| A-t :n-ﬂ
§ ) \3( (”\ j‘;‘\(ﬂ

A

@ TB‘Q L%‘m%@“ NYCARRS 1‘30&\ Lr\ﬂa\eﬂ exn
Fundamerials sjge)m gﬂm Ao W(x) o

j?ul( on &(Slef ok 1?«? ale \ CCQ_L
Bop| - Y[ - ey - e 4 =y
e* e?t 4
\NG’O:: 6% "C?t = Q,:(;,O
0% C/;e H
A -

: abo Gind €7, €

W('X’L\ :lﬁl—” - 0O
Yinear unaéﬁc’z'./)(?:‘j

. s Le%unol dor mtx&mﬂexwf G/&E[w |
\({1() (,](M.\[fx a(o«\ . HT(W)JM +J[o{) :_é[f;() ’ |

O%qﬁ Sf%e,’ )ﬁ%wg F‘ g[”"




- - -
é_&_j'_f: E\‘e a\\aﬁm@gne_ S

HeL 0-Ke chmrﬁ st ven

Yol - Yoo+ L“)S(ﬂ
I b
OLQ,( %u& anep

hom

Webel Y m = ollaemeine .
hem G)Q(MCM

\j(v(.\: oine \;;Q\Ja\ogéj &@elfe“e
_J§p

%L('ﬂ\,. %ga\ -9

5 etielle Légun bestimmen
} \56(;\ A TAREE o) + -

%\A’\é) o\e,r cn ewme %Qﬂ@ﬂ QA‘O carey)

dor  Term

i

s ——Rméawutka&%?{ew
;\/midﬁfm Oto.r V@ne%af{m

. =t Cﬂ(ﬂ Bﬁ(ﬂ

=) e,in%ej(’%m (n o\w

Gl - Clt) =/

‘ ¢, ()
u(srmnanc&m el wnd G

| Cn(?q GAAA(*Q-Q,[’\V\-QAO ‘

Nel. 3 v und

hem

\/a)u'(fb_)én dﬁf }@ﬂ 5+CLYD%U1 .

d

aglen  OGL -

fodoniexi @Q& L?A‘m (S gen
 fomogene DOL B Lgsen
- h 8 :Rlndamwfaﬂsijsz[m

P

for
't




| {49=
azw :fer%enden ‘ﬁemogenen dal Lpset %\‘cl\/ [@d\)

.&‘n Tundammfoﬂéjﬁjrem anaekw .

—7 Q)«\(\ﬂ-ﬁrﬁ bGL 1 é(‘C\rUJJ\g Cr\f,A_) L {As {7 *—e(\ |
n ST an

—¥ fineare deL A-hec (9rcln,km5 A
}&Q@@&i%‘t@ﬂ : Q(ﬂ :,C[IL.QP. [L‘;i,,.. lﬂ‘"i
" {
ven dor e a = qx
p M Wl HE ey

QWU\M s rN»Jc ( Aed
N5ONS man € |
P e N
e - [N~ C o)y 4 ARy = ) 87
Bep o (2 s&&\g ¢ B2y d )

" = I S OC(D:GE\CBQ
e

\\/Jlineme DL U 6“5“:“;’3 o

I N
QAM 9y- ™ % (2-%)
9(1-x)
a{.)tgc\z =

b\ = x (2 36\ e* :
1.6&\r£J(JC ; p\emo%me, @qu‘cﬁung MTQ‘@ :ﬂ

_-FunACanﬁﬁQsjg\em , g%ﬂ l“&(f() .
+ Y0 ¢ YMeE - Fand system )




-~"l60:

(= C e +
3

hem

6dm% SFQ}(Q\ Le%mﬁ
g [ - e’ +c[\&9v

g\(%\ = C(’X\ﬁ, +C(7\\\’; -\—C(')(\GE-*— C.l(%\g\'}(,

9
56(\ C@\@ +C(7t\€ "QC +C(z\\c +

p ch\ywcbt\;quC(x\mm (o) -

= ¢ | ‘o) €+ Je CA ) ch\c

(%\CLJrZ( séC W)+ QC()

u\\\gmoqu\e NGL  wnsetzen  und VNL%Q \lQra@AcL) I
ia ) = N AGE ‘%3 '




