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Folien zur Vorlesung “Mathematik B”

SS 2019
Dr. Ecaterina Sava-Huss

Zu linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Es sei eine homogene DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koefliezienten gegeben:
¥ 4 a1y 4+ ayy + agy =0,

wobei a,_1,...,a1,a9 € R. Sei P(\) das zugehérige charakteristische Polynom, d.h.
PA) =M+ an_ A" 4+ ar)d +ap.

Sei nun A\; = a+1if € C\R eine echt-komplexe Nullstelle von P(A) mit Vielfachheit
(A1) = k > 0. Es sind also die Funktionen

~ Az A AT
b

i (z) = eM®, fo(z) = zeM%, ..., fi(x) = zF 1 eM®

linear unabhéngige komplez-wertige Losungen der DGL.

Frage: Wie bekommt man daraus reell-wertige Losungen?

Uberlegung: Sei y = yg + y; eine komplex-wertige Lésung mit Realteil yg und
Imaginarteil y;, d.h. yg und y; sind reellwertig. Es gilt:

k . (k
y® =y iy,

Wir setzen y in die DGL ein:

Wi + ™) + ana (vl + i) + o+ an(yp i) + ao(yr +iyr) =0

Umstellen und Trennen nach Real- und Imaginérteil ergibt:

[yﬁ? b a1y 4+ aryy + aoyr] +i [@é") +an19{" + .+ aryy + aoyr] = 0.

N " N "

v 'y

D.h. yr und y; sind auch — nun reellwertige — Losungen der DGL.

Es gilt:
e® = el@+i)7 = ¢ (cos(B) + i sin(Ba)).

Die Realteile der Losungen 1, . .., §x sind somit:
y1 = €*® cos(Bz), ya = e cos(Bx), ..., Yk = " e cos(Bz).
Die Imaginarteile der Losungen §, . . ., gk sind:
Yrp1 = €27 sin(Bz), Yrio = 2e*"sin(Bx), ..., Y = ¥~ 1e*® sin(Bz).
Somit wurden zur Nullstelle \; insgesamt 2k linear unabhéngige Losungen v, . . ., Yok

der DGL gefunden.




Bemerkung: Wenn \; € C \ R eine Nullstelle von P(A) ist mit x(A;) = k£ > 0, dann
ist auch die komplex-konjugierte Zahl A\; = a — 48 eine Nullstelle von P(\) mit
p(A1) = k. Da aber )

eM? = ¢**(cos(Bz) — isin(Bz)),

sind die Realteile der Losungen zu \; identisch mit den Realteilen der Losungen
zu \y; die Imaginarteile der Lésungen zu ), sind bis auf negatives Vorzeichen auch
identisch mit den Imaginarteilen der Losungen zu A;.

Mit anderen Worten: Man muss nur die 2k Lésungen zu \; bestimmen; die Nullstelle
); muss nicht mehr weiter betrachtet werden!




Beispiele zu linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

1. Aufgabe: Lose das folgende Anfangswertproblem:

E_ 3y’ +2y ==, mity(0)=1,y5'(0) :a

Losung: Wir berechnen zunédchst das charakteristische Polynom:

PA) =X =-3x+2=(\-1(r-2).
Die Losung der zugehdrigen homogenen DGL ist somit gegeben durch:
yhom(m) = C’le” —+ 0262w.

Die Stérfunktion hat die Form b(z) = z = ze%?. Zur Bestimmung einer spezi-
ellen Losung verwenden wir den Ansatz

Yop(z) = 2"9e*(A + Bx) = A + Bz.

Differenzieren von yg, ergibt y;, = B und yg, = 0. Einsetzen in die DGL ergibt
somit:

0-3B+2(A+ Bzx)==.

Koeffizientenvergleich ergibt:
°: —3B+24=0, z': 2B=1

Daraus ergibt sich B =1/2 und A = 3/4. Somit ist die allgemeine Lésung der
DGL gegeben durch

3 1
Yaut(T) = Yrom(T) + Ysp(z) = C1€" + Coe®® + 4 + §$

Zum Losen des Anfangswertproblems leiten wir y,;(x) einmal ab:

1
y;”(x) = Cie® + 202621 + 5

Wir setzen in y,;(z) und v, () den Wert z = 0 ein und kommen auf folgendes

Gleichungssystem:
3
1 = ya”(O) B Cl + Cz + Z
1

Daraus ergeben sich die Werte C; = —1 und Cy = 5/4, d.h. die Losung ist

5 3 1
y(z) = —€e® + 162’ +7 + 3%




2. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung:

ng” — 3y’ + 2y = z€”.

Losung: Wie im ersten Beispiel ist die vollstandige Losung der zugehdrigen
homogenen DGL gegeben durch:

Ynom(2) = C1e% + Coe®”.
Zur Bestimmung einer speziellen Lésung verwenden wir den Ansatz
Ysp(z) = 2*We”(A 4+ Bz 4 Cx?) = €*(Az + Bz + Cz%).
Differenzieren von y,, ergibt:

Yop(z) = €°(Az+ Ba®+ Cz®) + e®(A + 2Bz + 3Cz?),
yo(z) = e*(Az+ Bz®+ Cz®) + 2¢°(A + 2Bz + 3Ca?) + €*(2B + 6Cx).

Einsetzen von ysp(z) in die DGL ergibt somit:

e®(Az + Bz® + Cx®) + 2¢"(A + 2Bz + 3Cz?) + €*(2B + 6Cx)
—3(e”(Az + Ba? + Cz®) + €*(A + 2Bz + 3C2?))
+2e"(Az + Bz® + Cz®) = 2°¢"

Es wird auf beiden Seiten der Gleichung durch e® dividiert und dann ein
Koeffizientenvergleich gemacht:

22: 0=0C-3C+2C=0

z2: 1=B4+6C-3B—-9C+2B=-3C

z': 0=A+4B+6C-3A—-6B+24=6C—2B
®: 0=24+2B-3A=2B-A

Losung dieses Gleichungssystems ist A = —2, B = —1, C = —1/3. Somit ist
die allgemeine Losung der DGL gegeben durch

1
Yair(Z) = Ynom (%) + Ysp(x) = C1€" + Cae** + €° (—21: . — §x3)




3. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung:

gj4y' +13y =e7".

Lésung: Wir berechnen zunédchst das charakteristische Polynom:

PO =2 —4x+13= (A — (24 31)) (A — (2 31)).
Die Losung der zugehorigen homogenen DGL ist somit gegeben durch:
Ynom(z) = C1€* cos(3z) + C2e** sin(3z).
Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz
Yop(z) = 2" Ve " A = Ae™®,

Differenzieren von ys, ergibt y,, = —Ae™ und yg, = Ae™®. Einsetzen von
Ysp(z) in die DGL ergibt somit:

Ae™® —4(—Ae™")+134Ae™ " =77,

Dividieren durch e™ ergibt A = 1/18. Somit ist die allgemeine Losung gegeben
durch

. ) -
Yait(T) = Ynom(T) + Ysp(x) = C1e* cos(3z) + Cpe** sin(3z) + Ee )




4. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der-folgenden Differentialgleichung:

y" — 4y’ + 13y = cos(3z)e”. \l

Losung: Wie im vorhergehenden Beispiel ist die Losung der zugehdrigen ho-
mogenen DGL gegeben durch:

Yhom(z) = C1€* cos(3z) + Cre®” sin(3z).
Die Storfunktion hat hier die Form
b(z) = (1 cos(3z) + 0 - sin(3z))e*.
Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz

Yop(z) = 32 (Acos(3z) + Bsin(3z))
e?” (Az cos(3z) + Bz sin(3x)).

Differenzieren von y,, ergibt:

Yop(x) = €*(2Az cos(3z) 4 2Bz sin(3z) + A cos(3z)
—3Azsin(3z) + Bsin(3z) + 3Bz cos(3x)),

yor(z) = —€**(5Azcos(3z) 4 5Bz sin(3z) — 44 cos(3z) + 124z sin(3z)
—4Bsin(3z) — 12Bx cos(3z) + 6Asin(3z) — 6B cos(3z))

Einsetzen in die DGL ergibt:
—6¢% (Asin(3z) — B cos(3z)) = cos(3z)e*?,

bzw. —6Asin(3z) + 6B cos(3z) = cos(3z). Koeflizientenvergleich liefert also
A =0und B =1/6. Somit ist die allgemeine Lésung gegeben durch

1
Yait(Z) = Yhom () + Yep(x) = C1€* cos(3z) + Coe* sin(3z) + Ee%w sin(3z).




. Aufgabe: Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialglei-

chung:
[y"—3y'+2y=m+ezr]

Losung: Die Losung der zugehdrigen homogenen DGL ist gegeben durch (siehe
oben):

Yrom(Z) = C1€” + Cre®™.

Die Storfunktion hat die Form b(z) = ze®® + €?*. Eine spezielle Losung zur
DGL y” — 3y + 2y = z ist gegeben durch (siehe oben)

3 1
ysp,l(m) = Z + 515

Wir suchen nun noch eine spezielle Lésung zur DGL y” — 3y’ + 2y = €?*. Dazu
verwenden wir den Ansatz

Yopa(T) = 2PDe?® A = Aze™.
Differenzieren von y,p o ergibt:
Yipo = Ae™ +2Aze®™ und y, = 4Ae* + 4Aze™.
Einsetzen in die DGL ergibt somit:
€2 (4A + 4Az) — 3¢™ (A + 2A7) + 2Aze™ = €,

bzw. A—0-z = 1, also A = 1. Somit ist eine spezielle Lésung von y" —3y'+2y =
z + e* gegeben durch

3 1
ysp(z) = ysp,1(x) + ?Jsp,z(x) = 1 + 5:1: + ze?®.

Somit ist die allgemeine Losung der DGL gegeben durch

3 1
yall(w) b yhom(x) =+ ysp(m) = Clem + C(262:': + Z + '2"17 + xe2m_




Reduktion der Ordnung:
Wir betrachten eine DGL der Form:

() ¢+ ai(z)y’ + ao(z)y = b(2).

Ziel ist es, diese DGL in eine lineare DGL erster Ordnung umzuformen. Dazu nehmen
wir an, daR wir eine Losung y; () der zugehorigen homogenen DGL y” + a;(z)y’ +
ao(z)y = 0 “erraten” haben. Wir setzen

Differenzieren ergibt:

y'(z i (z)u(z) + yi(x)u' (),
"z i (z)u(z) + vy (@)u' () + 1 (2)u' (2) 4+ 1 (z)u” (2)
= i (@)u(z) + 2y () (z) + pi(z)u (z)

Einsetzen in die DGL (x) ergibt:
v (@)u()+2y, () () +y1 (2)u" () +ar (2) (91 (2)u(@) +yn (2)u (2)) +ao(2)n (z)u(z) = b(z),

bzw. umgeformt:

(2) (¥ (=) + a1 (2)y1(z) + ao(x)y1 (z)) +24 (2)v (2) 411 (2)u” () +as (@)ys (2)0 () = b(x).

=0

Wir ersetzen nun 2(z) = u/(z) und erhalten somit eine neue DGL erster Ordnung:

z(2y1(z) + a1(z)y1(z)) + Z'ya(2) = b(z).
Diese kann man wie gewohnt 16sen und durch Integration von z(z) bestimmt man
u(z), und daraus y(z) = y1(z)u(z).
Beispiel: Man bestimme die allgemeine Lésung der DGL

’ 1 1 ‘
" / 2
4oy — oy =g 41,

Losung: Wir “erraten” eine Losung ¥, (x) = z der homogenen DGL y” + ¢/ /z — y/z? = 0.
Wir setzen y(z) = z - u(z) und z(z) = u/(z) und erhalten die neue DGL:

z(2-1+1-x)+z'-m=x2+1,
) x

bzw. 2’ = —3z/z + (2 + 1)/z. Es ist

Zhom(z) = Cel ~3/@d — %

Die spezielle Losung ergibt sich als

1 2+1 1 iy 5 1, 1
Z‘”’—F'[/ . xdaz]—ﬁ[/m + 2°dx —gx +§.

8




Also:

1 1

2a(T) = Zhom(x) + 25p = ] + §x2 + 3

Daraus ergibt sich:
: C 1 5 1

u(z) = /z(a:) dz = ~5.2 + T + 3%

Somit ist die gesuchte allgemeine Losung:
@) = @) = < + Lot + 2o
Yxr)=mn = 15 3




Variation der Konstanten:

Wir betrachten eine DGL der Form:

() ¥ +ai@)y + ao(z)y = b(z),

wobei die vollstandige Losung der zugehérigen DGL y” + a1(z)y’ + ao(z)y = 0
gegeben sei durch
Yhom(2) = C191(2) + Caya(z),

d.h. y1, y, bilden ein Fundamentalsystem. Wir wollen nun eine spezielle Losung zu (%)
bestimmen. Dazu ersetzen wir in yxom die Konstanten C; und C; durch Funktionen
Ci(z) und Cy(z). Wir verwenden den Ansatz

Ysp(z) = Ci(2)y1(z) + Ca(z)pa(z) mit Ci(2)y1(x) + Ca(2)ya(z) = 0.
Differentation von yp(x

Yp(x) = C)
-
Yp(x) = Cf

Einsetzen in () ergibt:

Cy(z)yi(z) + Ci(z)y] (z) + Cyx)ys(z) + Ca(x)yz (2)
+a1(z) (C1 @)y, (z) + Ca(z)yh(®)) + ao(x) (C1(z)pa(x) + Co(a)y2()) = b(z),

bzw. umgeformt

Ci(z)y1(z) + Co(z)ys(=)
+Ch (x)(yi’(x) + a1 (z)y; (z) + ao(w)yl(w)

W

=0

+Co(2) (1(@) + a1 (@)uh(@) + aole)a(@)) = b(z).

"

=0

Das bedeutet, dak C}(z)y;(z) + Ch(z)ys(x) = b(x) gelten muss. Wir betrachten nun
das Gleichungssystem

Ci(z)y1(z) + Cy(z)ya(2) =0,  Ci(z)yi(z) + Cy(z)ya(z) = b(z).
Losung dieses Gleichungsystems ist

C{(m) — _b(x)yZ(w) und Cé(m) _ b(x)yl(x)

W(z) W(z)

wobei W(z) die Wronski-Determinate zum Fundamentalsystem y,,y, ist. Man be-
achte, da® W(z) # 0. Durch Integration von Cf(z) und Cj(x) finden wir Cy(x) und
Ca(z) und somit die spezielle Losung ysp ().

Beispiel: Man bestimme die allgemeine Losung von

il
n _ 4 -
10 =




Losung: Das charakteristische Polynom ist P(A\) = A? —4 = (A — 2)(A + 2). Die
Losung der zugehorigen homogenen DGL ist

yhom(ac) = 01621' + C’ge_z‘”.

Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz mittels Variation
der Konstanten ys,(z) = C1(z)e?® + Cy(z)e™*. Es gilt:

621: 6—2:1:
W(CE) - 2621: _26—21; =4,
Somit sind | o2 | o
e " e
Cl(z) = -, Ciz) = —- .

Integration (mittels Substitution und Partialbruchzerlegung) von Ci(z) und Cs(z)
ergibt

1 1 1
Ci(z) = Ze“” ~1 In(1 + €%) — —8—6_2“” + %,
1 1
Cz(x) = —Ze” + Z 11’1(1 —+ e"’).

Also ist

1 1 1 1 1
Ysp(T) = Ze”’ — Ze% In(14¢%) — 3 + zezm — Ze_m + 16“2’” In(1 + €%).

Somit ist die allgemeine Losung von (%) gegeben durch

Yail(Z) = Yhom () + Ysp(2).
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