Folien zur Vorlesung “Mathematik B”
08. Juni 2010

Zu linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Es sei eine homogene DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffiezienten
gegeben:
Y™+ a1y a4 agy =0,

wobei a,_1,...,a1,a9 € R. Sei P(\) das zugehorige charakteristische Poly-
nom, d.h.
PA) = X"+ ap A" P a )+ ap.

Sei nun \; = o+ i € C\ R eine echt-komplexe Nullstelle von P(\) mit
Vielfachheit p(A;) =k > 0. Es sind also die Funktionen

~ )qm’ g)g(x) — xe)xlx’ o 7Qk($) — l‘k_l 6)\1x

linear unabhéingige komplex-wertige Losungen der DGL.
Frage: Wie bekommt man daraus reell-wertige Losungen?

Uberlegung: Sei y = yr + iy; eine komplex-wertige Losung mit Realteil yz
und Imaginérteil y;, d.h. yg und y; sind reellwertig. Es gilt:

k . (k
® =y iy},

Y
Wir setzen y in die DGL ein:

(i) i) +anoa(yi ™ iy ™)+ an (g i) +aolyr +iyn) =0

Umstellen und Trennen nach Real- und Imaginérteil ergibt:

[ ﬁ“ + an—ﬂ/gil) + ...+ a1yp + aoyr] +i [ l(rn) + an—ﬂ/frmn + ...+ @y + agyr] = 0.

- J - 4

=0 =0
D.h. yz und y; sind auch — nun reellwertige — Losungen der DGL.

Es gilt: :
M = el — o0 (cos(fx) + isin(Bz)).

Die Realteile der Losungen gy, . .., §i sind somit:

Y1 = € cos(Bx), Yo = xe®® cos(Bx), ...,y = 2 e cos(Bx).



Die Imaginéarteile der Losungen g4, .. .,y sind:
Ype1 = €7 sIn(BT), Ypro = 2T sin(BL), . . ., yop = ¥ 1 sin(Bx).

Somit wurden zur Nullstelle A\; insgesamt 2k linear unabhéngige Losungen
Y1, - - -, Yo der DGL gefunden.

Bemerkung: Wenn \; € C\R eine Nullstelle von P()) ist mit u(A) =k > 0,
dann ist auch die komplex-konjugierte Zahl A = o — i3 eine Nullstelle von
P(X\) mit u(A) = k. Da aber

POSERCE (cos(ﬂx) — Z'Sin(ﬁ$)),

sind die Realteile der Losungen zu A, identisch mit den Realteilen der Losun-
gen zu \p; die Imaginérteile der Losungen zu A; sind bis auf negatives Vor-
zeichen auch identisch mit den Imaginirteilen der Losungen zu A;.

Mit anderen Worten: Man muss nur die 2k Losungen zu A; bestimmen; die
Nullstelle \; muss nicht mehr weiter betrachtet werden!



Beispiele zu linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

1. Aufgabe: Lose das folgende Anfangswertproblem:
y" — 3y + 2y =2, mit y(0)=1,7(0) = 2.
Losung: Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom:
PA) =M =-3Ax+2=A-1)(A—2).
Die Losung der zugehorigen homogenen DGL ist somit gegeben durch:
Ynom () = Cre” + Coe®.

Die Storfunktion hat die Form b(z) = x = ze"*. Zur Bestimmung einer
speziellen Losung verwenden wir den Ansatz

Ysp(z) = 2O’ (A + Bx) = A+ Bu.

Differenzieren von y, ergibt y;, = B und y;, = 0. Einsetzen in die
DGL ergibt somit:

0—-3B+2(A+ Bzx) ==.
Koefhizientenvergleich ergibt:
2°: =3B+24A=0, z': 2B=1
Daraus ergibt sich B = 1/2 und A = 3/4. Somit ist die allgemeine
Losung der DGL gegeben durch
Yait () = Ynom () + ysp(x) = Cre” + Cye®® + % + %:p
Zum Losen des Anfangswertproblems leiten wir y,;(z) einmal ab:

1
Yo (r) = Cre” + 205 + 3

Wir setzen in yq;(x) und v/, (x) den Wert = 0 ein und kommen auf
folgendes Gleichungssystem:

3
1 = yall(O) == 01 + CQ + Z
1
2 = yYu(0)=C1+20> + 5
Daraus ergeben sich die Werte C; = —1 und Cy = 5/4, d.h. die Losung
ist
(x) = —€e® + ée2m + 3 + 1:c
= 4 TR



2. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differential-
gleichung:
y' — 3y + 2y = 2%,

Losung: Wie im ersten Beispiel ist die vollstéandige Losung der zugehori-
gen homogenen DGL gegeben durch:

Ynom () = Cre” + Coe®.
Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz
Yop(z) = 2"Ve (A + Bx + C2?) = e*(Ax + Bax® + Cx?).
Differenzieren von y,, ergibt:
yo(x) = € (Az 4 Ba® + C2®) + " (A + 2Bz + 3Ca?),
yr(z) = €*(Ar+ Ba® + Ca®) + 2¢"(A + 2Bz + 3C°) + " (2B + 6Cx).
Einsetzen von y,(z) in die DGL ergibt somit:

e*(Az + Bx® + Oz®) + 2¢"(A + 2Bx + 3C2?) + " (2B + 6Cx)
—3(e"(Az + Ba® + C2®) + " (A + 2Bz + 3C1?))
+2e"(Ar + Ba? + Cx®) = x%e".

Es wird auf beiden Seiten der Gleichung durch e* dividiert und dann
ein Koeffizientenvergleich gemacht:

3. 0=C-3C+2C=0

2. 1=B+6C—-3B—-9C+2B=-3C

'Y 0=A+4B+6C —-3A—-6B+2A=6C—2B
0. 0=2442B—-34A=2B—-A

Losung dieses Gleichungssystems ist A = =2, B = —1, C' = —1/3.
Somit ist die allgemeine Losung der DGL gegeben durch

Yart(T) = Ynom () + ysp(x) = Cre” + Coe™ + €" (=22 — 2° — Z2?).



3. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differential-
gleichung:
y' — 4y + 13y =",

Losung: Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom:
PA) =N —4x+13=(A— (2+30)) (A — (2 - 3i)).
Die Losung der zugehorigen homogenen DGL ist somit gegeben durch:
Yhom (1) = C1€°* cos(3x) + Coe** sin(3x).
Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz
Ysp(z) = 2" Ve A = A",

Differenzieren von y,, ergibt y,, = —Ae™®

von ys,(z) in die DGL ergibt somit:

und yi, = Ae™*. Einsetzen

Ae ™ —4(—Ae ™)+ 13Ae * = e "

Dividieren durch e ergibt A = 1/18. Somit ist die allgemeine Losung
gegeben durch

1
Yair(T) = Ynom () + ysp(x) = Ce*® cos(3x) + Che*® sin(3z) + 1—86_35.



4. Aufgabe: Bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differential-
gleichung:
Y’ — 4y + 13y = cos(3z)e*".

Losung: Wie im vorhergehenden Beispiel ist die Losung der zugehérigen
homogenen DGL gegeben durch:

Yhom (1) = C1€°* cos(3x) + Coe** sin(3x).
Die Storfunktion hat hier die Form
b(z) = (1 cos(3z) + 0 - sin(3z))e*.
Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz

ysp(z) = T3 (Acos(3x) + Bsin(31))
= ¢**(Axzcos(3z) + Basin(3z)).

Differenzieren von y,, ergibt:

yop(x) = €**(2Ax cos(3x) + 2Bx sin(3x) + A cos(3x)
—3Azsin(3z) + Bsin(3z) + 3Bz cos(3z)),

yo(x) = —€*(5Ax cos(3z) + 5Buxsin(3z) — 4A cos(3x) + 12Az sin(3x)
—4Bsin(3z) — 12Bz cos(3z) + 6Asin(3z) — 6B cos(3z))

Einsetzen in die DGL ergibt:
—6€** (Asin(3z) — Bcos(3z)) = cos(3x)e™,

bzw. —6Asin(3z) + 6B cos(3z) = cos(3z). Koeffizientenvergleich liefert
also A = 0 und B = 1/6. Somit ist die allgemeine Losung gegeben
durch

1
Yl (T) = Ynom (7)+ysp(1) = C1e** cos(3x)+Cre* sin(3:c)—|—662x:c sin(3z).



5. Aufgabe: Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differen-
tialgleichung;:
y// . 3y/+2y — .T—|—€2x.

Losung: Die Losung der zugehorigen homogenen DGL ist gegeben durch
(sieche oben):

Ynom () = Cre” + Coe®.

Die Storfunktion hat die Form b(x) = ze"” + e**. Eine spezielle Losung
zur DGL y” — 3y’ 4+ 2y = x ist gegeben durch (siehe oben)

3 1
ySp,l(x) = 1 + ix

Wir suchen nun noch eine spezielle Losung zur DGL y” — 3y’ +2y = €%,
Dazu verwenden wir den Ansatz

Yspo(z) = 2P e A = Axe™.
Differenzieren von s, ergibt:
Yopo = A€™ + 2Aze* und yl, = 4Ae + 4Aze™.
Einsetzen in die DGL ergibt somit:
e (4A + 4Ax) — 3e** (A + 2Ax) + 2Aze* = ™,

bzw. A —0-x = 1, also A = 1. Somit ist eine spezielle Losung von
y" — 3y + 2y = x + ** gegeben durch

3 1 i
ysp(x) = ysp,l(x) + ysp,z(l') = Z + éfL‘ + 1‘62 .

Somit ist die allgemeine Losung der DGL gegeben durch

3 1
Yaul () = Ynom () + ysp(x) = Cre” + Che® + 1 + 5:10 + ze*®.



Reduktion der Ordnung:
Wir betrachten eine DGL der Form:

(*) ¥ +a(x)y +ao(x)y = b(z).

Ziel ist es, diese DGL in eine lineare DGL erster Ordnung umzuformen. Dazu
nehmen wir an, daf§ wir eine Losung y;(z) der zugehorigen homogenen DGL
y" + a1 (x)y’ + ap(x)y = 0 “erraten” haben. Wir setzen

y(@) =y (z) - u(z).

Differenzieren ergibt:

y'(x) = n@u@) + (e
y'(@) = yi(@u(@) + i (@) (2) + i () (@) + yi(2)u” (2)
= yi(@)u(x) + 20/ ()0 (z) + y1 ()0 ().

Einsetzen in die DGL (%) ergibt:

vl (@)u(@)+ 2y (2)u/ (@)t (2)u" () +a1 (2) (41 (2)u(@) i (@) () +ao(@)y (2)u(@) = b(),

bzw. umgeformt:

u(@) (yi(z) + a1 (2)yy () + ao(2)y: (x)) + 2y (2)u () +y1 (2)u" () +as (2)ys (2)u () = b(a).

~~

=0

Wir ersetzen nun z(x) = u/(x) und erhalten somit eine neue DGL erster
Ordnung;:

2(291(2) + a1 (2)y1 (@) + 2 (@) = b(a).
Diese kann man wie gewohnt losen und durch Integration von z(z) bestimmt
man u(x), und daraus y(x) = yi(x)u(x).

Beispiel: Man bestimme die allgemeine Losung der DGL
1 1
y//+—y/——2y:$2—|—1-
x x

) = x der homogenen DGL ¢ + 3/ /x — y/2* = 0.
u'(x) und erhalten die neue DGL:

Losung: Wir “erraten” eine Losung y; (x
Wir setzen y(z) = z - u(x) und z(z) =

z(2-1+l-x)+z'-x:x2+1,
x

bzw. 2/ = =3z/x + (2* + 1)/x. Es ist
C

Zhom (T) = Cel —3/mde — 23



Die spezielle Losung ergibt sich als

241 1 1
zspz/%;r -x3dx:/x4+x2dx:6x5+§x3.

AISOZ
1 5 3
Zau@) = Zhom(ZL‘) + Zsp = — + - 7o,

Daraus ergibt sich:

B _C I ¢ 14
u(:v)—/z(x)d:c——Q—xQ—l—%x + 5T

Somit ist die gesuchte allgemeine Losung:

y(z) =y (z)u(r) = — + =2 + —z°.



Variation der Konstanten:
Wir betrachten eine DGL der Form:

() ¢+ a(2)y’ + ao(x)y = b(x),

wobei die vollstéandige Losung der zugehorigen DGL y” +ay (x)y' +ao(x)y = 0
gegeben sei durch

Ynom(2) = Cry1(x) + Coya(x),

d.h. y1, yo bilden ein Fundamentalsystem. Wir wollen nun eine spezielle Losung
zu (%) bestimmen. Dazu ersetzen wir in y,,, die Konstanten Cy und Cy durch
Funktionen C(z) und Cy(z). Wir verwenden den Ansatz

Ysp(7) = C1(2)y1(2) + Co(2)ya(2) mit Cy(x)y1(z) + Co(w)ya(x) = 0.
Differentation von ys,(z) ergibt:
Yo(r) = Cl(x)yi(z) + Cr(2)y(z) + Co(x)ya(x) + Co(a)ys(x)

= Ci(@)yi(z) + Ca(x)yy(),
Yop®) = Ci(x)yi(z) + Cr(x)yy () + Co(x)ys(x) + Ca(x)ys (x).

Einsetzen in (x) ergibt:

Ci(@)yi (x) + Cr(@)yy () + Cy(@)ys(x) + Co(x)ys (x)
+ai(2) (Cr(@)y; () + Ca()ys(2)) + ao(2) (Cr(2)yi(z) + Col@)ye()) = b(a),

bzw. umgeformt

Ci(@)yr () + Co(x)ys(2)
+C1 () (1 () + ar ()i (2) + ao(@)yr ()

+Ca(x) (y5(2) + ar(x)y Lx)+ao() (7)) = ().

Das bedeutet, dafl C}(z)y}(z)+ Ci(z)ys(z) = b(z) gelten muss. Wir betrach-
ten nun das Gleichungssystem

Ci(z)y(z) + Cy(x)ya(z) = 0,  Ci(z)yi(z) + Cy(x)ys(x) = b().
Losung dieses Gleichungsystems ist

10



wobei W (x) die Wronski-Determinate zum Fundamentalsystem yi,ys ist.
Man beachte, dafl W (x) # 0. Durch Integration von C}(z) und C%(z) finden
wir Cy(x) und Cy(z) und somit die spezielle Losung ys,(z).

Beispiel: Man bestimme die allgemeine Losung von

Losung: Das charakteristische Polynom ist P(\) = A\ —4 = (A — 2)(A + 2).
Die Losung der zugehorigen homogenen DGL ist

Ynom () = CLe% + Che 2,

Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir den Ansatz mittels
Variation der Konstanten yg,(z) = C1(z)e* + Cy(x)e 2*. Es gilt:

€2a: e—ZJ:
W(l‘) - 2623[: _26—23[: —4.
Somit sind . -
e " e’
Cl(z) = -———, Cha) = —= .

Integration (mittels Substitution und Partialbruchzerlegung) von C4(x) und

Cy(x) ergibt

1 1 1 x
— _fm__l 1 T\ _ 2z s
Cilz) = g = ln(l+e) —ce™ + -,
1 1
Co(x) = —Zex + 1 In(1+€").
Also ist
1 1 1 1 1
Ysp(x) = Ze”‘“ — Ze% In(1+€®) — 3Tt %e% — Ze’”‘“ + Ze’% In(1+ €®).

Somit ist die allgemeine Losung von (x) gegeben durch

Yai(T) = Ynom () + Ysp(2).
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