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Ansatzmethode bei linearen DGL-Systemen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

Es sei ein lineares DGL-System erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
gegeben:
y' = Ay +b(z),

wobei A € R™™. Wir nehmen an, dass der Storvektor b(z) folgende Form
besitzt:

pi(z) @ ()
b(r) = e : cos(fx) + : sin(fx)
Pn(z) Gn()

Da e* = cos(Bz) + isin(Bz), kénnen wir cos(Sx) und sin(Bz) wir folgt
umschreiben:

cos(fr) = %(ewx +e7P7),  sin(Bz) = —%(ewﬂ& — e ).

—

Wir setzen nun diese Ausdriicke in b(z) ein:
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Das heift, wir kénnen den Stérvektor zerlegen in b(z) = by () + be(x). Man

beachte, daB by(z) = by (). Wir berechnen nun zum System §' = A7 + by ()
eine spezielle (komplex-wertige) Losung ¥ 4,(2) mit Hilfe des Ansatzes

Q1(z)
gl,sp(x) — e(a-}—iﬁ)x ’




wobei Q1(x),...,Q,(x) Polynome mit unbekannten Koeffizienten sind vom
Grad p(a + if) + m, wobei m der maximal auftretende Grad der Polynome
p(z),. .. pn(z), 1 (), ..., qu(x) ist und p(a+ip) die Vielfachheit von a+if3
als Nullstelle im charakteristischen Polynom P(\) = det(A — AI) ist. Man
leitet dann ¢ »() komponentenweise nach x ab, setzt in das inhomogene

DGL-System i = Ay+b(z) ein und mittels Koeffizientenvergleich werden die
(eventuell komplexwertigen) Koeffizienten von Qq(z), ..., Q,(z) bestimmt.

Beobachtung: s s,(7) 1= 91 sp(x) ist dann eine spezielle Losung des Systems
J = A + by(x), denn:

Toop(t) = G1p(@) = AGrop(x) + b1(x) = AGhop(x) + b1 (2)
= Aiop(@) + by(z) = Alhgp(x) + ba(x).

Somit ist eine spezielle (reellwertige) Losung zum Storvektor b(z) = by (z) +
ba(x) gegeben durch

Top(®) = Frsp(@) + Yo.sp(7) = 2Re(r,5(2)).
Beispiel: Man l6se folgendes Anfangswertproblem:

Y, = 2y — ys + > cos(x),
Yy = Y1+ 2y,
y1(0) =1, y2(0) = 2.

Losung: Die zugehorige Koeffizientenmatrix und der Storvektor sind

A:(f ‘21), E(x):eh(“%(x)).

Wir berechnen das charakteristische Polynom:

P()\) = det(A-\I) = ‘ 2-A

1 9 ‘ = (2=X)*+1 = (A=(2+14)) (A—(2—1)).

Wir berechnen einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2 4 4:

0= (A= Q2+ = < _1Z :1 ) (Z;)



Daraus ergibt sich v, = —iv;. Wir setzen v; = 1 und erhalten somit den
Eigenvektor v} = (1 —1)%. Somit ergibt sich eine komplexe Losung des ho-
mogenen Systems ' = Ay als

@@:&W(L):eﬂm@+MMM(L)
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=i1(x) =ij2(x)

Aufspalten von gjl(x) nach Real- und Imaginéarteil liefert die reellwertigen
Losungen ¢ (x) uznd y}( ), d.h. die vollstédndige (reellwertige) Losung des
homogenen Systems ¢ = Ay ist

@m@:a@@+@m@:@%<@m)+@&<SM@).

sin(x) — cos(z)

Nun suchen wir eine spezielle (reellwertige) Losung des inhomogenen DGIL-
Systems § = A + b(z). Die Stérfunktion hat die Form

=28 ot (3 o] - () ()

=b (z) =bo(x)

d.h. p1(z) = 1, p2(x) = q1(x) = go(z) = 0 und m = max{deg(p;), deg(q;)} =
0. Wir berechnen nun eine spezielle (komplex-wertige)Losung zum System
= Ay + bi(x) mit Hilfe des Ansatzes

; A+ Bx
— — 2+

Man beachte, dafl 2 4+ ¢ ein Eigenwert von A ist, so da} die Polynome mit
unbekannten Koeffizienten im Ansatz den Grad p(2+¢)+m = 1+0 besitzen.
Komponentenweise Differentiation von ¢ 4,(x) ergibt:

. ; A+ Bx : B
i — (2+14)z (2+i)z
Fple) = @ )07 (ST 0 Y eeeoe (7)),

Einsetzen in das DGL-System i = Ay + by (x) liefert folgende Gleichungen:
) ) (2+1)x
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Kiirzen durch e®+9* und Sortieren nach Potenzen von z ergibt:

(24 i)Bx+ ((2+i)A+ B) = (2B—D)x+(2A—C+%),

(2+i) Dz + ((2+4)C+ D) = (B+2D)x+ (A+20).
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir folgende Gleichungen:

(2+i)B = 2B-D,

1
@+D)A+B = 24-C+3,

(244D = B+2D,
2+19)C+D = A+2C.

Aus der vierten Gleichung folgt A = iC' + D. Aus der zweiten Gleichung
ergibt sich damit:

1 1 1
B=-C+g—id=-Ct5+C—iD=5~iD.

Eingesetzt in die erste Gleichung ergibt dies D = —iB = —i/2 — D, d.h.
D = —i/4 und somit B = 1/4. Die zweite und vierte Gleichung vereinfachen
sich somit zu

1 i
A=—C+>, iC—-=A.
i C oy 00—

Die zweite Gleichung in die erste eingesetzt ergibt:

1 1 1
=-—iA==-+4+C—--=
C vl 1 C 1 C,

d.h. C ist frei wahlbar, z.B. C' = 0 und damit A = —i/4. Somit ist eine
spezielle Losung 1 5,(z) zu ¢ = Ay + by (z) gegeben durch

—1 1
- otiye [ T T 1T
Jrapla) = 00 ()

Der Realteil von ¥ 4,(z) ist

Rdﬁ%@):]%F%<_ﬁm@Hiﬁdﬂ+§mww+%mmﬂﬂ

—txcos(x) + Zsin(z)

1 4
_ T sin(z) + 7 cos(x)
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Somit ist eine reellwertige spezielle Losung des zu Beginn gegebenen DGL-

—

Systems ' = Ay + b(x) gegeben durch

e =) =2 (PG )

—

Damit ist die allgemeine Losung des DGL-Systems ¢ = Ay + b(x) gegeben
durch

Jan(z) = C1e*® ( Z_OS(J?) )+C2€2m ( Sin(af)) ) Lo ( isin(f) + £ cos(x) ) |

in(z) —cos(x 7 sin(z)
Zum Losen des AWP setzen wir x = 0 in die allgemeine Losung ein:
(1):(y1(0)):( Ci+Cy-042-0 ):(Cl)
2 y2(0) C1-0+Cy-(—1)+0 Ch.
Also ist die Losung des AWP gegeben durch
() = 2 ( cos(z) ) g ( sin(z) ) L ge ( Tsin(z) + £ cos(xz) ) .

sin(z) — cos(x) 7 sin(x)



