Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
12. Januar 2012

Beispiele differenzierbarer Funktionen:

1. f(x) = ¢, wobei ¢ € R konstant, besitzt die Ableitung f'(x) = 0:

lim f(@) = /(o) = lim — = lim L 0= f"(x)

T—Xo T — X T—xo XL — X r—xTo L — X
0 0 0

2. f(x) = ax + b, wobei a € R, besitzt Ableitung f'(x) = a:

_ _ b _
T—T r — I T—T T — Xy rT—=r0 T — Xy
3. f(x) = 2? besitzt Ableitung f'(x) = 2z:
— 2 _ 42 —
o @) S wad (a4 )
rT—T T — I T—=xo X — Ty T—To T — Xy

= lim (I + Io) = 2x) = f/(CL"())

T—XT0

4. f(z) = /7 besitzt Ableitung f'(z) = 52~:

2V
i f@) = fleo) L VE = VE L (VE = VE)(VE + V)
T—To Tr — Xy rx—=x0 T — Xy T (x — xO)(\/E + m)
= = = lim : L f'(20)

im0 (¢ —20)(VE+ /To) a0 JTHT 2/

Satz: Ist f an der Stelle xy differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Beweis: Sei h € R und sei f an der Stelle xz( differenzierbar. Dann gilt:

flan+h) = fla)

. ERT ) _ / ) _
lim f(wo + ) — f(wo) = ;1113%\ h L f(zo) - 0=0,
%f/(l'())

d.h. limy,_ f(zo+ h) = f(xg). Also ist f an der Stelle x( stetig.

]

Bemerkung: Stetige Funktionen miissen im Allgemeinen nicht differenzierbar
sein: z.B. ist f(x) = |z| stetig, aber nicht differenzierbar bei 0.



Ableitungsregeln:

Im folgenden seien f,g : I — R, I C R, differenzierbare Funktionen. Dann
gelten folgende Rechenregeln fiir die Ableitungen:

1. Linearitat:

(f(@) +g(x)) = f'(z) + g'(x)

Denn:
i @) +9@) = (o) +9(x0) . f@) = flzo) | g(@) = glxo)
T—=To r— X roro o X —2To o X=Xy

—f"(20) —g' (o)
= f'(%o) + g'(x0).
2. Fiir jedes ¢ € R gilt: (cf(x))/ =c- f'(z)

Denn:

lim ¢ flz) — e flw) = lim c¢-

T—T0 Tr — X r—=ro T — Xy

3. Produktregel:

Denn:

(@) g(@) — (f(0) - g(a0)
T T — 0

= lim f(@)g(z) = f(wo)g(x) + f(x0)g(x) — f(T0)g(0)
ZE‘)IEO ZE . xo

o F@0) — Folg(e) | flrolala) — flan)olro
e L= To T — X

= im0 j;o(“ o) + Flag) 22 i(()%)
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—f(x0) —g'(x0)

= f(wo)g(wo) + f(20)g (o)



<ﬁ>/ = _5253)2’ falls g(x) # 0
Denn:
hmg@ 7 :]mlgé_J@J“@“%)
r—=r9 T — X T—To (17 — 1’0)9(33)9(370)
o) —g(o)
=0 (2 — 20)g(2)g(w0)
e CICOR ) L g
N ) g9(z)g(xo) g9(x0)?
%*?J’r(iﬂo)
. Quotientenregel:
(%)l - f/(x)g(x;(;)é(x)g/(x), falls f(x) # 0
Denn mit Hilfe der Produktregel folgt:
AN L @) fle) — f))
V0 gm) = 7@ @) ap o)
. Kettenregel:

Denn:
i F0@) = flg(zo)) . flg(2)) = Flg(x0)) 9(2) — g(z0)
T—x0 T — X ac—mo\ g(gj) — g(ﬂjo) N T — Xy ,

~" Vv

—f"(9(x0)) —g'(20)

= f'(g(0)) - ¢'(20)

Bemerkung: Den Faktor ¢'(z() entsteht durch “Nachdifferenzieren” und
wird “innere Ableitung” genannt.

Beispiele:



2. h(z) = (2% + 22 — 1)3: (Kettenregel mit f(y) = y3, g(x) = 2° + 22 — 1)
f(@)=f'(9(x)) - g'(x) =3 g(x)* ¢ (x) = 3(2" + 22 — 1)*(32" + 2).

3. Sein € Nund f(z) = 2". Dann ist f'(z) =n- 2"

Beweis durch vollstdndige Induktion: Die Félle n = 1 und n = 2 wurden
schon explizit berechnet. Nehmen wir nun an, dal die Aussage fiir ein
n € N gelte; wir miissen nun zeigen, dafl die Aussage auch fiir n 4 1 gilt:
Mit Hilfe der Produktregel folgt:

(xnﬁLl)/:(xxn)/:lxn_'_x(nxnil):xn—knxn:(n"’_l)xn

4. Sei n € Nund f(z) = ¢/ mit > 0: Dann gilt f/(z) =+ - zn 1,
Denn: Sei () = 2". Dann ist ¢o(f(z)) = ¢(/r) = x. Somit

(etran) =1,

Die linke Seite kann man aber mit Hilfe der Ketten regel wie folgt um-
schreiben:

1= (o) = SG@) - Fe) =n- f) ™ Fla)=n- V7 (@),

bzw. aufgelost nach der gesuchten Ableitung f'(x)

1 1 1 1 1 1 1 2
f/(x):_ e 1:_'-%%_1-
n n—1 n=1 1—1
Vx noxow n gl=w n

5. Sei p(z) = azx® + asx® + a1 + ap. Dann ist aufgrund der obigen Rechen-
regeln:

P (z) = (asz®) + (asz®) + (a1m1 + ap)' = 3azz® + 2asx + ay.

Allgemeiner:

n

p(z) = Zakxk — p(z) = Z k-ay - 2"t
k=1

k=0

Somit folgt aus Beispiel 5 und den obigen Rechenregeln (Linearitit, Quotien-
tenregel):

Satz: Polynome und rationale Funktionen sind differenzierbar!



Ableitung der Exponentialfunktion:

Zunachst beweisen wir _
e —

lim =1.
z—0 X
Beweis:
Zur Erinnerung:
o n o n
IR 3
n=0 n=1
d.h. -
e —1= Z %,
n=1
und somit

0 n—1 x n—1 0

e’ —1 T x
x :; n! :1+; nl Z (n+2)!

:0

Wir untersuchen nun, was mit der obigen Summe auf der rechten Seite geschieht
fiix — 0:

o xn+1 o ‘lﬂn+1
o< Ml s>
- nz:()(n+2)! _nz:o(n—l—Q)!
_ S || - |5'7|n_ z| =0
= \x\‘;m§|x|‘n§%ﬁ—|x|‘e — 0.

Nun kénnen wir die Ableitung der Exponentialfunktion bestimmen:

lim ——— = lim e* -
h—0 h h—0 h

—1

6x+h e’ 6h__ 1 N
:e,

d.h.

(ex)/ =e”.



Ableitung der Winkelfunktionen:

Zur Erinnerung:

inh
Skriptum Seite C-45, Beispiel c): ]lliH(l) SH;L =1
%

cos(h) — 1

Y

Skriptum Seite C-45, Beispiel d):  lim =0,

h—0
Additionstheorem:  cos(z + h) = cos(x) cos(h) — sin(x) sin(h).

Ableitung des Cosinus:

cos(z + h) — cos(x)

b — lim cos(x) cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(x)

h—0 h h—0 h
_ cos(z) cos(h) — cos(x) — sin(x) sin(h)
T 0 h
. cos(x)cos(h) — cos(z)  sin(x)sin(h)
= lim —
h—0 h h
= lim cos(z) cos(h) =1 _ sin(x) sin(h) = —sin(x)
h—0 h
—0 —1

Ableitung des Sinus ergibt analog (siehe Skriptum):

(sin(a:))/ = cos(x)

Ableitung des Tangens: Anwendung der Quotientenregel ergibt fiir x
2k +1)3, k € Z:

(Sin(x) )’ _ cos(z) cos(z) — sin(z) (— sin(z))
cos(x) cos(x)?
cos(x)® +sin(z)? 1

cos(x)? ~ cos(z)?’

(tan(x))/ =

Ableitung des Cotangens: Anwendung der Quotientenregel ergibt fiir z #

kmw, k € Z:
; cos(w)\’  —sin(wz)sin(x) — cos(x) cos(x)
(cot()) = (sin(x)) B sin(x)?
— (sin(z)? + cos(x)?) _ 1
sin(x)? sin(x)?’



Weitere Beispiele::

1.
-1 ..
sin— fiir x #0
flz) = S
0 fir x =0
Die Funktion f(z) ist an der Stelle z = 0 nicht stetig (siche Skriptum
C-49) und somit nicht differenzierbar.
2.
(z) x-sin% fiir x # 0
€Tr) =
g 0 firx =0
Die Funktion g(z) ist an der Stelle x = 0 stetig (siche C-49), allerdings
dort nicht differenzierbar:
_ x sin(%) —0
9(z) = 9(0) _ _ sm(1>
x—0 x—0 x
Fiir z — 0 besitzt Sin% keinen Limes (vgl. mit vorherigem Beispiel), somit
ist g(z) an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar.
3.

h(x) =
() 0 flirz =0

Die Funktion h(x) ist an der Stelle x = 0 differenzierbar:

{:I;Q-sin% fiir x # 0

limM =1li J/’QSin(%) 7 = limx-sin<l> =0,

x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 T

vgl. mit vorheriger Aufgabe fiir x — 0.

Alle obigen Funktionen sind fiir z # 0 differenzierbar: z.B. ist

/ . (1 1\ —1 e 1 1
g(x)=1- sm(—) —|—xcos<—> = sm(—) — —cos(—).
x r/) x x x x



