Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
26. Januar 2012

Nachtrag zur Differenzierbarkeit:

Bemerkung: Sei f : R — R eine Funktion und zy € R. Wir nehmen an, dafl
die links- /rechtsseitigen Limiten der Ableitungen

f(xo—) = lim f'(z) wnd f'(zo+)= lim f'(z)

rT—xg— T—To+

existieren. Es gilt: Die Funktion f(x) ist an der Stelle x = xy genau dann
differenzierbar, falls f'(zo—) = f'(xzo+).

Achtung: Falls einer der Limiten f'(xo—) bzw. f'(z¢+) nicht existiert, so kann
keine Aussage iiber die Differenzierbarkeit getroffen werden!

Beispiel: Man betrachte

{J;Q sin %, falls z #£ 0

0, falls x = 0.

Wie bereits gesehen ist f(z) an der Stelle x = 0 differenzierbar und es ist

() 2zsint —cos <, falls z # 0
€T) =
0, falls x = 0
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Somit ist f auf ganz R differenzierbar! Allerdings existieren die links- bzw.
rechtsseitige Ableitung bei 0 nicht, da der Limes lim,_,,,+ cos% nicht existiert!
Die Ableitung ist also an der Stelle x = 0 unstetig!



Zu Reihen von Funktionen:

Satz von Weierstraf3:
Sei I C R ein Intervall, f,, : I — R eine Folge von Funktionen (n € N). Falls
es reelle Zahlen M,, > 0 gibt mit

Vo €l |fu(x) <M, und Y M, < oo,
n=1

so konvergiert die Reihe von Funktionen > >° , f,.(z) gleichmé8Big auf I.

Beweis:

1. Die Grenzfunktion f(z) = > 7, fu(z) ist wohldefiniert fiir jedes = € I,
denn fiir jedes x € I gilt:

S @) <30 M, < .
n=1 n=1

Somit konvergiert fiir jedes # € I die Reihe >, f.(z) absolut. Daher
ist f(z) sinnvoll definiert.

2. GleichméafBlige Konvergenz: sei ¢ > 0 gegeben. Sei N. € N so grof}, daf3
> hen.+1 My < €. Solch ein N, lasst sich finden, da ) | M,, < oo. Somit
gilt fiir jedes m > N.:

@) = sl =[S @) =Y @) = | 3 50)

n=m-+1
%) 00
< S @i Y M<e
n=m-+1 n=m-+1

Also unterscheidet sich die m-te Partialsumme s,,(z) um hochstens € von
f(x), wenn m > N.. Somit konvergiert >~ | f,(z) gleichméssig.



Beispiel: Sei I = [0,1] und f,(z) = ;. Somit
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[fu()] =

Day >~ # < 00, konvergiert die Reihe der Funktionen

oo n

>
n3

n=1

gleichmaissig auf [0, 1].

Satz:

Sei I C R ein Intervall, f,, : I — R eine Folge von stetigen Funktionen(n € N),
so daB f,(x) gleichméssig gegen eine Grenzfunktion f : I — R konvergiert.
Dann ist auch die Grenzfunktion f(x) stetig.

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Da f,(x) gleichméssig gegen f(x) konvergiert, exis-
tiert ein V., so dafi sich fy_(z) und f(z) um hoéchstens € unterscheiden fiir jedes
rel, dh

|f(x) — fn.(z)] <e firallex €.
Da jede Funktion fx_(z) stetig ist, existiert ein 6 > 0, so daf

€

[z -yl <d = |fn(z) - fny)] <3
Daraus folgt: falls |z — y| < ¢, dann

[f(@) = W)l = [f(2) = fn.(@) + [ (@) = [ (y) + () = f()
< ) = v @)+ [ (@) = fv )] + [ (@) = f(y)]
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<e/3 <e/3 <e/3
e €.
3 3 3 .
Somit unterscheiden sich f(x) und f(y) um beliebig kleines e, wenn nur y nahe
genug bei x liegt. D.h. f(z) ist stetig!

<



Satz von Cauchy-Hadamard:
Sei die Potenzreihe Y7 a,(z—x0)" gegeben. Der Konvergenzradius ist dann
R ! e |0,
= o],
lim sup,, |‘TZ:|1| lim sup,,_, o, /|ax|

wobei % = oo und é = 0 gesetzt wird.

Beweis:

1. Wir bilden die Quotienten der Summanden:

| (x — )" |

[an(z = 20)"]

‘an+1|
= |z — x| -

||
Mit Hilfe des Quotientenkriteriums kénnen wir nun entscheiden, wo der
Ubergang von Konvergenz zur Divergenz stattfindet, ndmlich genau dort,

wo der obige Quotient gleich 1 wird, d.h. fiir Konvergenz mufl gelten

‘an+1| 1

lim sup |z — x| -

’
<

bzw. nach dem Konvergenzradius R aufgelost:

1

lim sup,,_,

R:

|anta
|an]

2. Mit Hilfe des Wurzelkriteriums kénnen wir auch entscheiden, wo der Uber-
gang von Konvergenz zur Divergenz stattfindet, ndmlich genau dort, wo
lim sup,,_, -, /|a,| gleich 1 wird, d.h. fiir Konvergenz muf gelten

lim sup /|an(z — z0)"| = |:I:—J:0| lim sup v/ |a,| < 1

n—00 n—00
S

bzw. nach dem Konvergenzradius R aufgelost:
1

lim sup,, . {/Jan]

R:




Weitere Beispiele:

1. > 2" hat Konvergenzradius R = 1, denn:

1 1
R = =-=1
limsup, , v1 1

Fir x = 1 ist die n-te Partialsumme

sp(@)=14+12+1 ... +1"=n

d.h. die Folge der Partialsumme divergiert und somit ist >~ ; 2™ divergent
fir x = 1. Fiir x = —1 ist die n-te Partialsumme

sn(@) = =1+ (=12 + (=1 4+ +(=1)" =

0, falls n gerade
—1, falls n ungerade

d.h. die Folge der Partialsumme divergiert und somit ist Y~ ; 2" divergent
fiir x = —1. Somit konvergiert Y >°, 2" fiir alle z € (—1,1).

2. 5°° 1" hat Konvergenzradius R = 1, denn:

n=1n

1 1
R: :—:1’

limsup, ,., +/1/n 1

da lim,,_,o /n = 1. Fiir z = 1 ist die n-te Partialsumme
_ Z L
— =
k=1

d.h. dle Folge der Partialsumme divergiert, da )7 | &
3% Lgm divergent fiir x = 1. Fiir # = —1 ist die gegebene Potenzreihe

n=1n
die alternierende harmonische Reihe

n=1 n=1

= 00, und somit ist

S|+
§|>—‘

welche aufgrund des Leibniz-Kriteriums konvergiert. Somit konvergiert > >
fur alle x € [—1,1).

n= 1n$



3. >0, " hat Konvergenzradius R = 1, denn:

1 1 1
R: = :—:1

limsup,_,., +/1/n* limsup,_, +/1/n-/1/n 1

Fiir x = 1 wird die Potenzreihe zur konvergenten Reihe

DEEDPEE
n=1 n=1
Fiir z = —1 ist die gegebene Potenzreihe absolut konvergent, denn

Y = E I e
n=1 n=1

Somit konvergiert Y, L fiir alle z € [—1, 1].

n=



Potenzreihenentwicklung des Logarithmus:

Aufgabe: Man bestimme die Potenzreihenentwicklung der Funktion

f(2) = (1 + )

um den Entwicklungspunkt zy = 0.

Lo6sung:

1. Berechnung der zu f gehorigen Taylorreihe: Dazu benétigen wir alle Ab-

leitungen. Es gilt:
1 (n—1)!
") = —— d fM(p) =~
F@) = wd [0 = T

Wir beweisen die Behauptung fiir die n-te Ableitung durch Induktion nach
n: fir n = 1 ist die obige Formel erfiillt (n = 1 einsetzen!). Wir nehmen
nun an, daf die n-te Ableitung gegeben ist durch f(z) = ((ﬁ—;)),i(—l)”_l.
Ableiten ergibt:

Fo(@) = (n—1)!- (_1)n1(#)n>/

(~1)"!

1+
IR AV 0 k) A B S
= (n—1!-(-1) Q1o - (—1) D

Somit wurde gezeigt, dafl die Formel fiir die n-t Ableitung tatséchlich gel-
ten.

Somit ist

F(0) = (n = 1)1 (1)
Es ist f(0) = In1 = 0. Somit ist die zu f gehorige Taylorreihe gegeben
durch

X r£(n) 0 n— 1 (=1)""1
F) = SSL0, _§N D

n! n!
n=0 n=1
0o
1
_ Z(_lyz—l_xn
n=1 n
2 3 LU4
= T — 5 + - — Z +

2. Konvergenzradius der Taylorreihe: Mit a,, = (—1)""!/n erhalten wir

1 B 1 1

- ST (ntl) n_
lim sup,,_, o] limsup,,_,,, 5 Tn m sup,, o0 777

R:

1
=—- =1
1




3. Ist die Taylorreihe an den Randpunkten konvergent?

(a) Fiir x = 1 ist die Taylorreihe genau die alternierende harmonische

Reihe: o o - 1) )
aat a1 & (=)
;(—1) 1; = ;(—1) 1} = ; —

Somit konvergiert T o(x) fiir x = 1.
(b) Fiir z = —1 ist die Taylorreihe die harmonische Reihe:

(0.] (0.¢] 1
2 1 _ L
DR E

TL

n=1 n=1
Somit divergiert T o(x) fiir x = —1.
4. Gilt Typ(x) = In(1 + 2)?
- TL x - n n - n, .n
Thoe) = Sone (1) =31y e = 3y
n=1 n=1 n=0
- 1 1 :
= —z)" = = = (In(1 = f

Zur Erinnerung: zwei Funktionen, welche dieselbe Ableitung besitzen, stim-
men bis auf eine additive Konstante iiberein, d.h. es existiert ein C' € R,

so daf
Tro(x) — f(z) = C fur alle x € (—1,1).

Durch Einsetzen von 2 = 0 erhalten wir

oo

C = Tyo(0) = £(0) = Z(—n“% Cn(140)=0—0=0.

n=1

Da sowohl T o(z) als auch f(x) stetig sind bei x = 1 gilt somit

Tro(x) = In(1 + ) fiir alle x € (—1,1].

Bemerkung: Wir erhalten daraus

S (1" = Tya(1) = (1) = (1 + 1) = In2.



