Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
13. Méarz 2012

Zur Linearitit von Integralen:

Satz: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen, und ¢ € R. Dann sind
auch f + g und c- f integrierbar, und es gilt:

b b b
/f(x)Jrg(x)dx = f(iU)diU+/ g(x) dz,
b
/c-f(a:)da: = c- | f(x)dx.

Bewelis:

1. f + g ist integrierbar:

Sei Z = {xg,x1,...,x,} eine Zerlegung von [a, b]. Wir definieren:
m;k) = inf{f(z) | xp_1 <z <z},
mék) = inf{g(z) | xp-1 <z < a1},
m;@g = inf{f(z)+g(x) | xp_1 <z <z} > m;k) + mé’f).
>m§ck) ngk)

Daraus folgt:

(xfp — Tp—1) - m;k) + Z(xk — Tp_1) - mék)
k=1

2
k=1
- Z(CEk — Tp-1) - (mgcm + mék))
k=1
2

U(f,2)+U(g,2) =

(0 — 2p-1) - ml), = U(f +9,2).

Analog:
O(f +9,2) <O(f, Z) + Oly, 2).
Nach dem Riemann’schen Integrabilitdtskriterium existiert nun zu jedem

e > 0 eine Zerlegung Z. von [a, b] mit

O(f, Ze) T U(fa ZE) <35 O(g, ZE) _ U(g, Ze) <

DO | ™
DO M



Daraus folgt:

O(f+ga ) U(f+gvz€)
(O fZ)) ( (0.2,) U9, 2.) <=

~"

<5/2 <e/2

Somit ist auch f + g nach dem Riemann’schen Integrabilitdtskriterium
integrierbar.

. ¢+ f ist integrierbar:

Wir behandeln nur den Fall ¢ > 0. (Der Fall ¢ < 0 lduft analog, allerdings
mit kleinen Abédnderungen bei Infima und Suprema.) Sei Z eine Zerlegung
von [a, b] mit

O, 2) - U1, 2) < =,
Seien
My, = sup{f(x) | zp_1 <2 < a3},
my = inf{f(x) | xp_1 <z < z1}
Dann ist
Oe- f,2)=Ulc- f,Z2) = Z(xk—xk_l) -C-Mk—Z(J:k—J:k_l) cComy
k=1 k=1
= c- (Z(l’kz — Tp—1) - My — Z(l’k — Tp-1) - mk;)
k=1 k=1

= ¢ (O(f,2) - U(f, 2)) SC-Z<8.

Somit ist also auch c¢- f nach dem Riemann’schen Integrabilitatskriterium
integrierbar.



g&w X L)}-)K W\‘@ base Twﬁ’q\m
b o )
o bods gt Do fog b leprt o B2

N 2 g §(’&*‘2§(’<“~§ ) i o faméx

Zu, wa/ywv% @XJ& )}«w/ru& %@V&m T ven Lo\,é\];
U({2)« wlgt) ¢ U(feg 2)
L o(§2)+0(5.2) o (f+, 2)
Se «9C. ( ~ | »\
Da g o Fpeb odshet we %w&m 2" om [eb] wik
@(% v) - W %j‘) ¢ &

Zo%z)-q(j%)</

- M(X”Iﬂgcﬁ b - Mj(x)oéx

S ST e
é;erO 1)_@@
‘LCTMQ)%LC“%Q) W ¥)- UGy 2
&(ng\/_\,ﬁ) + (06, 2 “ug)) < e

é .
F % £ £
b

”4(“"‘ W - Stgpla

7 (AT Uy, - 00, 2
¥ Uik b2 - oldn) ~ oy )

—(otg) - ul42) w
A \ ?{Q a(/x * §e6(s<)01¢< g x/aéx

- <

9 - 54—
< £ Xﬁg&dﬁvuﬂﬂbg Wlwag
- 5 Jie) oo+ gl - f (o))

ol




