
Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

13. März 2012

Zur Linearität von Integralen:

Satz: Seien f, g : [a, b] → R integrierbare Funktionen, und c ∈ R. Dann sind

auch f + g und c · f integrierbar, und es gilt:

∫ b

a

f(x) + g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx,

∫ b

a

c · f(x) dx = c ·

∫ b

a

f(x) dx.

Beweis:

1. f + g ist integrierbar:
Sei Z = {x0, x1, . . . , xn} eine Zerlegung von [a, b]. Wir definieren:

m
(k)
f := inf{f(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk},

m(k)
g := inf{g(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk},

m
(k)
f+g := inf{f(x)

︸︷︷︸

≥m
(k)
f

+ g(x)
︸︷︷︸

≥m
(k)
g

| xk−1 ≤ x ≤ xk} ≥ m
(k)
f +m(k)

g .

Daraus folgt:

U(f, Z) + U(g, Z) =
n∑

k=1

(xk − xk−1) ·m
(k)
f +

n∑

k=1

(xk − xk−1) ·m
(k)
g

=

n∑

k=1

(xk − xk−1) ·
(
m

(k)
f +m(k)

g

)

≤
n∑

k=1

(xk − xk−1) ·m
(k)
f+g = U(f + g, Z).

Analog:
O(f + g, Z) ≤ O(f, Z) + O(g, Z).

Nach dem Riemann’schen Integrabilitätskriterium existiert nun zu jedem
ε > 0 eine Zerlegung Zε von [a, b] mit

O(f, Zε)− U(f, Zε) <
ε

2
, O(g, Zε)− U(g, Zε) <

ε

2

1



Daraus folgt:

O(f + g, Zε)− U(f + g, Zε)

≤ O(f, Zε) + O(g, Zε)−
(
U(f, Zε) + U(g, Zε)

)

=
(
O(f, Zε)− U(f, Zε)

)

︸ ︷︷ ︸

<ε/2

+
(
O(g, Zε)− U(g, Zε)

)

︸ ︷︷ ︸

<ε/2

< ε.

Somit ist auch f + g nach dem Riemann’schen Integrabilitätskriterium
integrierbar.

2. c · f ist integrierbar:
Wir behandeln nur den Fall c > 0. (Der Fall c < 0 läuft analog, allerdings
mit kleinen Abänderungen bei Infima und Suprema.) Sei Z eine Zerlegung

von [a, b] mit

O(f, Z)− U(f, Z) ≤
ε

c
.

Seien

Mk = sup{f(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk},

mk = inf{f(x) | xk−1 ≤ x ≤ xk}

Dann ist

O(c · f, Z)− U(c · f, Z) =
n∑

k=1

(xk − xk−1) · c ·Mk −
n∑

k=1

(xk − xk−1) · c ·mk

= c ·
( n∑

k=1

(xk − xk−1) ·Mk −

n∑

k=1

(xk − xk−1) ·mk

)

= c ·
(
O(f, Z)− U(f, Z)

)
≤ c ·

ε

c
< ε.

Somit ist also auch c · f nach dem Riemann’schen Integrabilitätskriterium

integrierbar.
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