Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
19. April 2016

Orthogonalititsrelationen:

Seien m,n € Ny. Dann gilt:

i w, fallsm=n=#0
/ cos(mx) cos(nz)dr = {27, fallsm=n=0
- 0, falls m # n.

g falls m = 0
/ sin(maz) sin(nx) de = {W’ alls m =n #

0, sonst.

-7

/ cos(mx) sin(nx)dr = 0 fiir alle m,n € Ny.

—T

Wir beweisen exemplarisch die erste Gleichung; die restlichen Gleichungen sind
vollig analog zu beweisen. Zur Erinnerung: Das Additionstheorem liefert fol-
gende Gleichung:

cos(a + ) = cosa.cos § — sin asin 3.
Daraus folgt:
cos(a — ) + cos(a + 3)]
cos o cos(—f3) — sinasin(—/3) + cos acos  — sin avsin f3]

cos v cos 3 4 sin asin 8 + cos a. cos 3 —smasmﬁ}

[
[
[
[
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cos v cos 3 + cos a cos 5] = cos acos(f).

Daraus erhalten wir mit « = mz und 8 = nx:

/ﬂ cos(mzx) cos(nz) dr = /7T %[cos((m —n)z) + cos((m+ n)x)] dx

- = 1]ﬁ cos((m — n)z) dz + % /7r cos((m +n)z) dx

2 —T s

Falls nun m # n gilt, d.h. m — n # 0, erhalten wir:

/7r cos(mx) cos(nx) dx
1 , ™ 1 :
= S sin((m — n)x) 7W+m sin((m + n)z)|

™

= 0.

1



Im Fall m = n = 0 erhalten wir:

/ cos(mx) cos(nz) dr = / ldx = a:[ﬂz 2.

-7 -7

Im Fall m = n # 0 erhalten wir:

™ 1 ™ 1 ™
/ cos(mz) cos(nx)dx = —/ 1d:c+§/ cos(2nx) dx

—T 2 —T —T
+1 L (2nz)|”

= ——S1n = .

T 22ns nr)|_ =T



Fourierreihen:

Definition: Eine Funktion f : R — R heifit 27-periodisch, falls

flz) = f(x+2m)

fiir alle z € R gilt.
Ziel: Zerlegung einer 2m-periodischen Funktion f(x) in einzelne Cosinus- und
Sinus-Schwingungen.

Eine Fourierreihe besitzt folgende Form:

f(x) = lao + Z(an cos(nz) + b, sin(nz)),

2
n>1

mit ag,ay,...,b1,be,... € R, so dafl die Reihe konvergiert. Die k-te Partial-
summe ist gegeben durch
| k
sk(r) = a0+ Z(an cos(nz) + by, sin(nz)).

n=1

Wir nehmen an, daf} si(x) gleichméfig gegen f(z) konvergiert. Wie bereits
gesehen gilt dann fiir m € Njy:

sk(x) cos(ma) LN f(x)cos(mz)  gleichméBig!

sk(x) sin(max) LN f(x)sin(mzx)  gleichmafig!

Daher:

b
lim [ sp(x)cos(mz)dr = /f(x)cos(mx)dx und

k—00 ab .
lim [ si(x)sin(mz)dr = /f(a:)sin(mx)dx.

k—o00 a



Daraus folgt fiir m € Ny mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen:

/7; f(x) cos(mx) dz

= lim sk(x) cos(mz) dx
k—oo J_ .
. k
: 1 :
= klgrolo g 50 cos(mx) + El (ay cos(nz) + by, sin(nx)) cos(ma) d

1
= / 50 cos(mx) +

™

-~
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{1a0 sin(maz)|™_ =0, fallsm >0

Tay, falls m =0
k Y Y
+ lim [an cos(nx) cos(mx) dx +b, | sin(nx)cos(mz)dx
k—o0 . -
n= N ~- J/ N\ ~ J
=0 Orthogonalitétsrelationen!
m, fallsm=n
0, sonst

B {mo, falls m = 0,

Ta,,, fallsm > 0.

Also gilt fiir alle m > 0:

Ay = = /ﬂ f(x) cos(mx) dz. (1)
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Analog fiir m > 1:

/_ F(2) sin(ma) dz

= lim sk(x) sin(mx) dx

k—oo ) -

™ 1 k

= lim —ap sin(mx) + Z(an cos(nz) + by, sin(nz)) sin(maz) dx

k—oo ) - 2 1

™ 1 k s ™
— / 500 sin(max) + klim {an/ cos(nx) sin(mzx) dx —|—bn/ sin(nx) sin(max) dx}
— 00
N _m J/ n=1 (G _m J/ N T J/
7%(10 cos?nrm)ﬁﬂ:() =0 Orthogon;l?céitsrelationen! T fz;ﬁs m=n
- 0, sonst

= Tap



Also gilt fiir alle m > 1:
1 m
= —/ f(x)sin(mzx) dx. (2)
™ —T

Bemerkungen:

1. Falls f(z) eine ungerade Funktion ist, d.h. es gilt f(—z) = —f(x) fiir alle
x € [a,b], dann ist a, = 0 fiir alle n € Ny. Denn:

a, = — ﬂf(x) cos(mx) dx

_ ! /i f(z) cos(mz) dx + % /OW f(z) cos(mz) dx

/0

Wir verwenden die Substitution x = —y, d.h. dx = —dy:

ap / f ) cos( my) dy + — / f(x) cos(mx) dx

—cos(my)

- 2 / ) costony)dy -+~ [ f(a) cosoma)
7r - 0 -
— _%/O f(y) cos(my) dy+%/0 f(z) cos(mz) dx =0

2. Falls f(x) eine gerade Funktion ist, d.h. f(—z) = f(x) fir alle z € [a, b],
dann ist b, = 0 fiir alle n € N, siche Ubungen!

Nun die Umkehrung:

Sei jetzt eine beliebige 2m-periodische Funktion f(x) gegeben. Berechne die
Koeffizienten a,, und b,, mit Hilfe obiger Formeln (1) und (2) und bezeichne die
zu f gehorige Fourierreihe mit

_ 1 )

f(x) = 500 + ;(an cos(nx) + by, sin(nz)).
Frage: Gilt f(z) = f(x) 77?
Eine Antwort liefert der folgende Satz:



Satz: Sei f eine 2m-periodische Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. Im Intervall [0, 27] besitze f nur endlich viele Punkte x, an denen f nicht
stetig oder nicht differenzierbar ist.

2. In allen anderen Punkten sei f’ gleichfalls stetig.

3. An den “Ausnahmepunkten” (also an den Punkten z, wo f nicht stetig bzw.
nicht differenzierbar ist) existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

f(z+) und f(z—) sowie die Ableitungen f’(z+) und f'(x—).
Dann konvergiert die zu f gehorige Fourierreihe in jedem Punkt z gegen die

Funktion o)+ flat)
3 T—)+ J(z+
Falls f in @ stetig ist (d-h. f(z+) = f(z—)), dann gilt sogar f(z) = f(x).
Ist f {iberall stetig, dann konvergiert die Fourierreihe f gleichméssig gegen f

und es gilt f(z) = f(x) fiir alle x.




