Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiele zu Fourierreihen:

Beispiel 1: Man betrachte die Funktion f(z) = |z| im Intervall [—m, 7), welche
2m-periodisch auf ganz R fortgesetzt wird. Berechne die zu f gehorige Fourier-

reihe f.
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1. Bestimmung der Koeffizienten a,:

I I 1 ["

ap, = — |z| cos(nz)de == | —xcos(nz)dr+ — | zcos(nz)dx
™ J_r (L — ™ Jo

Wir bestimmen eine Stammfunktion zu x cos(nz) fiir n > 1 mit Hilfe von
partieller Integration:

1 1
/ _:cf cos(nz) dz = x-;sin(nm)—/ﬁsin(nzzz) dx
= oo
T . 1 -1
= = sin(nz) — = cos(nz) + ¢
Z sin(na) + — cos(na) + .
= —sin(nx) + — cos(nz
n n?
Also gilt fir n > 1:
~[Z sin(ne) + o cos(nz)| | + [ sin(na) + 5 cos(na)|]
ap, = ——|— - —|= — T
- — |5, sin(nz) + ~5cos(nz)| |+ —| = sin(nz) + — cos(nz)|
1 1 1 1 1 1
= - [0 + 5 0-— = COS(—TL?T)] - [0 + — cos(nm) — 0 — E}
22
= —W—FnTCOS(TL?T)
0, falls n gerade,
4 falls n ungerade.
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2. Da f(z) eine gerade Funktion ist (d.h. f(z) = f(—=z)), gilt by, = O fiir alle
n > 1.

3. Die zu f gehérige Fourierreihe f ist gegeben durch

flz) = 204 Z an, cos(nz) + by, sin(nx)

2
n>1
?

-
= + Z a, cos(nz)

n>1

= % + n;@—nz:él)—zw cos((2m — 1)z).

4. Zusatzfrage: Gilt f(z) = f(z) fiir alle z € R?

Antwort: JA, da f auf ganz R stetig ist, insbesondere stetig an den Stellen
—7m und 7.
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Beispiel 2: Man betrachte die im Intervall [—m, m) definierte Funktion
0, firxe|-m0
flay= " e emil
z, firz € (0,7)
welche zu einer auf ganz R definierte Funktion 27 periodisch fortgesetzt wird.
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Berechne die zu f gehorige Fourierreihe f und iiberpriife fiir welche z € R die
Gleichung f(z) = f(z) gilt.

1. Bestimmung der Koeffizienten a,:
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Fir n > 1;
1 [ 1 [
ap = —/ f(z) cos(nz) dz = —/ x cos(nx) dr
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= = [% sin(nzx) + 3 cos(nz) 0]
1 il il

= [0+ g eostom) -0 - ]

| =2 falls n ungerade.

=

B {O, falls n gerade,

2. Bestimmung der Koeffizienten b,,, n > 1:

1
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b, = %/_:rr f(z)sin(nz) dz = /wasin(m:) dz.

Wir berechnen eine Stammfunktion zu zsin(nz), n > 1, mit Hilfe von



partieller Integration:
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/ jcf sin(nz) dr = x- WCOS(TMC) ~ | cos(nz) dz
=5 g
- l 1
. cos(nz) + = - —sin(nz) + ¢
n non
—x 1
= —cos(nz) + — sin(nz) +c¢
n n
Also
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b, = — [_:1: cos(nx) + — sin(nz) ] == [—W cos(nm)+0—-0—-0
mln n of wlmn

{}L, falls n gerade,
1

5,  falls n ungerade.

3. Die zu f gehorige Fourierreihe f ist gegeben durch
flz) = % + n; ay, cos(nz) + by, sin(nx)
= % + Z an, cos(nz) + by, sin(nx)

n>1

T -2 1 .
= 7 + Z W cos((2m — l)a:) + S Sm((2m — l)x)

+ Z - sm (2kz).

k>1

4. Gilt f(z) = f(x)? b gl
Antwort: f ist nur stetig an den Stellen R\ {k=w | £ € Z}, d.h. nur dort
gilt f(z) = f(z). An den Sprungstellen von f nimmt f den Mittelwert von
links- und rechtsseitigem Grenzwert von f an. Es gilt:

Fay = (7@ follsw €R\ (k| k € Z) b ot
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