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Taylorformel 2. Ordnung:

Zur Erinnerung: 1-dimensionaler Fall:

Sei g : R → R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, sei x0 ∈ R ein
beliebiger Entwicklungspunkt und h eine “Störvariable”. Dann liefert die Tay-
lorformel folgende Gleichung:

g(x0 + h) = g(x0) + hg′(x0) +
h2

2
g′′(x0) +

h3

3!
g′′′(x0 + δh) (1)

für ein geeignetes δ ∈ (0, 1).

Jetzt: Mehrdimensionaler Fall:

Sei f : Rn → R eine dreimal stetig (partiell) differenzierbare Funktion, d.h.

alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnungen existieren und sind
stetig. Sei ~x0 =

(
x1
0, x

(2)
0 , . . . , x

(n)
0

)
∈ R

n ein beliebiger Entwicklungspunkt, und

sei ~h = (h1, . . . , hn) ein “Störvektor” mit ‖~h‖ “sehr nahe” bei 0. Ziel ist es, die
Funktion f in der Nähe von ~x0 zu entwickeln.

Wir definieren folgende Funktion:

g : [−1, 1] → R : t 7→ g(t) = f
(
~x0 + t~h

)
= f

(
x
(1)
0 + th1

︸ ︷︷ ︸

=:x1(t)

, . . . , x
(n)
0 + thn

︸ ︷︷ ︸

=:xn(t)

)

Wir wenden nun die Taylorformel aus dem 1-dimensionalen Fall (1) an mit

x0 = 0 und h = t:

g(t) = g(0) + tg′(0) +
t2

2
g′′(0) +

t3

6
g′′′(δt). (2)

Mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir:

g′(t) =

n∑

i=1

∂f

∂xi

(
~x0 + t~h

)
·
∂

∂t

[
xi(t)

]
=

n∑

i=1

fxi
(~x0 + t~h

)
· hi,

und somit

g′(0) =

n∑

i=1

fxi
(~x0

)
· hi
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Nochmalige Anwendung der Kettenregel liefert:

g′′(t) =
n∑

i=1

∂

∂t

[ ∂f

∂xi

(~x0 + t~h
)
· hi

]

=

n∑

i=1

n∑

j=1

∂

∂xj

[ ∂f

∂xi

(~x0 + t~h
)]

·
∂

∂t

[
xj(t)

]
· hi

=

n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj
(~x0 + t~h

)
· hj · hi,

und somit

g′′(0) =
n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj
(~x0

)
· hj · hi.

Analog:

g′′′(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

fxixjxk
(~x0 + t~h

)
· hi · hj · hk,

und somit

g′′′(δ) =

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

fxixjxk
(~x0 + δ~h

)
· hi · hj · hk.

Für t = 1 erhalten wir aus (2) somit:

g(1) = f
(
x
(1)
0 + h1, . . . , x

(n)
0 + hn

)

= g(0) + g′(0) +
1

2
g′′(0) +

1

6
g′′′(δ)

= f
(
x
(1)
0 , . . . , x

(n)
0

)
+
[ n∑

i=1

fxi
(~x0

)
· hi

]

+
1

2

[ n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj
(~x0

)
· hj · hi

]

+
[ n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

fxixjxk
(~x0 + δ~h

)
· hi · hj · hk

︸ ︷︷ ︸

=:ε(~h)

]

.

Wenn nun ‖~h‖ sehr nahe bei 0 liegt, so wird das Restglied ε(~h) ebenfalls sehr
nahe bei 0 sein, d.h. es gilt sogar

lim
~h→~0

ε(~h)

‖~h‖2
= 0.

Somit bekommen wir die Taylorformel 2. Ordnung:

f
(
x
(1)
0 + h1, . . . , x

(n)
0 + hn

)

= f
(
x
(1)
0 , . . . , x

(n)
0

)
+
[ n∑

i=1

fxi
(~x0

)
· hi

]

+
1

2

[ n∑

i=1

n∑

j=1

fxixj
(~x0

)
· hj · hi

]

+ ε(~h).
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In Skalarproduktschreibweise ist die Formel:

f
(
x
(1)
0 +h1, . . . , x

(n)
0 +hn

)
= f

(
x
(1)
0 , . . . , x

(n)
0

)
+〈∇f(~x0),~h〉+

1

2
〈~h,Hf(~x0)~h〉+ε(~h),

wobei Hf(~x0) die Hesse-Matrix von f ausgewertet an der Stelle ~x0 ist.

Im Fall n = 2 mit ~x = (x, y), ~x0 = (x0, y0) und ~h = (h1, h2) erhält man speziell:

f(x0 + h1, y0 + h2)

= f(x0, y0) + fx(x0, y0) · h1 + fy(x0, y0) · h2

+
1

2

[

fxx(x0, y0) · h
2
1 + fxy(x0, y0) · h1 · h2 + fyx(x0, y0) · h2 · h1 + fyy(x0, y0) · h

2
2

]

+ε(~h).

Da f nach Voraussetzung zweimal stetig partiell differenzierbar ist, ist nach

dem Satz von Schwarz fxy = fyx; siehe Skriptum Seite G-22. Somit vereinfacht
sich die Formel im Fall n = 2 zu

f(x0 + h1, y0 + h2) = f(x0, y0) + fx(x0, y0) · h1 + fy(x0, y0) · h2

+
h2
1

2
fxx(x0, y0) + fxy(x0, y0) · h1 · h2 +

h2
2

2
fyy(x0, y0) + ε(~h).
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