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Besondere Form der Differentialgleichung - Teil 1:

Man betrachte eine Differentialgleichung der Form

y = f(y) (1)

X

Es wird folgende Substitution durchgefiihrt:

Daraus folgt y = xz und

i A
bzw. nach ¢y’ aufgelost
v = a7 + 2.
Einsetzen in (1) ergibt
1
a2 +z2=f(z) = Z==-(f(2)—2). (2)
x

Diese Differentialgleichung ist nun durch Trennung der Variablen zu 16sen und
man erhélt daraus die Losung von (1) als y = zz.

Beispiel: Man 16se
Y Y

/
—JL 142
Y Pl (3)

D.h. esist f(t) = v/t — 1 + t. Eingesetzt in (2) ergibt dies also die neue DGL
1

Z’Zé((anz)—z): °-

X



Diese DGL wird mit Hilfe von Trennung der Variablen gelost:

, z—1 dz  Vz—1

!

x de =z
dz dx
— —
z—1 T
/ dz dx
— — _
z—1 x
— 2vz—1l=Inlz|+c
1 p
— —1=—(1
z 4(n|:v|+c)
1 2
— z:Z(ln|x|—|—c) + 1.

Daraus ergibt sich die gesuchte Losung fiir (3) als

y=1xz= %(ln\x\—l—cf—kx.



Besondere Form der Differentialgleichung - Teil 2:

Man betrachte eine Differentialgleichung der Form

aerby—I—C)

y/:f(ax+ﬂy+’y

Es gibt zwei Moglichkeiten:

a b a b
Fall 1: det(@ ﬁ>_0’ Fall 2: det(a 6);&0

Zum Fall 1: Wir nehmen («, ) # (0,0) an; falls (o, 3) = (0,0), so liegt eine
DGL der Form y = f(ax + by + ¢) vo, siehe weiter unten (5).

Die Vektoren (a,b) und («, ) sind linear abhéngig, d.h. es exisiert ein A €
R\ {0} mit
AMa, B) = (a,b).
D.h. es gilt:
ax + by = Aax + APy = Max + By).

Wir machen nun folgende Umformungen:

ar + by +c
ar + By + 7y
Aoz + By) +c
ar + By + v
Aoz + By + %)
ar + By + 7y
Maz+By+y—(v—%))
ax + By + 7y

= A (1_ axj—;yx+7)'

Setze nun
i

gt =2 (1-12) wd  F@#) = (foq)t) = F(g(t)).

Somit kann man die Differentialgleichung 4 schreiben als

y' = f(g(ax + Bz + 7)) = Faz + By + 7). (5)

Falls 8 = 0, so hingt F(ax + Sy + ) = F(ax + ) nur von x und nicht von y
ab; somit kann man die Losung mittels Trennung der Variablen bestimmen.

3



Wir nehmen nun im Folgenden S # 0 an. Man substituiere
z=axr+ fy+.

Daraus folgt
7 =a+ ﬁy’, d.h. y/ =

Einsetzen in (5) ergibt

/
2= ,

3 =F(z) = Z=pF(2)+a. (6)

Diese Differentialgleichung ist moglicherweise einfacher zu losen als die Aus-
gangsgleichung (4).

Beispiel: Man l6se
1 2
r : — Z
y—f( ) mltf(t)—(t_2)2+3.

Es gilt: 2 - (22 — 3y) = 4x — 6y, d.h. es liegt Fall 1 vor mit A\ = 2, ¢ = 6,
v = 2,8 = —3. Man substituiere z = 2z — 3y + 2. Ferner ist

dr — 6y + 6
20 — 3y + 2

238 2

g(t)=2-<1— t2>:2+;.

Also: , s 2 o
F(t)zf(g(t))I(2+%_2)2+§=Z+§.

Eingesetzt in Formel (6) ergibt dies die neue DGL:

2= (Z—2 + 2) (—=3)+2= —§22.

4 3 4
Mit Hilfe der Methoder der Trennung der Variablen erhélt man:

dz 3,

—_— = ——Z

dx 4

d
— —j = —§da;‘

z
= / / ——dx
— ; = —Zﬂf + Co

1 4

— z = =

%SB—CO 3r + ¢
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Da z = 2z — 3y + 2, ergibt sich fiir die gesuchte Losung y:
1(2 Lo 2 N 2 4

= —(2x —2)=—4=-— :

Y73 3¢ 3 0r+c

Zum Fall 2: In diesem Fall ist das Gleichungssystem

ar+pfy = —

eindeutig 16sbar. Sei (g, yo) die zugehorige, eindeutige Losung. Man setze

T =1x — x,

Man macht folgende Umformung:

ar + by + ¢

Y=Y — Yo

a(T + x0) + (g +yo) + ¢

ar + By + 7y

(T + o) + By + yo) +

ax + by + axg + byy + ¢
al + By + axg + Byo +

aT + by
ax + [y

Da ¢ = (y — yo)’ = ¢/, erhélt man folgende neue DGL:

7= 1(25) "

Man substituiere

Also: I
r_Yr—y Y
Z ==

Aufgelost nach 3 ergibt dies

Eingesetzt in (7) ergibt dies




bzw. aufgelost nach 2’

z':if<a+bz)—izi(f(a—i_bZ)—z). (8)

" \a+ Bz T I a+ Bz

Die Differentialgleichung ist nun mit Hilfe von Trennung der Variablen zu 16sen.
Daraus erhélt man die Losung von (4) als

Yy=9+yo =22+ yo= (v —20)z + Yo.
Beispiel: Man 16se
20 +y — 1> , 1
= f(—— tf(t) = —.
J f&h+y+1 mit f(1) =39
Das Gleichungssystem

20 +y = 1,
r+y = —1

ist eindeutig l6sbar mit der Losung (xg, yo) = (—2,5). Die Differentialgleichung
(8) wird also in diesem konkreten Beispiel zu

, 1 1 1 3+ z 1
¢ = m=-2) -3 —2) = 1(-3-2-2)
T @—1 T\24+2—3—2z2 T

= 1@+2@. (9)

x

Mit Hilfe von Trennung der Variablen erhalten wir:

dz 1

N dz __d_x
342 7

~ [am ]
3+22 T

1 _
— §ln|3+2z| = —1In|z| + co.
Man beachte, daf 1n |3 + 2z| = In /|3 + 2z|. Somit ergibt sich:

. 1
V3 + 22| = e~ lElHe = ] - ¢1 mit ¢ > 0,
T

Quadrieren ergibt

1
342z == -c
| + Z| ZZ‘2 1



und daraus ergibt sich:

1 1
3+22=—-¢f bzw. 3+2z=-——

3—32 jQ
Aufgel6st nach z ergibt das die Losungen von (9):
c 3 ,
z:2—;2—§ mit ¢; € R\ {0}.
Somit ist die Losung fiir y gegeben durch
(&) 3 (&) 3



