Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
20. Juni 2012

Exakte Differentialgleichungen:

Definition: Eine Differentialgleichung der Form

A(z,y)+ B(z,y)-y' =0
heifit exakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion F'(z,y) gibt mit

wrien = (i )

D.h. es gilt dann F,(z,y) = A(z,y) und Fy(z,y) = B(z,y)

In diesem Fall ist dann eine (implizite) L6sung gegeben durch

F(z,y(z)) =c.

Denn Ableiten auf beiden Seiten dieser Gleichung ergibt mit Hilfe der Ketten-
regel

OF(x.y()) _ 0F(x,y) dz  9F(x,y) dy(x)
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=A(z,y) =1 =B(z,y) =y' ()

Ein Kriterium, wann eine DGL exakt ist, liefert folgende (hinreichende) Inte-
grabilitdtsbedingung:
Ay(x,y) = By(x,y).

Ist diese Gleichung erfiillt, so handelt es sich um eine exakte DGL, denn:

D.h. die Ableitungsreihenfolge ist vertauschbar, und man kann durch zweima-
liges Integrieren (zuerst nach x, dann nach y integrieren, oder umgekehrt) die
Funktion F' bestimmen.

Beispiele: Siehe Tafel!



Losen einer exakten Differentialgleichung:

Es sei eine exakte Differentialgleichung gegeben:
A(z,y) + B(x,y) -y =0

D.h. es existiert eine stetig differenzierbare Funktion F(z,y) gibt mit

wren=(50)

Die Losung ist gegeben durch F(x,y) = ¢, wobei die Funktion F(x,y) nun zu
bestimmen ist. Zunéchst:

F(z,y) Z/Fx(w,y) dw:/A(fIr,y) dz + ¢(y), (1)

wobei ¢(y) eine Funktion in Abhéngigkeit von y ist, aber nicht von = abhéngt.
Man beachte, dafl Terme in y durch Ableiten und nachfolgendes Integrieren
“verschwinden”, weshalb ¢(y) hinzugefiigt werden muf}. Damit erhalten wir:

B(z,y) = Fy(z,y) = %F(fc,y) - %(/A(w,y) d:z:+s0(y))

— %(/ Az, y) dx) + ¢ ().

Aufgelost nach ¢'(y) ergibt dies

¢ ) =Bley) ~ ([ Aty o),

Daraus konnen wir durch Integration nach y die Funktion ¢(y) berechnen.
Eingesetzt in (1) erhalten wir daraus die gesuchte Funktion F(x,y).

Beispiel: Siehe Tafel!

Bemerkung: Manchmal héngt es nur von der Formulierung der DGL ab, ob
sie exakt ist oder nicht: siehe Beispiel im Skriptum auf Seite I-21.

Definition: Eine stetige Funktion p(x,y) mit u(x,y) # 0 fiir alle (z,y) im
Definitionsbereich heifit integrierender Faktor der DGL A(z,y)+ B(z,y)y' = 0,
wenn die DGL

w(z, y)A(z,y) + p(z,y) Bz, y)y =0
exakt ist.

Frage: Wie findet man nun einen passenden integrierenden Faktor u(z,y)?
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Die Integrabilitdtsbedingung liefert:

0 0

5 (9 A ) = 5 (n(ey) Bl v),

d.h.
py(x,y) - Az, y) + ple,y)Ay(z,y) = pe(e,y) - Blz,y) + w(z,y)Be(,y),
bzw. umgeschrieben ergibt dies:

pu(x,y) - (Ay(x,y) — Bul,y)) = pa(,y) - Bz, y) — py(z,y) - Az, ). (2)

Daraus kann man pu(z,y) bestimmen, falls p(x,y) tatsichlich nur von = oder
nur von y abhéngt, d.h. falls entweder p,(z,y) = 0 oder p,(z,y) = 0 fiir alle

(2, y):

1. Falls p,(z,y) = 0: D.h. g hangt nur von y ab, und wir schreiben nur p(y).
Eingesetzt in (2) liefert

1(y) - (Ay(x,y) — Bo(z,y)) = —py(y) - Az, y),

bzw. umgeschrieben

py(y) = Bw(x’i)(;’ j)y(x’y)u(y)-

Falls nun (B, (z,y) — Ay(z,y))/A(z,y) ebenfalls nur von y abhingt, so
hat man eine homogene DGL erster Ordnung und kann p bestimmen als

Bz (z,y)—Ay(z,y) d

pwlz,y) = ply) = e/ = Ay

2. Falls 1, (x,y) = 0: D.h. p hangt nur von = ab, und wir schreiben nur p(z).
Eingesetzt in (2) liefert

() - (Ay(z,y) — Bulz,y)) = pa(z) - B(z,y),

bzw. umgeschrieben

Ay(xa y) - Bx(x? y)
B(z,y)

Falls nun (Ay(z,y) — Bu(z,y))/B(x,y) cbenfalls nur von z abhingt, so
hat man eine homogene DGL erster Ordnung und kann p bestimmen als

()

pro(z) =

Ay(z,y)— Bz (z,y)
f B(z,y) d

p(w,y) = p(x) =e

Beispiel: Siehe Tafel!



