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Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung:

Man betrachte eine homogene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung der
Form

v+ an 1 (@)y" ) + - as(@)y” + an(@)y +ao(z)y =0,

Ny

-~

=:Lly}(2)
wobei ay,_1(x), .. ., a1(z), ap(z) stetige Funktionen sind, welche auf einem Inter-
vall I C R definiert sind.

e Beobachtung: Jede Linearkombination von Losungen von Liy|(z) = 0 ist
wieder eine Losung von L{y|(z) = 0.

Beweis: Seien y; (), y2(z) zwei Losungen von L{y|(z) = 0, und seien o, 8 € R.
Setze
y3(z) = ayi(z) + Pya(z).

Dann gilt:

ys(z) = ayy(z) + Bya(w),
ys(z) = ayi(z) + Bys(z),

v(@) = ay” (@) + Py (2).
Einsetzen von y3(z) in L{y|(z) = 0 ergibt:

U+ o7+ o+ o ol

= [O‘?An)(x) + ,Byén)(@] + ap_1(2) [aygn_l)(x) + ﬂyén”l)(x)} R
ta(z) [ayll(@ + 6%(37)] + ao() [Oéyl(x) + ﬁyz(:c)}

— a[ygn) X an_l(x>y§n—1) 4o ag(2)y] + ar(z)y) + ao(x)yi]

=0

B8 + an-a(@)yf ™ 4+ aa(@)ef + () + ao(z)ys] = 0.

=0




e Definition: Die Losungen yi(z),%2(z),. .. y-(z) von Liyl(z) = 0 heiflen
linear unabhingig, falls gilt:

Ve e l: C’lyl(x)+C’2y2(:c)+' . -+Cryr(:13) = O] - (1= Co=-=C,=0.

e Bemerkung 1: Falls y1, . . . ¥ linear unabhénig sind, ldsst sich keine Losung
y; darstellen als Linearkombination der restlichen y;.

e Bemerkung 2: Da jedes Anfangswertproblem n beliebig wéhlbare Para-
meter besitzt, mufl der Losungsraum von L[y](z) = 0 n-dimensional sein.
D.h. es gibt maximal n linear unabhéngige Losungen.

¢ Definition: Ein Fundamentalsystem ist eine Menge von n linear un-
abhingigen Losungen zur Differentialgleichung L{y](z) = 0.

e Folgerung: Jede Losung von Lly|(z) = 0 hat die Form
y(z) = Cryi(z) + Coya(z) + - - + Cuyn(2),

wobei y1(z), . . ., yn(x) ein Fundamentalsystem bilden und Ci, ..., Cyp € R.
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Frage: Seien y1(x), ..., yn(z) Losungen von Lly|(z) = 0. Wie iiberpriift man,
ob diese Losungen ein Fundamentalsystem bilden?

Dazu definieren wir die sog. Wronski-Determinante:

yi(z)  ya(z) Yn(T)

y1(z) Y () Y ()

W(z) = det Zl//1/($> Yo (x) Yn()
() () vV ()

Satz: Die Losungen y1(z), . .., yn(z) von L{y](z) = 0 bilden ein Fundamental-
system genau dann, wenn W (z) # 0 fiir ein (oder dquivalent: fiir alle) = € I.

Beweisskizze: Beweis durch Widerspruch:

Sei 2y € I. Annahme: y; (2) lisst sich als Linearkombination von y»(), . . ., Yu()
darstellen, et = + o+ Crln D folgt darau
arstellen, etwa y;(z) zyg(:-c)~ Yn(T % f)aﬁn olgt daraus: o g(oaﬁe &
+- 4 Cp )\ Wimsly ~
4.+ C Habix
4o+ Cp
+ v + On

Die rechte Seite der Gleichungen entspricht der ersten Spalte der Wronski-
Matrix. Das obige Gleichungssystem hat zur Folge, dafl sich die erste Spal-
te der Wronski-Matrix also als Linearkombination der anderen Spalten der
Wronski-Matrix darstellen lisst, d.h. die Spalten der Wronski-Matrix sind linear
abhingig, d.h. W(zy) = 0.

Umgekehrt: Wenn W (z) = 0 gilt, dann sind die Spalten der Wronski-Matrix
linear abhéingig und es lisst sich mindestens eine Spalte der Wronski-Matrix

als Linearkombination der restlichen Spalten darstellen. Dies fithrt zu einem
Gleichungsystem wie oben, woraus die lineare Abhéngigkeit der Losungen folgt.



Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung;:

Man betrachte eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form

y(n) + an—l(CU)y(n_l) ot a2(gj)y” + a,l(x)y/ + CL()(CC)yJ = b(LL’),

~Lly)@)
wobel an-1(),...,a1(z), ag(x), b(z) stetige Funktionen sind, welche auf einem
Intervall 7 C R definiert sind.
Satz: Sei

Ynom(2) = C1y1(x) + Coya(x) + - - + Cpyn()

die vollstandige Losung der zugehorigen homogenen linearen DGL Ly](z) = 0.
Sei yyp(z) irgendeine beliebige, spezielle Losung von Lly](z) = b(z). Dann ist
die allgemeine, vollstindige Losung von L{y|(z) = b(z) gegeben durch

yall(x) = yhom(x) + ysp(m) = Clyl(a;) + 0292(13) R Gnyn(x) + ysp(a;)'

Beweis:

o Wir zeigen zunichst, da yuu(z) eine Losung von Ly](z) = b(z) ist.
Zunichst gilt:

y B (2) =y (2)4+y#) (2) = Cry® (@) + O () ++ - +CatP (2) +y P ().
Wir setzen nun in die DGL ein:
U9, (@) + 50 (@)] + ana(@) 9 (@) + 57V @)]
£01(2) [thom () + ()] + 20(a) [Yhom(2) + Uy

[yf(%(ﬂf) + Q1 ()Y () + o a1 (Z) Yo (@) + ao(w)yhom(x)j
+ [y§g>< ) + an-1(z)yE () + -+ ar(@)yly(T) + G'O(m)yszj = b(x)
=b(z)




o Wir zeigen nun, daf} sich zwei verschiedene Losungen nur um eine Ldsung
von L[y](z) = 0 unterscheiden, d.h. y1(z) — y2(z) 16st Lly](z) = 0, wenn
y1(z), y2(z) Losungen von Lly](x) = b(x) sind:

() + a1 @)y (@) + -+ ao(@)yl (@) + ar(2)y () + ao(z)y(z) = b(z)

W (@) + an1 (@) V(@) + -+ an(@)yh (@) + ar()h(@) + ao()ga(z) = b(z).

Subtraktion der zweiten Zeile von der ersten Zeile ergibt die Gleichung
n n n—1 n—1
17 (@) = (@) + ana(@) o) = 08V 4

+a1(2) [11(2) = ()] + a0 @) [31(2) = val) | = 0.

Da ygk)(x) - yék)(x) =(y1(z) - y2($))(k)> 16st y; — yo die DGL L{y](z) = 0.



Losung des Anfangswertproblems:

Man betrachte eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form
y™ + ap 1 (@)y" Y 4 aa(2)y” + (@)Y + ao(z)y = b(w),

mit dem Anfangswertproblem

9(930) = w())yl(x()) = Wy, y”(a:o) =wy... >y(n_1)($o> = Wp-1,

wobei a,_1(z), ..., a1(z), ag(x), b(x) stetige Funktionen, definiert auf einem In-
tervall I C R, sind und zg € I, wy, wy, ... Wyp—1 € R.
Sel

Yau(z) = Cry1(z) + Coyalz) + - -+ + Coyn() + ysp()

die allgemeine, vollstindige Losung der DGL L[y|(z) = b(z). Dann ist also
folgendes Gleichungssystem in den Unbekannten Ci, Cy, ..., Cy zu losen:

wo = y(zo) = Cryi(zo) + Cayalmo) + - -+ + Cryn(20) + Ysp(wo)
wy =y (z0) = Ciyi(w0) + Caya(zo) + - - - + Cuty(T0) + Ysp(20)

w1 = 3" V(zg) = Cryl" (o) + Coyd" V(@) + -+ + Coy" D (w0) + ysp(wo)-

In Matrix-Schreibweise:

wo yi(zo)  welze) oo Ya(@o) C Ysp(Z0)
wr | _ Y1 (o) yo(wo) oo Yp(To) Cy N Ysp(To)
Wp—1 . y§”‘"”(x0) ygz‘l)(mo) . yq(ln—l)(aco) ’ Ch ygg_l)(:co)
ZZMCL'())

Da v,.. .,y ein Fundamentalsystem bilden, gilt W{zo) = det M (zo) # 0, und
somit ist die Matrix M (zo) invertierbar. Die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems ist also bestimmt durch die Koeffizienten

Ci wWo ySP(QCO)
C Lz
.2 _ M(:z;o)“l 'U‘)l _ ?/p(: 0)
On B Wn—1 ygg_ 1) (2130)




