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Ubung 4
Losen Sie die folgenden Ungleichungen.

(a) (2 pt)
| —= 1] — [22-F 1| >0;
(b) (3 pt)
|.’L‘! + 2z -
x?2—-1 =

Loésung zu 4.
(a)
e —1| =22+ 1] >0
e 1. Fall: z—1>0wund2x+1>0
& x>1 und xz—%

Also der 1. Fall betrachtet die Menge aller x > 1.
lt—1—]2¢4+1]>0 < z-1-2x-1>0
s —r>2 & z<-2 f
= ]lew
o 2. Foll: x —1<0und2x+1>0

1 1
& <1l und xzfi & —§§x<1

Also betrachtet der 2. Fall die Menge aller —% <z<l

lt—1—]2¢4+1>0 < —(z—-1)—-22-1>0 <
& —2+1-2z-1>0 & -3z>0 & z<0

= LQZ{.’EER

1 1
<<l =2,
z <0 und 2_x< } [ 2,0)
e 3 Fall: x—1>0und2x+1<0

1
r>1 und x<f§ 7




e 4. Fall: 1 —1<0und2x+1<0

1
&S o<1l und x<—§

Also betrachtet dieser Fall die Menge aller x < —%

lr—1—224+1>0 & —(z—-1)—(-(Q2z+1)>0 <«
& —r+14+2x+1>0 & x>-2

1 1
= L4:{xeR’ —2<x<—2}:(—2,—2)

1 1 1 1
L, {xGR‘ 2_:c<0und 2<z< 2} { 2,O>U( 2, 2> (—2,0)

-

i=1

(b)

|z| + 22 |z| + 22
<1 —FF <1
x2-1 - (x—=1D(xz+1) —

e I. Fall: x—1<0undx+1<0
& r<—-1 und z<1

Der 1. Fall betrachtet also die Menge aller z < —1

2
‘mlj—lxgl & —:v—l—2x§x2—1 & xQ—x—lzo
22
1 1 1 V5 1++5
> 4o l=-4 Y0 = 7
225 1T T E 2
f(z) 2?—r—1

[\




e 2. Full: x —1>0undx+1<0
&S rx>1 und < -1 7
= Ly=0
e 3. Fall: x—1<0undx+1>0
& <1l und x> -1
Dieser Fuall betrachtet also die Menge aller —1 < x <1

lz] +22>2° -1 & |o[+20—-22+1>0

3 /9 3++/15
22-32-1<0 & xo<-+4/-4+1=""T0 o
=9 4 2
3+415
xST

(i) x> 0:

& ~ 3.43649

= Li={zeR|0<z<1}

f(@) 22 —3r—1

w
t

(V)
t

—
4
t

(i) x < 0:

<zr<0 & —=-0618<z<0

1-+5
2

= Li={zeR| -0618<z<0}




f(z) 2 —x—1

= Ly=LiULf={zecR| -0618<z<1}
e J.Fallr—1>0undx+1>0
S rx>1 und x> -1
Dieser Fall betrachtet also alle x > 1

r+2r—2241<0 & 22—z-1>0
= Ly={zeR|1618<x}

4
= L=JLi={zxeR| —0618<z<1}uf{reR|1618<az}=
=1

={zeR| —0618<z <1 oder 1618<uz}

Ubung 5
Berechnen Sie die Betriige der folgenden komplexen Zahlen und schreiben Sie sie
dann in Polarkoordinaten.

(a) (3 pt)
_ =g
(1- V35"
(b) (2 pt)
1=y
Z= m

Lésung zu 5.




(a)

_ (4 A4y 14d 11
(=33 -8 2 2
1 1 2

(b)
1—j 1—-j 1—5 1-2j-1 2
145 1435 1—3 1—-(-1) 2
1
= |lzl=+(-1)?=1=r

Ubung 6

Losen Sie die folgenden komplexen Gleichungen.

(a) 25+ 2% —2=0; (3 pt)
(b) 22+2z—|z| = 0. (3 pt)

Lésung zu 6.
(a)
S22 -2=0
ri= 23
= 2422 -2=0 & 224+2-2=0 & (z-1)-(2+2)=0 <
& zz-1=0Vz+2=0 & z=1Vzer+2=0 <&
& PA=1vaet2=0 & (2=1Vz2=-V1V =138 Vatr2=0
r+2=0 & z=-2 & z2=V-2Vz=-V2V z=—(-1)5{2
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(b)
z=a+ibeC
2422 |2|=0 & (a+ib)?+2(a+ib) —|a+ib =0
= a®—b?+2aib+2a—2ib— a2+ b2 =0 &
& =0 +2a— Va2 + b2 +2ibla—1)=0
—
=0
{é a=1 V b:()]
2ib(a — 1) = 2iab—2ib=0 <& 2iab=2ib < ab="b
Annahme: b=0 = 22+2Z—|z|=da’>+2a—]a| =0
Fira<0: a®>>0, 2a<0, l|a=—a
= a’4+2a+a=0 & a®*+3a=0 < a=-3
Fir a>0: a*>>0, 2a>0, |a]=a
= d*+2a—la/=0 & aa?+a=0 & a=0
Annahme: a=1 = 22+2z—|z|=(1+ib)>+2(1—ib)—|1+ib| =0
= 1-02+2ib+2-2ib—/1-02=0 & b -1=1-02 &
& (= -1 =|1-

< by = —
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ﬂbung 7

Berechnen Sie die folgenden Wurzeln und zeichnen Sie sie auf der komplexen
Zahlenebene ein.

(a) V=2 - 2v3j; (2 pt)
(b) ¢/ (2 pt)

1—5°

Lésung zu 7.

(a)

12| = \/(—2)2+ (—2\/5)2 - \/4+4(\/§)2—\/m_ﬁ_i4

n)y 1 92.0 in(2)+2-0

Wo = \ﬂ<005(3)3 i +jsm<3)3 ”) = 1,492 + 0,543

A cos(2)+2- sin (g) +2-
W1:\3/1< 5(3)3 Ty 111(3)3 W) = —1,216 + 1,0205

s(2) 4 4. $in (Z) +4 -
Wy = 3/1<005(3)3 ”Jrjbm(s)g ”) = —0,276 + 1,563
x

x | 3(2) 1 1

T f ! ‘
, L 4
1 4
0 R(z)
14 T
24 T

| | * |

) -1 0 1 2




(b)

Jl+d 1+j_1+j:</(1+i)2:</(1+¢)2 \4/1+2z‘—z'2: e
1—j 1—j 1+j 12 2 2 2

ﬂbung 8

Entscheiden Sie, ob die folgenden Folgen {ay, }nen beschrinkt, monoton wachsend
oder fallend sind. Dann betrachten Sie fiir jede Folge {ay, }nen die Mengen reeller
Zahlen A = {a, : n € N} und finden Sie sup und inf sowie max und min, wenn
die letzteren existieren.

n2—2
P - 3 pt
(0) an = o2 (3 p1)

(b) ay = (— \’/%) 2n+1: (3 pt)

(1)1 4 p

2n+3(-1) & pt)

(e) =

Loésung zu 8.

(a)

e Beschrinktheit:




Behauptung deshalb: a,, ist durch % nach oben beschrdankt.

Beweis.
1 n? —2 1
<= & ——<- & MP-4<2m*+3 & -4<3
in =7 M2 +3 = 2 moAsaE =
Dies ist eine wahre Aussage O

Die untere Grenze folgt aus der Monotonie:
e Monotonie:

Behauptung: a,, ist monoton wachsend.
n? -2 - (n+1)?2-2 n?+2n-1
2m2+3 = 2(n+1)2+3  2n24+4n+5
& ?-2)-@2nP+4n+5) < (nP+2n—1)-(2n*+3) <
o 2wt a4 — 8 —10<2t 4 4P+ -3 o

& 0<l4n+7

Qp é An41 <

Dies ist eine wahre Aussage, weshalb a,, monoton wachsend ist.

o Minimum:
Offensichtlich ist das Minimum (=Infimum) der Folge a,, ja genau ay, da a, monoton
wachsend ist.
12 -2 1
min(an) = inf (an) = 555 =5
o Supremum: Fiir das Supremum ist noch zu zeigen, dass % tatsdchlich die kleinste obere
Schranke ist. Dieser Beweis wird durch Kontradiktion gefiihrt:

Beweis. Angenommen es existiert eine kleinere obere Schranke von a,, als %, also:

Els<1: ay, <8 Vn € N

2
1
& >0 s:§+5
1
< an§§+5
1
—-<
S ag 5 = € 7
S—— >0
<0

o Mazimum:
Die Folge a,, besitzt kein Mazimum.

(b)




e Beschrinktheit:

- 3{’/% ~1,00052439 >1 = a, — —o0

n—oo

a, st also nach unten unbeschrdinkt und nach der Monotonie nach oben beschrdankt

durch a.
/55 ’
= =%/=1 ~1.00157402
aq ( 54) ,0015740
e Monotonie:

Behauptung: a,, ist monoton fallend.

Beweis.
5 2n+1 = 2n+3 = 2n+1 = 2
> _357 > _35[7 — _357 . _35)7
2
o 1< < )

>1

Ut

=E
= | Ot

{

Dies ist offenbar eine wahre Aussage. O

e Mazimum:
Das Mazimum (=Supremum,) ist offensichtlich a;

o Minimum:
Das Minimum existiert nicht.

e Infimum:
Das Infimum ist —oo

(c)
(i) Betrachte zuerstn € U := {n € N ’ FkeN: n=2k+1}
(_1)2017nn +n n—n 0

n = = = =0
T TN (-1 2m-3 2m-3

Offensichtlich ist die Folge a,, also gleich O fiir jedes ungerade n.
(ii) Betrachte nunn € G := {n €N ’ JkeN: n=2k}

(-1)?Y"pn+n n4n 2n

T o+ 3(-1)"  2m+3  2m+3

. : 2n . 1 1
lim (a,) = lim = lim T | = - 3

n—oo

=1

10




e Beschrinktheit:
Da a,, monoton steigend ist, ergibt sich als obere Schranke 1.
Die untere Schranke ist firn € G:

4 -
Gmin(G) = A2 = 7 =0,571428 > 0
Deshalb ist 0 die untere Schranke fir n € N.
e Monotonie:
Behauptung: a,, ist monoton steigend
Beweis.
2n 2n+2
n < an < S 2n(2 5) < (2 2)(2 3
On S OGnt1 € 2n+3 7 2n+5 n@n+5) s (@n+2(2n+3) <
& AT HIen<Ant+10hn+6 < 0<6
Dies ist eine wahre Aussage. O

e Minimum/Infimum:
Das Minimum (=Infimum) ist 0.
e Maximum/Supremum:
Das Mazimum (=Supremum,) ist 1.
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