Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
17-18. Januar 2019

Beispiele differenzierbarer Funktionen:

1. f(z) = ¢, wobei ¢ € R konstant, besitzt die Ableitung f'(x) = 0:
f (@) — f(xo) c—c 0

lim = lim —— = lim
T—o r — Ty r—=x0 T — T T—=2o T — X

= 0= f(x0)

2. f(xz) = ax + b, wobei a € R, besitzt Ableitung f'(x) = a:

lim f(x) — f(xo) axr +b—axg—0>b

= lim lim —a(x i)

= q = f/(gjo)
=z X — X z—0 T — Iy z—zg T — I
3. f(x) = 2? besitzt Ableitung f'(z) = 2x:
@) atead () )
T T — X0 T—=Ty X — X T—To T — Xy
= lim (z 4 x¢) = 220 = f'(x0)
T—X0
4. f(x) = /x besitzt Ableitung f'(x) = ﬁ:
@) VISR (VI R )
T T — T T—=T) X — X T—T0 (:[: — :130)(\/5 + \/5(;_0)
= lim i i ! L £ (o)

@ =20 (r + ) o Va T ya | 2y

Satz: Ist f an der Stelle xy differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Beweis: Sei h € R und sei f an der Stelle xy differenzierbar. Dann gilt:

f(xo+h) — f(xo)

. . _ 1 . :/ ) _
i o410 — o) = iy T I = 00
= f'(z0)

d.h. limy, f(zo + h) = f(x0). Also ist f an der Stelle x, stetig.

d

Bemerkung: Stetige Funktionen miissen im Allgemeinen nicht differenzierbar
sein: z.B. ist f(x) = |z| stetig, aber nicht differenzierbar bei 0.



Ableitungsregeln:

Im folgenden seien f,g : I — R, I C R, differenzierbare Funktionen. Dann
gelten folgende Rechenregeln fiir die Ableitungen:

1. Linearitit:

(f(z) +g(2))" = f'(z) + ¢'(2)

Denn:
. (f(z) + 9(z)) — (f(w0) +9(x0)) _ o (@) = f(20) N g(z) — g(wo)

~" ~"

— f"(o) —g'(wo)

= f'(wo) + ¢ (0).

2. Fiir jedes c € R gilt: (cf(x))/ =c- f'(x)

Denn:
xh_gclo c- f(:l/‘; : ;0 f(:lfo) _ xh_gloc' f(l’; : :];(E-TUO) — ¢ f/(ﬂﬁo)
) —>f"zac0)
3. Produktregel:
(f(z)-g(2) = f(x)g(z) + f(x)g (z)
Denn:
o (@) 9(a) = (o) - glo0)
T—To T — Xy
o F@)e@) — f)g@) + fag) — Fagr)
=T T — Xy
o L@0@) = Fgle) | flagla) = Faog(eo)
= tim LT g g 22— 90)

~N"~ ~N"

— f'(z0) —g'(wo)

= f'(w0)g(wo) + f(20)g (w0).



4. Quotientenregel:

@y @)~ F@d@)
(5o) = 9@ - falls fl@) #0

Denn mit Hilfe der Produktregel folgt:

N L . 0@ P @) — fa)d @)
(1) =) = @) s+ 1) e

9(x) 9()
Speziell Fall von Quotienten Regel: f(z) =1

<L)/ = — g’EUx) falls g(x) # 0

g9(z) g(x)?
Denn:
L (75 — 7 ) 9@)g(a0)
TR R I ORI )
r—=r9 X — X T—T (x - xo)g(x)g(ﬂfo)
— lm 9(wo) — g(x)
v (x — 20)g(x)g(x0)
e CICORE ) 1 (=)
= 1m - 92
N Tr — X g(:C)g(IUO) g(xo)
——g' (o)

5. Kettenregel:

Denn:
i JW@) = flg(z) . fg(@) = flg(wo)) g(x) = g(x0)
T—T r — Xy x—mo\ g(x) — g(xo) N r—x)

~~ ~~

—[f"(9(x0)) —g'(20)

= f(g(x0)) - ¢'(x0)

Bemerkung: Den Faktor ¢'(z() entsteht durch “Nachdifferenzieren” und
wird “innere Ableitung” genannt.




Beispiele:

fl(z) = (2*) + 2z — 1) = 32 + 2.
2. h(z) = (2% + 22 — 1)%: (Kettenregel mit f(y) =3, g(x) = 23 + 2z — 1)
['(@)=["(9(@)) - g'(x) =3 g(x)* ¢ (x) = 3(z® + 22 — 1)*(32" + 2).

3. Sein € Nund f(z) = 2. Dann ist f'(z) =n - 2" 1.

Beweis durch vollstdndige Induktion: Die Félle n = 1 und n = 2 wurden
schon explizit berechnet. Nehmen wir nun an, dafl die Aussage fiir ein
n € N gelte; wir miissen nun zeigen, dafl die Aussage auch fiir n 4+ 1 gilt:
Mit Hilfe der Produktregel folgt:

(x”“)lz(m-x”)/:1~x”+ﬂf'(n'$n_1>:In+n'xn:(”+1)'$n'

4. Sein € Nund f(z) = {/z mit z > 0: Dann gilt f'(z) =1 gt
Denn: Sei p(z) = 2™. Dann ist ¢(f(x)) = ¢(/z) = x. Somit

(etr@n) =1,

Die linke Seite kann man aber mit Hilfe der Ketten regel wie folgt um-
schreiben:

1= (p(@) =@ @) =n [ ) =n- "

bzw. aufgelost nach der gesuchten Ableitung f'(x)
1 1 1 1 1 1 I 1
f'() g

== — pu— . pu— . :—.xn
nﬁﬁ*l

o n—1 . 1—1
5. Sei p(x) = azx® + asx? + a1x + ap. Dann ist aufgrund der obigen Rechen-
regeln:

-1

- f'(@),

P (z) = (azz®) + (aez®) + (a1x1 + ap)' = 3aza® + 2asx + ay.

Allgemeiner:

n

p(x) = Zakxk — p(z) = Z k-ay -2t
k=1

k=0

Somit folgt aus Beispiel 5 und den obigen Rechenregeln (Linearitéat, Quotien-
tenregel):

Satz: Polynome und rationale Funktionen sind differenzierbar!
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Ableitung der Exponentialfunktion:

Zunachst beweisen wir v
e J—

lim 1.
z—0 x
Beweis:
Zur Erinnerung:
U — _
=) S=1+)
n=0 n=1
d.h.
o0 :L'n
T — _
e’ —1= Z; T
und somit
et — 1 o xn—l > xn—l o xn—O—l
— =1 =1 -_—
T Z n! +Z n! +Z(n+2)!
n=1 n=2 n=>0

Wir untersuchen nun, was mit der obigen Summe auf der rechten Seite geschieht
fiix — 0:

0 l,n+1 o0 |$|n+1
< <
’;(n+2)!‘_;(n+2)'
P P o NPT O
—~ (n+2)! — n!

Nun konnen wir die Ableitung der Exponentialfunktion bestimmen:

lim ——— = lim e® -
h—0 h h—0 h

—1

x+h e €h—1 .
267

d.h.
(e””)/ = e”.



Ableitung der Winkelfunktionen:

Zur Frinnerung:

inh
Skriptum Seite C-45, Beispiel ¢):  lim PR 1,
h—0 h
h)—1
Skriptum Seite C-45, Beispiel d): }Liné M =0,
%

Additionstheorem:  cos(x + h) = cos(z) cos(h) — sin(z) sin(h).
Ableitung des Cosinus:

cos(z + h) — cos(x)

lim — lim cos(z) cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(z)

h—0 h h—0 h
. cos(x)cos(h) — cos(z) — sin(z) sin(h)
= lim
h—0 h
. cos(z)cos(h) — cos(x)  sin(x)sin(h)
= lim —
h—0 h h
h)—1 in(h
= lim cos(z) costh) =1 _ sin(z) sin(h) = —sin(x)
h—0 h
N——— N——
—0 —1

Ableitung des Sinus ergibt analog (siehe Skriptum):

(sin(x))/ = cos(x)

Ableitung des Tangens: Anwendung der Quotientenregel ergibt fiir x #
(2k+1)3, k € Z:

<sin(x) )’ _ cos(z) cos(z) — sin(z) (— sin(z))
cos(z) cos(z)?
cos(x)? +sin(z)? 1

cos(x)? ~ cos(z)

(tan(x))/ =
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Ableitung des Cotangens: Anwendung der Quotientenregel ergibt fiir z #
km, k € Z:

/ cos(xz)\’ —sin(x)sin(x) — cos(x) cos(x)
(cot(a)) = <sin(:p)) - sin(z)?
— (sin(z)? + cos(x)?) _ 1
sin(x)?2 sin(x)?’



Weitere Beispiele::

1.
-1 ..
sin= firx #0
fle)y=9, " .
0 firz =0
Die Funktion f(x) ist an der Stelle x = 0 nicht stetig (sieche Skriptum
C-49) und somit nicht differenzierbar.
2.
(2) :c-sin% fiir x # 0
€T) =
g 0 fir z =0
Die Funktion g(z) ist an der Stelle © = 0 stetig (siche C-49), allerdings
dort nicht differenzierbar:
(1
o) —ot0)_r(H) 20y
= =sin( — ).
x—0 x—0 x
Fiir ¢ — 0 besitzt sin% keinen Limes (vgl. mit vorherigem Beispiel), somit
ist g(x) an der Stelle = 0 nicht differenzierbar.
3.

h(z) =

xz-sin% fiir x # 0
0 firz =0

Die Funktion A(z) ist an der Stelle z = 0 differenzierbar:

) () _ s (5) -0

x—0 x—0 x—0 x—0 z—0

: e
= lim x - sm(—) =0,
x

vgl. mit vorheriger Aufgabe fiir x — 0.

Alle obigen Funktionen sind fiir x # 0 differenzierbar: z.B. ist

/ .1 1y —1 .1 1 1
gz)=1- sm(—) +:ccos<—) = Sm<—> — —cos(—).
T r/) T r/) x T



Weitere Beispiele zur Differenzierbarkeit:

fx) =

e firxz <0
24+r+1 firz>0

Die Funktion f ist auf ganz R stetig, da beide Teildste stetig sind und an der Stelle 0
gilt:
lim f(r) = lim e* =1= lim 2 + 2+ 1= lim f(x).

z—0— rz—0— z—0+ r—0+

AufBlerdem ist die Funktion auf ganz R differenzierbar, da beide Teiléste differenzierbare
Funktionen sind und an der Stelle 0 gilt:

lim f/(z)= lim e*=1= lim 22+ 1= lim f'(x).

rz—0— rz—0— r—0+ rz—0+

(2) = =1 e” 1 firz > 1
€Tr) = e =
g el firx <1

Als Komposition stetiger Funktionen ist g(z) wieder eine auf ganz R stetige Funktion.
Allerdings ist g(x) an der Stelle 0 nicht differenzierbar, denn:

. ’ o . z—1\" _ 1: z—1 _ 0 __

Jlip, (@) =l (7' = Jig o™ = = L, aber
. ’ o . 1—2\/ _ 1: 0
lip oe) = Jim (€)' = lip —" == =1

Also ist lim, 14 ¢'(x) # lim, 41— ¢'(z), und somit ist g(x) an der Stelle 0 nicht differen-
zierbar.



