Folie zur Vorlesung “Mathematik A”
24-25. Januar 2019

1.Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Satz: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und differenzierbar in (a, b). Dann
gibt es einen inneren Punkt zy € (a,b) mit

f'(x0) = W.
Steigung der Geraden: f(bi)_f(a)
A : : —-a
f(b)
f(a) -
a oy
Beweis: Setze
g(x) = f(x) f<bl)) : C]:(a) (z — a)
Es gilt:
gla) = fla)= W(a —a) = f(a),
o) = £0) - LUy = o) - 50) + 1) = fla),
J@) = fa)- =0

Somit ist der Satz von Rolle anwendbar, d.h. es existiert ein zy € (a,b) mit
g'(zo9) = 0. Also:

J0) = J0) s J0) = T(a)

0= ¢'(z0) = f'(20) — — —



Umformulierung des Satzes:

Setze a = x und b = x + h. Dann lésst sich x( schreiben als oy = = + dh fiir
0 <6 < 1 und somit

fO) = fla)  fle+h)—flz) [flz+h)—f(z)
b—a (x+h)—x h ’

f'(x 4+ 6h) = f'(z0) =
bzw. nach f(z + h) aufgelost:

fx+h) = f(x)+h- f(x+6h) firein e (0,1).

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz:

Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen und differenzierbar in (a,b). Dann
gilt:

1. Gilt f'(x) = 0 fur alle z € (a,b), so ist f eine konstante Funktion. Denn:

fla+h)=f(a)+h- f’(a_—l; Oh) = f(a) fir alle h € (0,b — a).

2. Gilt f'(x) = ¢'(x) fiir alle x € (a,b), so ist f(z) — g(z) konstant. Denn:
(f(2) = 9(2))" = f'(@) = ¢'(2) = () = '(x) = 0,

und aufgrund der vorhergehenden Folgerung mufl f(z) — ¢g(z) somit eine
konstante Funktion sein.

3. Es gilt:
Vo € (a,b): f/(xr) >0 = f(r) monoton wachsend
Vo € (a,b) : f'(x) >0 = f(x) strikt monoton wachsend
Vo € (a,b) : f'(xr) <0 = f(z) monoton fallend
Vi € (a,b) : f'(x) <0 = f(z) strikt monoton fallend

Denn: gelte f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) und sei x1, x5 € (a,b) mit z; < 5.
Wir schreiben x5 als x9 = 1 + A mit A > 0. Dann gilt:

f(x2) = f(xr+h) = f(z1) + I f/(l“:: oh) > f(x1).

Der Rest 1483t sich analog beweisen.



2.Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Satz: Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen und differenzierbar in (a,b).
Ferner gelte fiir alle z € (a,b): ¢'(z) # 0. Dann ist g(a) # g(b) und es gibt einen
inneren Punkt xy € (a,b) mit

Beweis: Setze

Wegen ¢'(x) # 0 kann g(x) nicht konstant sein und muf} strikt monoton wach-
send oder strikt monoton fallend sein, d.h. es gilt g(a) < g(b) bzw. g(a) > g(b);
in jedem Fall gilt g(a) # g(b).

Auflerdem gilt:

ha) = f(a)—%(g(a)—g(a)) ~ f(a),

. 1) — f(a) ) )
o) = 1) - LRI (60) - @) = 50 - 1)+ 710 = 110,
W(x) = f’(x)—%g%x).

Somit ist der Satz von Rolle anwendbar, d.h. es existiert ein zy € (a,b) mit
h'(xg) = 0. Also:

fb) = f(a)
9(b) = g(a)

0= n'(x0) = f'(x0) — 9'(x0) = g -



