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Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiel zur Bestimmung von Extrempunkten:

Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen der Funktion
flz,y) =2’y —zy — 2y’ + 4.

Losung: Zunéchst werden die stationdren Punkte bestimmt:

_ 2zy —y — y° 1=

Also muf} gelten:

2y —y—y° = 0, (1)
-z —2xy+2y = 0. (2)

Falls y = 0 ist, so wird (1) zu “0 = 0” und Gleichung (2) zu
2’ —z=0, dh.z(z—1)=0, dh.z=0oderz=1.

Also sind P; = (0,0) und P, = (1,0) stationér!

Nun betrachten wir den Fall ¥ # 0 und kiirzen in Gleichung (1) durch y und

erhalten:
2z —1—y=0 = y=2r-—1.

Dies setzen wir in Gleichung (2) ein:

?—z—-22-(2z—-1)+2-(2z-1)=0
= 2’—z—42*+2r+4z—-2=0
— —32°+5x—-2=0

—5+1 __ 2
—51:\/25—24:{—_jg—_5
1

R _’L‘1/2 = _6

Also sind auch die Punkte

Pi=(33) A= LD

stationar!



Zur Bestimmung der Typen der stationdren Punkte berechnen wir die Hesse-
Matrix:

_ fﬂ:‘.’l’:(w? y) f x(m:y) . | 2y 2¢ — 1 — 2y
mwm_(hmw)é@M)_(%—bﬂy-ﬂmw )

Typbestimmung der stationidren Punkte:

}ﬁ@ﬁp:(flél).

Da det H¢(0,0) =0—1 = —1 < 0, ist H¢(0,0) indefinit. Somit ist P, ein
Sattelpunkt.

2. P, =(1,0): Es ist

1. P, =(0,0): Es ist

H(1,0) = ((1) (1))

Da det H¢(1,0) =0—1 = —1 <0, ist Hf(1,0) indefinit, und somit ist P
ein Sattelpunkt.

3. Bs= (%,%) Es ist - : 1
nG)-(4§)
Ga)-(47)

21 2 21 4 1 1
fuo(33) =3 >0 wd detHy(5,3)=5-5=3>0

ist Hy (%, %) positiv definit. Somit ist P3 ein Minimum.

m@n=015ﬂ.

Da det Hf(1,1) =0—1=—1 <0, ist Hf(1,1) indefinit, und somit ist P,
ein Sattelpunkt.

Da

4. Py=(1,1): Es ist



Folie zur Vorlesung “Mathematik B”

Beispiel zur Bestimmung von Extrempunkten im Mehrdimensionalen:

Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen zur Funktion
flz,y) =2’y — 2y’ +y.
Lésung: Zundchst werden die Extrempunkte bestimmt:

2ry — y> .l -
Vi) = (liy ) =

D.h.
2zy —y? = 0,
2 —-2zy+1 = 0.

Falls y = 0 ist, muss gelten: 2+ 1 = 0, ein Widerspruch, d.h. wir kénnen y # 0
annehmen! Das obige Gleichungssystem wird also durch Kiirzen von y zu

2 —y = 0
2 —2zy+1 = 0,

d.h.
y=2r und 0=2%-22 22 +l=22—42>+1=-3z2+ 1.
=y
Also:
32—1=>:c2——1-=>:z;—:i: E
& = =3 = 7

Die stationdren Punkte (=Extrempunkte) sind also:



Zur Bestimmung der Typen der stationéren Punkte bendtigen wir die Hesse-

Matrix:
: _ fwm(l';y) fmy(x,y) _ 2y 2z — 2y
Hile,y) = ( fya(zyy)  fry(@,9) S\ 2z-2y -2z
e Typ von Pi:
Hf(\/I:Q\/I) = ( 7452 _%)
MR Vi V3
Da

R R e L

ist die Hesse-Matrix an der Stelle P; indefinit, d.h. P, ist ein Sattelpunkt.

iD= (3 4
(~y3-23) = LA |

( \[ \[ R B By B iRl

ist die Hesse-Matrix an der Stelle P indefinit, d.h. P, ist ein Sattelpunkt.

e Typ von FPs:

[¥)
[#)




Aufgabe: Man bestimme die Extrempunkte sowie deren Typen zur Funktion
f(z,y,2) = —In(z® + > + 22 + 1).

Losung: Zunéchst werden die Extrempunkte bestimmt:

_ 2
z? +y§2+z§+l

Vf(mr y) z) B _.'L'I' +y§+z§+1 == 0.
Z
Ty 4241
Es muss also gelten:
T=y=2z=0,
d.h. der einzige stationdre Punkt ist P = (0,0, 0).

Wir bestimmen nun den Typ von P:

—2(—z?+y%+22+1) 4y Azz
(z?+y2+22+1)? @T+y3+22+1)2 (a2 +yP+2241)?

H (:E 2’) _ Ty —2(z? —y?-22+1) dyz
ALY, 2)= B+ 212 @R 2417 @yt 412
dyz —2(a? g% ~224+1)

dzz
(x?+y%+22+1)° (Z2+2+2241)2 (2?4y%+22+1)2

Wir werten nun die Hesse-Matrix im Punkt P aus: H‘w

H(0,0,0) =

D.h. det H¢(0,0,0) = —8 < 0. Auflerdem:

det H7(0,0,0) = ~2<0 und
det H$”(0,0,0) = 4>0.

Also ist Hf(0,0,0) negativ definit. Somit liegt bei P ein relatives Maximum
vor.
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Lagrange-Methode mit mehreren Nebenbedingungen:

Aufgabe: Maximiere/minimiere f(z,y,2) = zyz unter den beiden Neben-
bedingungen ¢1(z,y,2) = 2 +y — 1 = 0 (Ebene imﬂRe') und go(z,y,2) =
z? +y? + 22 — 1 = 0 (Kugel im R® mit Radius 1 um 0).

Skizze: Es sind die Extrema von f(z,y,z) zu finden auf dem Schnittkreis,
der sich beim Schnitt der Ebene und des-Kugel ergibt:

gy = =0
),.L‘Fc‘)l*ill"/! L2 J

Lagrange-Funktion:

L(:I:,y,z, )\1:/\2) = f(:r,y,z) + )‘lgl(xayj Z) + /\ZQZ(may:z)
= zyz+Mz+y—1)+ d(=z®+y° + 2 - 1).

yz + Ay + 2z,
Tz + A+ 2yhy,
VL(z,y,2z, 1, A) = zy + 2z, =
z+y—1
i+ + 22 -1
Subtraktion der zweiten Koordinate von der ersten Koordinate des Gradien-
ten ergibt:

jem] ]

cxz—y) + 2z —y) =0 = )\2-——;—%—;——;%:-;— falls z # 3.

Aus der letzten Zeile der Gradientengleichung folgt: 22 = 1 — z? — ¢%. Aus
der vierten Gleichung folgt y = 1 — z. Einsetzen in die dritte Koordinaten-

gleichung des Gradienten ergibt:

0=£y+2z§=:cy-i—1-—m2—y2=m(1-z)+1«-:c2——(1—:r;)2=3:a:(1—~3:).

1



Daraus folgt ¢t = O oder z = 1. Falls z = 0, s0ogilt y =1—2 =1 und
z=1-22—y?=0;fallsz=1,sogilty=1—-z=0und z2=1—-22—¢2 =0,
D.h. (1,0,0) und (0, 1,0) sind stationdre Punkte!

Wir betrachten nun den Fall z = y: Aus der vierten Gradientengleichung
folgt:

1
O=z+y—-l=z+zr-1=>2= =3

Daraus folgt 2% = 1 — 2% —y? = 1 - 2¢% = §, d.h. 2 = . Also sind auch
(3,3, ;15) und (3,1, ——;}3) stationire Punkte! Welche Typen von stationéren Punkten liegen vo

Es gilt f(1,0,0) = £(0,1,0) = 0 und f(3, 3, 75) > 0 sowie f(3, %’—712') < 0.
Also mu8 bei (3, 3, 75) ein Maximum vorliegen und bei (3,3, —715) ein Mini-
mum vorliegen. An den Punkten (1,0, 0) und (0, 1, 0) kénnen nur Sattelpunk-
te vorliegen, da ansonsten auf dem Schnittkreis “dazwischen” noch weitere
Maxima oder Minima existieren miissten (es gibt aber keine weiteren stati-
ondren Punkte, also keine weiteren Maxima/Minima).

Skizze des Schnittkreises:
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