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Kapitel F: Integration I

• Für n ≥ 3:
∫

(sinx)ndx = − 1
n
(sinx)n−1 · cosx+ n−1

n

∫
(sinx)n−2dx

• Für n ≥ 3:
∫

cos(x)n dx = 1
n

cos(x)n−1 sin(x) + n−1
n

∫
cos(x)n−2 dx

• Falls x2 + βx+ γ 6= 0 für alle x ∈ R:∫
Bx+ C

x2 + βx+ γ
=
B

2
ln |x2+βx+γ|+2C −Bβ

2α
arctan

(
x+ β/2

α

)
+c, α =

√
γ − β2

4
.

• Falls x2 + βx+ γ 6= 0 für alle x ∈ R und k ≥ 2:∫
Bx+ C

(x2 + βx+ γ)k
= −B

2

1

k − 1

1

(x2 + βx+ γ)k−1
+

(
C − Bβ

2

)
1

α2k−1Ik
(
x+ β/2

α

)
,

wobei

Ik(y) =

∫
dy

(y2 + 1)k
=

1

2(k − 1)

y

(y2 + 1)k−1
+

2k − 3

2k − 2
Ik−1(y), I1(y) = arctan(y)+c

• Zur Integration von gebrochen rationalen Funktionen in cos(x) und sin(x) eignet
sich folgende Substitution:

u = tan
(x

2

)
=⇒ dx =

2

1 + u2
du, sin(x) =

2u

1 + u2
, cos(x) =

1− u2

1 + u2
.

Kapitel F: Integration II

• Gausscher Satz in der Ebene: Sei ~F ein differenzierbares Vektorfeld, das auf
einem B ∪ C umfassenden Gebiet definiert ist mit C = ∂B. Dann gilt:∫ ∫

B

div ~F dx dy =

∮
C

〈~F , ~n〉 ds.

• Satz von Stokes in der Ebene:∫ ∫
B

rot ~F dx dy =

∮
C

~Fd~s

• Satz: Green’sche Formeln: Seien B und C = ∂B wie oben und f , g zweimal
differenzierbare Funktionen, die auf einem B ∪ C umfassenden Gebiet definiert
sind. Dann gilt: ∫ ∫

B

(
f∆g + 〈5f,5g〉dx dy =

∮
C

f
∂g

∂~n
ds∫ ∫

B

(
f∆g − g∆f

)
dx dy =

∮
C

(
f
∂g

∂~n
− g∂f

∂~n

)
ds
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Kapitel I: Differentialgleichungen

• Differentialgleichung der Form y′ = f
(
y
x

)
: man mache die Substitution z = y/x

und erhält daraus die DGL z′ = 1
x

(
f(z)− z

)
.

• Differentialgleichung der Form

y′ = f

(
ax+ by + c

αx+ βy + γ

)
mit det

(
a b
α β

)
= 0

Sei λ ∈ R derart, daß λ(α, β) = (a, b). Setze

g(t) = λ

(
1−

γ − c
λ

αx+ βy + γ

)
und F (t) = f(g(t)).

Im Fall β = 0 erhält man die DGL y′ = F (αx + γ). Im Fall β 6= 0 setze z =
αx+ βy + γ, woraus man die DGL z′ = βF (z) + α erhält.

• Differentialgleichung der Form

y′ = f

(
ax+ by + c

αx+ βy + γ

)
mit det

(
a b
α β

)
6= 0

Sei (x0, y0) ∈ R2 die Lösung des Gleichungssystems ax + by = −c, αx + βy = −γ.
Setze z = y−y0

x−x0 , woraus man die DGL z′ = 1
x−x0

(
f
(
a+bz
α+βz

)
− z
)
erhält.

• Bernoulli-DGL: DGL der Form y′ = a(x)y + b(x)yα mit α ∈ R \ {0, 1}. Setze
z = y1−α, woraus man die DGL z′ = (1− α)a(x)z + (1− α)b(x) erhält.

• Ansatzmethode für lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten,
falls Störfunktion die Form b(x) = p(x)eλx besitzt:

ysp(x) = xµ(λ)q(x)eλx,

wobei q(x) ein Polynom vom gleichen Grad wie p(x) ist, aber mit unbekannten
Koeffizienten.

• Besitzt die Störfunktion die Form b(x) =
(
p1(x) cos(βx) + p2(x) sin(βx)

)
eαx:

ysp(x) = xµ(λ)
(
q1(x) cos(βx) + q2(x) sin(βx)

)
eαx,

wobei q1(x).q2(x) Polynome mit unbekannten Koeffizienten vom Grad max{deg(p1), deg(p2)}
sind.

• Ansatzmethode für lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten, falls Störfunktion die Form

b(x) = eλx

 p1(x)
...

pn(x)

 besitzt: ysp(x) = eλx

 Q1(x)
...

Qn(x)

 ,

wobei Q1(x), . . . , Qn(x) Polynome vom Grad max{deg(p1), . . . , deg(pn)} + µ(λ)
sind, aber mit unbekannten Koeffizienten.
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