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Die Gamma-Verteilung

Diese Verteilung dient héufig zur Modellierung der Lebensdauer von lang-
lebigen Industriegiistern. Die Dichte einer gamma-verteilten Zufallsvariable
X mit Gestaltsparameter a > 0 und Skalierungsparameter A\ > 0 ist

gegeben durch

an,a—1 ..
A2t o=A o fiir o > 0,

fX(ZU) — { I'(a) ’

0, sonst,

wobei I'(a) die Gamma-Funktion (siche Mathematik B) beschreibt, welche
gegeben ist durch

Wir zeigen zunéchst, dafl fx () tatsichlich eine Dichtefunktion ist: offensicht-
lich ist fx(z) > 0,daI'(a) > 0, und auflerdem gilt mit Hilfe der Substitution

y = Az (und dadurch dy = A dx):

0 K>Aaxa—1 S B A 00 el e
/o fx(z)dz = /o T(a) e’\dx—m/o (Ar)*te M dy

A a1 ydy  T(a)
a W
/o YN T T

Y=Ax

— T(a)

Aus dem Kapitel F zur Mathematik B wissen wir folgende Werte/Rechenregeln

der Gamma-Funktion:
['(1/2)=+x, I'1) =1, T'(a+1) =al'(a), T(n+1) =n! fir n € N;a > 0.

Einige Dichte-Funktionen: & = 2 und A = 1 (rot), @ = 2 und A = 3 (griin),
a=1und A =1 (gelb).
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Der Erwartungswert einer gamma-verteilten Zufallsvariablen X ergibt sich
wieder mit Hilfe der der Substitution y = Az (und dadurch dy = A\ dx):

— = _ = At Az _ OOM Az
EX = /0 fo(:E)dx—/O F(a)e dx—/o F(a)e dz

y=Az 1 /OO ae_M@ ~T(a+1) al'(a)
- T(a) Jo

A AD(a)  A(a) X

Das zweite Moment ergibt sich mit derselben Substitution nach einer parti-
ellen Integration wie folgt:

o0 S8 )\a
E(X?) = /0 2 fx(z)dr = /0 T(a) 2T ™A 4y
—

::g/

A" e Tl ™ /OO A -1
= gt et a+1)x" —e “dx
T(a):}" A 0 0 T(a);})—/ A
=g . =g
~0-0=0
a+1 [
— Az)? f)\:vd
AT (a) /0 (a)te™da
a+1 [~  _ dy
y=Ar a,—y_J
- )\F(a)/o YN
a+1 a+1 a’+a
= ——7 1) = I'(a) = .
() @D = ™ @ = %

Somit ergibt sich die Varianz als

a+a a? a

Var(X) = E(X?) — (E(X)) — T p =



Weitere Bemerkungen:

e Eine integralfreie Darstellung der Verteilungsfunktion

T T )\atafl
Fx(z :/ tdt:/ Mt
X( ) 0 fX< ) 0 T(a)
existiert nur fir a € N.

e Im Spezialfall a = 1 wird die Dichtefunktion wegen I'(1) = 1 zu

e ™ fiir ¢ > 0,
fx(z) = {

0, sonst

D.h. die Gamma-Verteilung mit a = 1 ist genau die Exponentialver-
teilung mit Parameter A\ > 0.

e Sei X gamma-verteilt mit den Parametern a > 0 und A > 0. Betrachte
nun die Zufallsvariable

Z = 2\X.

Dann erhalten wir fiir die Verteilungsfunktion von Z:
Fz(2) =P[Z < z] =PAX < z] =P[X < z/)\] = Fx(x/\).

Daraus ergibt sich die Dichtefunktion von Z fiir z > 0 als

0 0
) = - ) )
_ Mﬁ;l
['(a) Y
= T

D.h. Z = AX ist wiederum eine Gamma-Verteilung mit den Parame-
tern ¢ und A = 1.



Grenzwertsatz von De Moivre-Laplace:

Sei X binomialverteilt mit den Parametern n und p, d.h.

PX = k] = (Z)pk(l —p)" " fir ke {0,1,...,k}.

Dann kann man fiir ausreichend grofies n € N folgende Approximationen
machen: (Faustregel: n min{p, 1 — p} > 5)

1. Fir k€ {0,1,...,n}:

1 _ (k=np)®
P[X — k‘] ~ e 2np(l-p) — gp(k‘),
21— p)
wobei ¢ die Dichte einer Normalverteilung mit ¢ = np und o =

np(1l — p) ist.
2. Fir k,01 € {0,1,...,n} mit | < k:

Pl < X < K] w(%) ‘q)(%)’

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Die Terme i% werden Stetigkeitskorrektur genannt (siehe Tafel!).

Beispiel: Ein spielsiichtiger Spieler setzt bei 2000 Roulette-Spielen stets auf
Rot. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl er zwischen 980 und 1020
mal gewinnt? Man berechne die Wahrscheinlichkeit approximativ iiber die
Normalverteilung!



Kapitel 8: Zufallsvektoren

Statt einem Merkmal werden haufig mehrere Merkmale gleichzeitig betrach-
tet, z.B. Korpergrofle und Korpergewicht, Helligkeit und Lebensdauer von
Gliihbirnen, etc. Wir beschréanken uns auf zwei Merkmale, wobei untenste-
hendes verallgemeinert werden kann auf n Merkmale.

Grundlegende Begriffe:

Definition: Ein zweidimensionaler Zufallsvektor (X,Y") ist eine Abbildung
(X,Y):Q — R%
Beispiel: Ein Wiirfel wird 4 Mal geworfen. D.h.
Q = {(i1, i2,43,%4) | 11,02, 73,44 € {1,2,3,4,5,6} }.

X sei die Anzahl der geworfenen Sechsen; Y sei die Augensumme der 4 Wiirfe.

Definition: Die Verteilungsfunktion F' : R? — [0, 1] eines Zufallsvektors
(X,Y) ist gegeben durch

Fxy(z,y) =PX <z,Y <y

Definition: (X,Y") ist ein diskreter Zufallsvektor, falls X und Y nur end-
lich viele oder abzéhlbar viele verschiedene Werte annehmen konnen. Falls
Wx = {x1,xs,...} der Wertebereich von X ist und Wy = {y1,9s,...} der
Wertebereich von Y, so ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion ge-
geben durch

]P)Qy[X = ZL’Z',Y = y]] x; € Wx,yj c Wy.

Die Verteilungsfunktion von (X,Y") ist gegeben durch

nyZL‘y Z Z ]P)XY —l‘i,Y:yj] ZL‘GWx,yEWy.

r;,EWx: yJEWy
TiST  y;<y

Definition: (X,Y") ist ein stetiger Zufallsvektor, falls eine Funktion fyy :

R? — R existiert mit
/ / fxy(zy)dyde =1

Fxy(x,y) / / Ixy(t1,ta) dtadty.

fxv(z,y) wird dann die gemeinsame Dichte von (X,Y’) genannt.

und




Eigenschaften der gemeinsamen Verteilungsfunktion:

1. Fxy(z,y) ist in jeder Komponente monoton wachsend und rechtsseitig
stetig: denn, falls 1 < x5 und y; < yso:

Fyy(r1,1) =PX <21, Y <y KPIX <20, Y < o] = Fxy (22, 92)

Die rechtsseitige Stetigkeit folgt analog wie im eindimensionalen Fall.

2.
At Pl y) =0
Denn:
0< lim F(z,y)= lim PX <z,Y <y] < lim PX <z|=0.
r——00 r——00 T—r—00
3. Analog:
lim F(z,y) =0
Yy——00
4.
xaig;ng(x’ y) -
Denn:
lim F(r,y)= lim PX<zY<y=PXeRYecR =1
T—00,y—>00 T—00,Yy—00
d.
T—r00
Denn:
lim F(z,y) = lim P[X <z,YV <y|=PX e R)Y <y|] =Py <y|] = Fy(y).
T—r00 T—>r00
6. Analog:

lim F(z,y) = Fx(x)

Yy—00
7. Falls fxy stetig ist, so gilt:

0
ax—ayFX,Y@a y) = fX,Y('rv y)-



Frage: Wie bekommt man aus der gemeinsamen Verteilung die Verteilungen
von X und Y7

Definition: Sei (X,Y) ein Zufallsvektor. Dann sind die Randverteilungen
von X und Y wie folgt gegeben:

1. Falls (X,Y) diskret ist:

e Randverteilung von X:

PX=x]=> PX=x,Y=y x €W

yeWy

e Randverteilung von Y:

2. Falls (X,Y) stetig ist:
e Randdichte von X (d.h. die Dichte von X):

fx(z) :/ fxy(x,y)dy x€R
e Randdichte von Y (d.h. die Dichte von Y):
W= [ FoGad yer

Definition: Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor. Dann sind X und Y
stochastisch unabhéngig, falls fiir alle z; € Wx und alle y; € Wy gilt:

Definition: Sei (X, Y) ein stetiger Zufallsvektor. Dann sind X und Y stochastisch unabhéngig,
falls fiir alle =,y € R gilt:

fxy(z,y) = fx(x) - fy(y)




Definition: Sei (X,Y) ein Zufallsvektor und g : R? — R eine Funktion.
Dann definieren wir:

D Zyewy g(x,y)-PIX =2,Y =y, falls (X,Y) diskret

Eg(X,Y) = {f f ) - fxy(z,y)dydz, falls (X,Y) stetig

Eg(X,Y) ist definiert, falls die Summen bzw Integrale konvergieren!

Definition: Sei (X,Y) ein Zufallsvektor. Dann ist die Kovarianz von (X,Y)
definiert als
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

Es gilt:
Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y —EY)]
E[XY] -E(X)EY) - EX)EY)+EX)E(Y) = EXY] - E(X)E(Y).

Definition: Sei (X, Y) ein Zufallsvektor. Dann ist der Korrelationskoeffizient
von (X,Y) definiert als

Cov(X,Y)

oX.Y) = /Var(X)Var(Y)

Der Korrelationskoeffizient ist ein Mafl, das den linearen Zusammenhang
zwischen X und Y widerspiegelt.

Eigenschaften von Erwartung und Varianz von Zufallsvektoren:

Im Folgenden sei (X,Y) ein Zufallsvektor, wobei E(X?), E(Y?) < co. Seien
a,b,c,d € R. Dann gelten folgende Rechenregeln:

1. |E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y)
Denn: Falls X und Y diskret sind mit Wertebereichen Wy bzw. Wy

E(aX +bY) = > > (am; +by)P[X =2, Y = y]

z,€EWx ijWy

= > Y anPX =a Y =yl Y Y P =,V =y

z,€Wx y;€Wy z, €Wx y;€Wy
= g ax;P[X = ;] + g by, PlY = yj]
T, €EWx yJEWy

= aE(X) + bE(Y)

Falls X und Y stetig sind:

E(aX +bY) = / / (azx + by)f(xy)(x,y) dx dy

[ [ whsnadedys [ [ vufe) dedy

— /OO axfx(x)de + /OO by fv(y) dy
= aE(X) + bE(Y)



2. |[Var(aX +b0Y) = a*Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y)

Denn:

Var(aX +bY)
= E((aX +0Y)?) — (E((aX +bY))?
— E(a®X? + 2abXY + 0?Y?) — (aB(X) + bE(Y))?
= @’E(X?) + 2abE(XY) + b’E(Y?) — a*E(X)? + 2abE(X)E(Y) + b*E(Y)?
= a*Var(X) +b*Var(Y) + 2abCov(X,Y)

3. |o(X,Y)| <1

Denn: Dies kann mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung be-
wiesen werden:

() < () - () bow:
() swowa) < ([ rwra) (/

—00

o0

g(x)? dw)

Sind X und Y zusétzlich unabhénig, so gilt:

1. [E(XY) = E(X)E(Y)

2. |Cou(X,Y)=0

3. [o(X,Y) =0

4. |Var(aX +0Y) = a*Var(X) + b*Var(Y)




Aufgaben zu Zufallsvektoren:

1. Die diskreten Zufallsvariablen X und Y nehmen die Werte 0, 1 und 2
an. Es sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

1 1
PX=0Y=1=1 PX=1Y=0=¢, PIX=1Y=2 =

1 1

PX=2Y=0=c, PX=2Y=1=7,

D 7

PX=1=PY =0=—, PX=2=—.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktionen von X und Y/,
sowie Erwartung und Varianz von X.

(b) Sind X und Y unabhéngig?

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvaria-
blen Z =X +Y.

(d) Berechnen Sie die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten
von (X,Y).

2. Man betrachte folgende Funktion, wobei ¢ € R:

c-x-y?, fals0<z<y<l1
flz,y) =
0, sonst.

(a) Bestimmen Sie ¢ so, dafl f(x,y) eine Dichtefunktion einer Zufalls-
vektors (X,Y) ist.

(b) Berechnen Sie die Randdichten von X und Y, sowie die Erwartung
und Varianz von X. Sind X und Y unabhéngig?

(c) Berechnen Sie die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten
von (X,Y).



