Folie zur Vorlesung
“Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stoch. Prozesse”

17.01.2013

Zu Markov-Prozessen:

Bemerkungen:

Wir betrachten im Folgenden eine Markovkette (X,,)nen,, Wobei jedes X,
Werte in Z = {0,1,2,...,s} C N annehmen kann.

1. Wenn man die Wahrscheinlichkeit
]:P)[XnJrl - in+1 ‘ XO = ’io,Xl = ’i17 e 7Xn == ’ln] - ]:P)[XnJrl == ’in+1 | Xn - ’ln]
betrachtet, wobei ig, %1, ...,i,11 € Z, so nennt man

(a) ig,41,...,0,—1 Vergangenheit,
(b) i, Gegenwart,
(¢) ipy1 Zukunft.

2. Die Entwicklung des Prozesses (X, )nen, hingt also nur von der Gegen-
wart i, ab, jedoch nicht von der Vergangenheit!
Mit anderen Worten: die Wahrscheinlichkeit im n-ten Schritt von i,
nach 4, ist unabhéngig davon, wie man in n Schritten zum Zustand
1, gekommen ist.

3. Man nennt die Wahrscheinlichkeiten
P[X,i1 = ins1 | X, =in] Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Diese hingen nur von 3 Variablen dabei: n, i, 4,.1.

4. Die Wahrscheinlichkeit, dal man eine bestimmte Folge von Punkten
(ig,i1,...,14,) € Z"1 mit der Markovkette in genau dieser Reihen-
folge durchwandert, kann mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten
(unter Verwendung der Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkei-
ten und mittels vollstdndiger Induktion beweisend) wie folgt berechnet

werden:
P Xy =io, X1 =01, ..., Xy = iy
= P[Xo=1io] -PX1=1t1,...,X, =1in | Xo =10
= P[Xo=1ip] - PX1 =11 | Xog=1tp] - PXo=1t,..., X, =in | Xo=1o, X1 =11]
= P[Xo=1ip] - P[X1 =11 | Xo=1rtp] P[Xy =i | Xog=1p,X1=11] -
PlX5=1d3,..., X, =1, | Xo =10, X1 =11, Xs = is]

= ]P[XQ:ZQ] ]P[Xl :’il | onio] .
'P[ng’lé|X0:i07X1:il]'...'P[Xn:in‘on’lbo,...,anlz’l»nfl
= P[XOIZ(]] P[Xl I’il ‘ onio] .
PlXy=io | X1 =01 ... - PX,, =ip | Xno1 = in_1].



Definition:

Sei (X,)nen, eine Markovkette mit Zustandsraum Z = {0,1,2,...,s} C N.
1. Hingen die Ubergangswahrscheinlichkeiten P[X, 11 = inq1 | Xp = ip)

nicht von n ab, so heiit (X,,),cn, homogene Markovkette.
Wir schreiben dann fiir alle ¢, j € Z:

pij =p(i,J) =P Xp1 =7 | Xn =i =P[X1 =7 | Xo =i

2. Ubergangsmatrix:

Poo Por Po2 --- Pos

Pio Pu1 P12 --- DPis .
P = (pij)ijez = . . . . (s+1)x(s+1)—Matrix

Pso Pst Ps2 ... DPss

Wichtig: die Zeilensummen sind stets 1, d.h.

ipijzl Vi e Z.

=0
3. n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeiten: fiir i, j € Z:
Py =PX,=j| Xo=1]
4. Verteilung von X, : fiir i € Z:
" =PX, =]

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dafl man sich zur Zeit n im Zustand
7 befindet. Man kann diese Wahrscheinlichkeiten zu einem Vektor in
R**! zusammenfassen:

p™ = (6" ", ).

5. Anfangsverteilung/Startverteilung;:

0 0
p@ = (", V... pO),
wobei fiir 7 € Z
P =PIX, = 1.

Bemerkung: Oft ist fiir X, ein fester Wert vorgeben, so dafi p® an
genau einer Stelle eine 1 stehen hat und 0 an den {ibrigen Stellen.



Satz: (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)

Sei (X, )nen, eine homogene Markovkette mit der Ubergangsmatrix P =
(pij)ijez, wobei Z ={0,1,2,...,s} C N. Ferner sei P% die (s+1) x (s+ 1)-
Einheitsmatrix bzw. P" die n-te Potenz von P. Dann gilt:

prm = ) phpi YnomeN, Vij € Z
k=0

prtm = pPm". P™ (Matrizenprodukt!)

Beispiel:

Man betrachte eine homogene Markovkette (X,,),en, auf dem Zustandsraum
Z =1{0,1,2}. Es seien folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt:

s p(07 1) = p(17 1) = p(2, 2) = 07

, p(2,1) =

p(07 0) =

p(1,0) =

>~ =Wl
N | —

1. Stellen Sie die Ubergangsmatrix auf und zeichnen Sie den Ubergangs-
graphen.

2. Man berechne die Wahrscheinlichkeit P[X3 =0 | X = 1].



Definition:

Sei (X, )nen, eine homogene Markovkette mit der Ubergangsmatrix P =
(pij)ijez, wobel Z2=1{0,1,2,...,s} CN.

1.

Der Zustand i € Z heifit absorbierend, falls p; = 1. (D.h., landet
man einmal im Zustand 4, kommt man von dort nicht mehr weg.)

Der Rand R der Markovkette besteht aus der Menge aller absorbie-
renden Zustéinde, d.h.

Die Menge der inneren Zustédnde der Markovkette ist die Menge aller
Nicht-Randpunkte Z \ R.

Die Markovkette heifit absorbierend, falls R # () und R von jedem
inneren Zustand in endlich vielen Schritten erreicht werden kann.

Definition:

Sei (X, )nen, €ine homogene, absorbierende Markovkette mit der Ubergangs-
matrix P = (p;;)ijez, wobel Z2={0,1,2,...,s} CN. Sei T C Rund i € Z.

1. P,(T) sei die Absorptionswahrscheinlichkeit, dal man nach endli-
cher Zeit die Menge T erreicht ausgehend vom Zustand ¢. D.h. diese
ist die Wahrscheinlichkeit, dal man vom Zustand i ausgehend in die
Menge T' absorbiert wird.

2. m; sei die erwartete Anzahl von Schritten, um ausgehend vom
Zustand ¢ in den Rand R zu kommen.

Lemma:

Sei (X,)nen, eine homogene, absorbierende Markovkette mit der Ubergangs-
matrix P = (p;j)ijez, wobei Z2 =40,1,2,...,s} CN. Sei T C Rund i € Z.

1.

Fiir jede Absorptionswahrscheinlichkeit gilt:
P(T) = pyPy(T),
j=0

wobei Pj(T) =1, falls j € T, und P;(T) =0, falls j € R\ T.

2. Erwartete Schrittanzahl bis zur Absorption:

1+ ijo pijm;, fallsie Z\ R,
m; =
0, falls i € R.



Beispiel zu Absorptionswahrscheinlichkeiten:

Roulette-Beispiel: Markovkette (X, ),en, mit Zustandsraum Z = {0, 1,2, 3,4}
und folgenden Ubergéngen:

18

PN =i+ 11X, =i] = o= firie{1,2,3},
19
P[Xpp1 = 0[Xp = 0] = P[Xpes = 4[X, = 4] = 1.

Anfangsverteilung: p(® = (0,0, 1,0,0), d.h. P[X, = 2] = 1.
Der Rand ist R = {0,4}.

Interpretation: Ein Spieler mit Startkapital 2 Euro setzt solange einen Euro
auf Rot in jeder Spielrunde, bis er entweder seine 2 Euro verspielt hat oder
seinen Einsatz auf 4 Euro verdoppelt hat.

Setze T' = {0} = R. Berechne Absorptionswahrscheinlichkeit von 7', sowie
die erwartete Anzahl von Schritten, bis der Zustand 0 erreicht wird.

1. Absorptionswahrscheinlichkeit: Wende Lemma 13.1.7 (1) an

P({0}) = 11 .
P{o}) = 3—§Po<{0}>+ 3§P2<{0}>

P({0}) = —P1<{0}) —P3<{0})
P3({0}) = —P2({0}) —P4({0})
P4({0}) =0

Die erste und letzte Gleichung eingesetzt vereinfacht das lineare Glei-
chungssystem zu:

P{0) = 32+ 3 B({0)
P{0}) = §P1<{0}>+ = Py({0})

P3({0}) = —P2({0})

Losen dieses linearen Gleichungssystems in den Unbekannten P, ({0}), P2({0}), Ps({0})
ergibt

Py({0}) = 0.7699, P,({0}) = 0.5270, P5({0}) = 0.2706.

D.h. die Wahrscheinlichkeit, daf3 alles verspielt wird, wenn man mit
Kapital 2 Euro startet ist gleich 52, 7%.



2. Erwartete Anzahl der Spiele bis Totalverlust enststeht oder bis man 4 Euro hat:

m; = Erwartete Anzahl der Spiele bis Totalverlust entsteht oder 4 Euro
Kapital erspielt wurden, wenn man mit Kapital ¢ Euro startet.

Wir wenden Lemma 13.7.1 (2) an:

mo = 0
19 18
my = + ﬁmo -+ ﬁmg
19 18
meo = 1 —+ ﬁml —+ ﬁmg
19 18
ms = 1 + ﬁmz + §m4
my = 0

Die erste und letzte Gleichung eingesetzt vereinfacht das lineare Glei-
chungssystem zu:

18

my = 1 + ﬁmz
1+ 19 . 18
me = —my + -—=m
? 37t T3
19
ms = 1 + ﬁmz

Losen dieses linearen Gleichungssystems in den Unbekannten my, mo, ms
ergibt

my = 2.945, my = 3.997, m3 = 3.053.
D.h. wenn der Spieler mit 2 Euro Kapital beginnt, ist zu erwarten, daf3

der Spieler durchschnittlich nach my = 3.997 Spielen entweder einen
Totalverlust erlitten hat oder 4 Euro Kapital erspielt hat.



