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Kapitel XII forts.: Markov Ketten (2)

Definition:

Sei (X, )nen, eine homogene Markovkette mit Zustandsraum Z = {0,1,...,s}.

(a) Seii € Z und
M; = {n e N|pi” > 0}.

D.h.: M; ist die Menge der lingen aller moglichen Wege im Ubergangsgraphen,
die von ¢ zuriick zu ¢ fithren.

Die Periode von ¢ € Z ist

. {ggT(Ma, falls M, 2 0,

0, falls M; = 0.

(b) (Xy)nen, heiBt aperiodisch, falls jeder Zustand die Periode 1 besitzt.

(¢) (Xn)nen, heiBt regulér, falls (X,,),en, aperiodisch und irreduzibel ist.

Bemerkung:

(a) Falls p;; > 0 dann gilt d; = 1.

(b) Man kann zeigen, dass wenn d; = 1 dann existiert eine Zahl ny € N so dass

Vn > ng : pgl)>0.



Definition:

Sei (X, )nen, eine homogene Markovkette mit Zustandsraum Z ={0,1,...,s}.

(a) Die Wahrscheinlichkeit der ersten Riickkehr zum Zustand i € Z zur Zeit
n € N ist gegeben durch

(2

f(n): P[Xn:Z7VkE{]-77n_1}Xk7éZ|X0:Z], fallanl,
1, falls n = 0.

(b) Riickkehrwahrscheinlichkeit zum Zustand i € Z:

fi=PEAn>0: X, =i[Xo=i] =Y f".

n=1

(c¢) Ein Zustand i € Z heifit rekurrent, wenn f; = 1.
D.h., wenn (X,,)nen, mit Wahrscheinlichkeit 1 zu ¢ zurtickkehrt.

(d) Ein Zustand i € Z heifit transient, wenn f; < 1.

D.h. Wenn (X,,)nen, mit positiver Wahrscheinlichkeit (ndmlich 1— f;) nie wieder
zu ¢ zuriickkehrt.

(e) Die Zufallsvariable T; definiert als
TZ-:min{n>O:Xn:z'},
heiit Riickkehrzeit zum Zustand 7 € Z.
Wenn die Markovkette nie zuriickkehrt setzen wir T; = oo.

(f) Falls der Zustand i € Z rekurrent ist, dann ldsst sich die erwartete Riick-
kehrzeit berechnen als:

E[] =Y n-PLi=nXo=i=Y n-fi".
n=1 n=1

(g) Ein rekurrenter Zustand ¢ € Z heit positiv rekurrent, falls E[T;] < oc.
(h) Ein rekurrenter Zustand i € Z heift null-rekurrent, falls E[T;] = co.

(i) Ein Zustand i € Z heifit ergodisch, falls er aperiodisch und positiv rekurrent
ist, d.h. falls d; = 1 und IE[TJ < 00.

Bemerkung:

(a) Rekurrenz eines Zustandes i € Z bedeutet dass die Markovkette diesen Zustand
mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft besucht.

(b) Falls |Z] < oo und (X,,)nen, irreduzibel ist, dann sind alle Zusténde positiv
rekurrent.

(c) Seien i,j € Z Zustidnde einer Markovkette (X,,)nen, -

Falls 7 von ¢ aus erreichbar ist, aber ¢ nicht von j aus erreichbar ist, dann folgt
1 ist transient.



Grenzverhalten einer endlichen Markovkette

Frage: Wie verhilt sich p™ fiir grofie n?

Satz: (Ergodensatz fiir regulére Markovketten)

Sei (X;)nen, eine reguldre Markovkette mit endlichem Zustandraum 2 = {0,1,. .., s}
und Ubergangsmatrix P. Dann gilt:

(a) Die Potenzen der Ubergangsmatrix konvergieren gegen eine Matrix P., mit
identischen Zeilen:

Po P1 --- DPs
P,—lmpi=|" " L

n—0o0 : : . :

Po P1 --- Ds

wobei p; > 0 fiir alle i € Z und )7 p; = 1 gilt.

(b) Der Zeilenvektor p = (po, pl,...,ps) von P ist der einzige stochastische Vektor
(dh. Y77 pi =1) der die Gleichung

pP=p
erfiillt.

(c) Die erwartete Riickkehrzeit in den Zustand i ist gegeben durch:

(d) Unabhingig von der Startverteilung p© gilt:

p = lim p™.

n—o0

Bemerkungen:

e Der Zeilenvektor p heisst Grenzverteilung der Markovkette.
D.h., fiir grofles n gilt:

e p ist ein (links)-Eigenvektor der Ubergangsmatrix P zum Eigenwert 1.



