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Erwartungswert und Varianz der hypergeometrischen Verteilung:

Sei X eine hypergeometrische Verteilung mit den Parametern NV, M,n € N
mit M < N, d.h.

() (k)
P[X =k] = k_(NwS—_k fiir k€ {0,1,...,min{M,n}}.
Zunichst wollen wir den Erwartungwert von X berechnen. Dazu benétigen
wir folgende Gleichung fiir a,b € N mit ¢ > b:

(Z) - b!(aai D) b(b— 1)!(?5(1—_1)1)—! G-1) %(Z:D

Mit Hilfe dieser Gleichung berechnen wir nun EX:

Ea(] - migm}k PIX = k] = mu:zﬂjn}k (& )((N) k)

min{M,n} %(M—l) (N—M)

— ko k—1 n—k
2 b
tmn{Mn} ( )((N 1)— (M- l))

_ (n—1)—(k—1)
N Z (n—l)

Wieder machen wir eine Indexverschiebung mittels [ = k—1 (bzw. k = [+1).
Dabei beachte man, dafl min{n, M} — 1 = min{n — 1, M — 1} gilt. Somit:

@(]_ ﬂ min{ﬂ/lz—i,n-l} (1\/1!—1) ((N_(,i)__lt)ﬂj[_l)) - nM
“F I
=0 o n—1 P

=1
wobei Y eine hypergeometrisch-verteilte Zufallsvariable ist mit dem folgenden
Modell: aus NV — 1 Kugeln (davon M — 1 rote Kugeln und (N —1) — (M —1)
blaue Kugeln) ziehe man n — 1 Kugeln ohne Zuriicklegen; Y beschreibt die
Anzahl der roten Kugeln, die gezogen wurden.
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Zur Berechnung der Varianz von X bené&tigen wir E(X?):

min{M,n} min{M,n} (M) (N—M)
ExY] = Y B PX=k= ;:kPJﬁﬁi—
k=0 =1 n
min{M,n} _I\kl (M 1) (N—M)

- 2 My

e Yy

- X e

Wiederum machen wir eine Indexverschiebung durch [ = k£ — 1 und wir
erhalten analog zur Berechnung von EX:

min{M—-1,n—1} M-1\ ((N-1)—(M-1)
]E(Xﬂ _ M S (l+1)-( L) Nf;-u-z )
N =0 . (n—l)
_ TL_M I:min{l\/i,n—l}l . (M'l—l) ((N—(:L)_—l()ll_/[l—l)) +min{1\/lz—-:l,n—l} (IVIl—l) ((N—(Tll)——l()lill—l)):l
V% R O
:j"'rﬂu"":'ll :1
_nM fn-1(M-1)
N { N-1 +4'

Die Varianz ist nun gegeben durch:

) = B0 e L [0=PU e

B nM.[(n—I)(M—l) 1__7%]

N N—1 N
_nM (n—1)(M—-1)N+(N-1)N —nM(N —1)

- N (N-1)N

_ nM nMN—-MN—-nN+N+N>-N-nMN+nM
- N (N -1)N

_ nM N?4nM—-nN—-MN

- N (N-1)N

_ naM (N - M)N -n)

- N (N-1N

nM N-M N-n

N N N-1

— ﬂ.(l_M).N—n‘
N N N -1

Beispiel:

In einer Lostrommel befinden sich 1000 Lose, wobei 75 Gewinnlose darunter
sind. Es werden 10 Lose gezogen. Man berechne die erwartete Anzahl X von
Gewinnen, sowie die Varianz und Standardabweichung von X.
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Folie zur Vorlesung

“Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stoch. Prozesse”
J4.14.2016

Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b]: X v Umf (LQ | b])

Die stetige Zufallsvariable X : Q — [a, ] ist gleichverteilt auf dem reellen
Intervall [a, b], falls X die folgende Dichtefunktion besitzt

A fallsa<z<b
fx(@) = {b_a o
0 sonst

Dies ist tatséichlich eine Dichtefunktion, da fx(z) > 0 fiir alle z € R und

= b1 z |° b a b—a
@T d — — = = -_ = = .
/—oof(x) v I b—adﬂc [b—a] b—a b—a b—-a !
i A

k‘)_:; 1 : :Fx()‘)

l

=

U ===
v
x

Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < ] ist dann wie folgt gegeben:

t<a ;
Fy(t) = PX < f] = /_ fx(z)dz = 0.

a<t<h

Fx(t):/_;fx(ﬂ?)d-T:/atfx(m)dw:/atbiadm-"- [bfa] -i=2

b<t:

Es gilt somit fir a <c<d < b

d—a (..'-.'Q _— (d—;a)m(a;a) — d—'C
b—a b—a b—a T b—a’

Ple < X < d] = Fx(d)—Fx(c) =
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Erwartungswert von X:

oa b

E[X] = f acfx(:c)dx-——“/ z dz
—00 a b—a
1, 1 1" ¥-d® a+b
2 b—al, 20-a) 2

Zur Berechnung der Varianz von X bendtigen wir:

— i 1
]E[Xz] . / -‘L‘Qf,\'(:?.‘) da: =/ :Uzb_ ad:{:
[/]

v =00

3% b—a), 30-0 3

Somit ist die Varianz gegeben durch

Var(X) = E[X?— (E[X])?=" +“3b+“2 - ("‘Z”) |

[1 g 1 ]" b —a® 0 +ab+a®

4% + dab + 4a® — 3a® — 6ab — 3V b* —2ab+a®

12 12




Exponentialverteilung: X 4 EXP (9\.)

Eine stetige Zufallsvariable X :  — Ry ist exponentialverteilt mit dem
Parameter )\ > 0, falls X die folgende Dichtefunktion besitzt

A fallsz >0
fx(z) = {

0 sonst

Dies ist tatséchlich eine Dichtefunktion, da fx(z) > 0 fiir alle z € R und

[ r@in= [aemin= -] 0= (- =1
B :
A

0

A -

£

Die Verteilungsfunktion Fix(t) = P[X < t] ist dann wie folgt gegeben:

t <O
t

Fy(f) = PX < f] = / fx(z) dz = 0.

/-:o fx(@)dw = /0‘ Ix{z)dz = _/0 e di

t
= [_e—)\m“ . _e—)\t _ (-—60) =1 G—M.
0

t>0:

Il

Fx(t)

B
AL, .. . —




(o)

Erwartungswert von X: Zunéchst

E[X]=/_°oa"fx( z)dr = A \7/\9 AT dir.
= 9

Wir wenden nun partielle Integration an mit

f=g, =X = [f=1g=-*

o0 *O0 N
- / —e Ydx
0 0

£s, 1
0—0+ / e Mdy = — =™
i A

und erhalten

E[X] = —ze™*

I

Zur Berechnung der Varianz von X benotigen wir:

E[X?]:/ 22 fx () dx—/ v)\e_’\“‘d'c

Wir wenden nun wieder partielle Integration an mit
f=2% gd=X™ = f=2,9=-¢"
und erhalten

]E[.X2] — _CL,Ze-v\m

oo [o ]
— / —2ze~dx
0 Jo

e 0—0+2/oo:ce"\mdm*Efmx)\e_)‘”dsc——2-
B 0 ) 0 AT

—E[X]=1/A
Somit ist die Varianz gegeben durch
2 1 1
Var(X) = ]E[Xz] - (E[X])2 = *)\—2 - F = :\'5.

Bemerkungen:

1. Die Exponentialverteilung wir hiufig verwendet, um die Lebensdauer
von technischen Komponenten zu modellieren.

2. In manchen Biichern ist die Dichtefunktion fiir z > 0 gegeben durch

() ()= 3o

Dies ist eine reine Frage der Paramatrisierung: ersetze A > 0 durch den
neuen Parameter 1/A > 0, woraus man diese alternative Beschreibung
der Dichtefunktion erhélt. Wenn die Dichtefunktion wie (x) gegeben
ist, so ist E(X) = A und Var[X] = A2 In unserer Vorlesung verwenden
wir aber die eingangs erwihnte Darstellung der Dichte und nicht ().

3. Die Restverteilung von X ist gegeben durch

PX >t =1-PX <t]=1-Fx(t)=1-(1—e™) =¢e™ fiirt > 0.
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Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung:

Satz: Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt: X ist genau dann exponential-
verteilt, falls fiir alle z,y > 0 gilt:

PX>z+y|X >yl =PX > ]

Interpretation: Ein elektrisches Bauteil hat nach y Zeiteinheiten dieselben
Wahrscheinlichkeiten fiir die Restlaufzeit wie ein neues Bauteil.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, da fiir exponentialverteiltes X obige Glei-
chung gilt:

PX >z+y,X >y
P[X > y

. H%{[;i—;]yl da [X > z + y] impliziert (X > y| wegen z > 0
1 —P[X <+

1-PlX <y]
1 = (1 = G—A(:c+y))

1-(1—e)
e—)\(z+y))

— — AT _
= = e =PX >z

Gelte nun umgekehrt fiir alle z,y > 0, daB P[X > z+y | X > y] = P[X > z].
Wir zeigen nun, dafl dann X exponentialverteilt sein muf.
Sei zuniichst Fx(z) die Verteilungsfunktion von X. Dann gilt fiir alle z,y > 0:

PX>z+y,X >
PIX > vy

l—Fx(z) = PX>z]=PX>z+y|X>y]=

PIX>z+yl 1-Fx(z+y)
PIX >yl — 1-Fx(y)

]

D.h. mit G(z) := 1 — Fx(z) erhalten wir die Funktionalgleichung
G(z) - Gly) = Gz +y),

deren Losungen die Exponentialfunktionen sind, also G(z) = €** fiir A € R.
Es gilt:

e Da G(0) = 1, folgt Fx(0) =1—G(0) =0, d.h. X > 0.

e Da die Verteilungsfunktion Fx(z) nicht konstant ist, kann auch G(z) =
1 — Fx(z) nicht konstant sein, d.h. A # 0.

e Da die Verteilungsfunktion Fi(z) monoton wachsend ist, mufl G(z) =
1 — Fx(z) monoton fallend sein, d.h. es mu8 gelten: A < 0.

Somit erhalten wir, daB die Verteilungsfunktion von X die Form Fx(t) =
1 —e~™ fiir A > 0 besitzt, also genau die Form der Verteilungsfunktion einer
exponentialverteilten Zufallsvariablen. Somit ist X exponentialverteilt.
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“Wahrscheinlichkeitsrechnung und Stoch. Prozesse”

Aufgaben zur Poisson- und Exponentialverteilung:

1. Eine Versicherung zahlt Entschidigungen fiir Hagelschéden. Dabei wird
die Anzahl X der Hagelunwetter pro Jahr mit Hilfe einer Poisson-
Verteilung modelliert. Im Schnitt kommt es zweimal im Jahr zu einem
Hagelunwetter.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf in einem Jahr maximal
2 Hagelunwetter auftreten?

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal in 3 Jahren maximal 5
Hagelunwetter auftreten?

(c) Es wird ein Zeitraum von 5 Jahren betrachtet. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit, daf in maximal 2 Jahren mehr als 2 Hagelun-
wetter auftreten?

(d) Wie viele Jahre miissen vergehen, damit es mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 90% mindestens ein Jahr gab, in welchem
mehr als 2 Hagelunwetter auftraten?

2. Eine zufillig ausgewihlte CD eines bestimmten Herstellers ist mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von p = 0,015 defekt. Es wird eine Schachtel
mit 100 CD’s auf die Qualitét der CD’s iiberpriift. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, da8 mindestens zwei defekte CD’s in der Schachtel
sind? Berechnen Sie einmal das Ergebnis exakt, und einmal mit Hilfe
der Approximation durch die Poisson-Verteilung!

3. Die Gliihbirnen eines bestimmten Herstellers haben eine durchschnittli-
che Lebensdauer von 100 Stunden. Man nehme an, dafl die Lebensdauer
einer zufillig ausgewihlten Gliihbirne exponential-verteilt sei. Wie grofl
ist die Wahrscheinlichkeit, da8 die Gliihbirne mindestens 110 Stunden
leuchtet?
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