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Einleitung

Elektromagnetische Schwingungen sind aus der heutigen Physik kaum mehr wegzudenken,
doch vor noch rund 200 Jahren war den Physikern kein Zusammenhang zwischen elektri-
schen und magnetischen Phinomenen bekannt !. Erst 1820 entdeckte der déinische Philo-
soph und Physiker Hans Christian Oersted (1777-1851) durch Zufall bei einem Experiment,
das er seinen Studenten vorfiihrte, dass eine Kompassnadel durch einen elektrischen Strom
abgelenkt wurde. Dies war die erste Beobachtung eines Zusammenhangs von Elektrizitét
und Magnetismus. Mit dieser Entdeckung lenkte er die Aufmerksamkeit der damaligen
Forscher auf sich, unter denen sich vor allem André Ampere (1775-1836) hervortat. Er
erkannte, dass zwei parallele Leiter, in denen der Strom in die gleiche Richtung flieit, eine
Anziehungskraft aufeinander ausiiben. Auflerdem war er bereits in der Lage, diesen Effekt
quantitativ zu beschreiben und legte damit den Grundstein der mathematischen Theo-
rie des Elektromagnetismus, dessen Bezeichnung ebenfalls auf Ampeére zuriick geht. Zur
selben Zeit beschiftigte sich auch Michael Faraday (1791-1867) mit der Entdeckung von
Oersted und konnte 1831 das Gesetz der elektromagnetischen Induktion angeben, welches
ihn in die Lage versetzte, den ersten Dynamo zu konstruieren. Seine Experimente bilde-
ten somit die Grundlage der modernen elektromagnetischen Technologie. Jedoch war die

James Clerk Maxwell

1Zur Geschichte des Elektromagnetismus siehe http://leifi.physik.uni-muenchen.de/web_ph10/geschichte
bzw. http://www.wikipedia.org

11
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daraus resultierende Theorie noch nicht vollstédndig, erst 1862 verdffentlichte James Clerk
Maxwell (1831-1879) in seiner Arbeit ’'On Physical Lines of Force’ die Theorie der elektro-
magnetischen Wellen in jener Form, wie wir sie heute kennen. Bemerkenswert ist hierbei,
dass Maxwell diese nicht anhand von Experimenten postulierte, sondern diese aus der ma-
thematischen Theorie schlussfolgerte. Die Maxwell’schen Gleichungen gehéren dank ihrer
Allgemeinheit wahrscheinlich zu den wichtigsten Resultaten der Physik. Jedoch sind sie
in ihrer allgemeinen Form oft zu komplex, um sie direkt praktisch einsetzen zu koénnen.
Deshalb wird, meist ausgehend von den Maxwell’schen Gleichungen, ein einfacheres Mo-
dell abgeleitet, je nachdem welche Groflen in der Anwendung vernachléssigbar sind. Auch
das Modell der elektromagnetischen Streuung, das in dieser Arbeit behandelt wird, basiert
auf diesem Ansatz. Im wesentlichen besteht das resultierende Modell aus einer partiellen
Differentialgleichung, einer Randbedingung und einer Abstrahlbedingung. Im Allgemeinen
sind solche partiellen Differentialgleichungen aber nicht explizit 16sbar. Aus diesem Grund
miissen geeignete numerische Naherungsverfahren verwendet werden. Zwei der bekannte-
ren Methoden, die sich hierfiir anbieten, sind die Finite Element Methode (FEM) und die
Randelementmethode (BEM). Im Falle von Streuproblemen hat die Finite Element Metho-
de jedoch den Nachteil, dass bei dieser Methode das Gebiet, in dem die Lésung berechnet
werden soll, diskretisiert werden muss. Dieses ist bei Auflenraumproblemen aber unendlich
grof}. Das bedeutet, dass bei der Finite Element Methode ein Teil des Gebietes "abgeschnit-
ten’ wird, oder infinite Elemente verwendet werden, was wiederum weitere Schwierigkeiten
mit sich bringt. Bei der Randelementmethode muss hingegen nur der Rand des Objektes, an
dem die Welle gestreut wird, diskretisiert werden. Jedoch birgt diese Methode ein anderes
Problem in sich. Betrachtet man ndmlich das Streuproblem im Innenraum, so besitzt dieses
Eigenfrequenzen, bei denen das Streuproblem keine eindeutige Losung besitzt. Dies ent-
spricht dem Eigenwertproblem der inneren Maxwell-Gleichungen. Das Auflenraumproblem
besitzt hingegen fiir jede Frequenz eine eindeutige Losung, jedoch geht diese Eigenschaft
bei der Standardmodellierung durch Randintegralgleichungen verloren, falls eine Eigenfre-
quenz fiir das Innenraumproblem vorliegt. Aus diesem Grund fithrten Brakhage und Werner
(siehe [3]) fiir das Streuproblem der Akustik eine kombinierte Randintegralgleichung ein,
die dieses Problem im Falle der Helmholtz-Gleichung behob. Allerdings konnten sie ihr
Ergebnis nur fiir glatte Rénder zeigen. Basierend auf diesem Ansatz wurden deshalb soge-
nannte modifizierte Randintegralgleichungen eingefiihrt, bei welchen auch fiir nicht glatte
Rénder die eindeutige Losbarkeit rigoros beweisbar ist. Dies wurde zunéchst in [10] fir die
Helmholtz-Gleichung gezeigt, eine Arbeit fiir die Maxwell-Gleichungen ist zum Beispiel [9].
In [16] wurde eine alternative Formulierung fiir die Helmholtz-Gleichung vorgeschlagen, in
dieser Arbeit soll diese Idee auf die Maxwell-Gleichungen iibertragen werden.

Die Diplomarbeit ist folgendermafien gegliedert:

Im ersten Kaptitel wird ausgehend von den Maxwell’schen Gleichungen, durch diverse
Annahmen bzw. Vereinfachungen, ein System hergeleitet, das den Ausgangspunkt fiir die
weiteren mathematischen Untersuchungen darstellt. Dieses System besteht dabei aus ei-
ner partiellen Differentialgleichung, einer Randbedingung und der Silver-Miiller- Abstrahl-
bedingung.

Im zweiten Kapitel wird zunéchst auf die geometrischen Voraussetzungen an das Gebiet (2
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eingegangen. Danach werden kurz die klassischen Sobolev-R&aume eingefiihrt, um schliefllich
auf die speziellen Sobolev-Raume fiir die Maxwell-Gleichungen eingehen zu kénnen.

Im dritten Kapitel wird die klassische Stratton-Chu Darstellungsformel fiir den Innen- und
Auflenraum hergeleitet. Motiviert durch die Darstellungsformel werden dann entsprechen-
de Potentialoperatoren eingefiihrt und ihre Eigenschaften diskutiert. Danach werden die
dazugehorigen Randintegraloperatoren definiert, und einige wichtige Eigenschaften gezeigt.
Im vierten Kapitel wird zunéchst kurz auf die Problematik der nicht eindeutigen Losbar-
keit der herkémmlichen Randintegralgleichungen fiir Eigenfrequenzen eingegangen. Danach
wird kurz der klassische Losungsansatz von Brakhage und Werner behandelt, und die Mo-
difikationen von Buffa und Hiptmair besprochen. Danach wird eine alternative modifizierte
Randintegralgleichung eingefiihrt, und deren eindeutige Losbarkeit bewiesen. Die Arbeit
schliefit mit einem kurzen Ausblick.
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1 Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel soll zunéchst kurz auf die Maxwellschen Gleichungen und ihre Bedeu-
tungen eingegangen werden. Da diese in ihrer Allgemeinheit ein kaum zu handhabendes
System von partiellen Differentialgleichungen darstellen, werden danach Schritt fiir Schritt
diverse Vereinfachungen vorgenommen, bis nur noch eine partielle Differentialgleichung mit
diversen Nebenbedingungen iibrig ist. Dies soll dann das mathematische Ausgangsproblem
darstellen, welches in den darauf folgenden Kapiteln behandelt wird. Die Vorgehensweise
und Notation ist dabei an [26] angelehnt.

1.1 Die Maxwellschen Gleichungen

Das folgende System von partiellen Differentialgleichungen sind die sogenannten Max-
well’schen Gleichungen in differentieller Form, welche im gesamten Raum gelten sollen:

curl E(z,t) = —%, (1.1)
curl H(z, ) = % +j(z, 1), (1.2)
div D(z,t) = j(z, 1), (1.3)
div B(z,t) = 0. (1.4)

Hierbei steht E fiir die elektrische Feldstirke, D fiir die dielektrische Verschiebung, H fiir
die magnetische Feldstérke, B fiir die magnetische FluBldichte und j fiir die elektrische
Stromdichte. Die einzelnen Gleichungen bringen hierbei verschiedene physikalische Gesetze
zum Ausdruck:

e Gleichung (1.1) ist auch als Induktionsgesetz (bzw. Faradaysches Gesetz) bekannt,
und bringt zum Ausdruck, dass eine Anderung des magnetischen Flusses einen elek-
trischen Strom induziert.

e Gleichung (1.2) wird als Durchflutungsgesetz (bzw. Amperesches Gesetz) bezeichnet,
und bedeutet, dass elektrische Strome magnetische Wirbel erzeugen. Hierbei wird die
dielektrische Verschiebung 7 2 D(:p t) ebenfalls als elektrischer Strom aufgefasst.

e Die Gleichungen (1.3) und (1.4), welche als elektrisches und magnetisches Gaufisches
Gesetz bekannt sind, bringen zum Ausdruck, dass die Quellen elektrischer Felder
elektrischen Ladungen entsprechen, bzw. dass magnetische Felder quellenfrei sind.

15



16 1 Physikalische Grundlagen

Eine weitere niitzliche Beziehung basiert auf der Tatsache, dass die elektrische Ladung
erhalten bleiben muss. Dies wird durch die Kontinuitatsgleichung

Op(z,t)

divj(z,t) = — T

(1.5)

zum Ausdruck gebracht.
Bildet man nun die Divergenz der Gleichungen (1.1) und (1.2), so erhélt man

0 ~ 0 ~

adiv B(zx,t) = a(div D(z,t) — p(x,y)) = 0.

Dies hat zur Folge, dass die Gleichungen (1.3) und (1.4) immer halten, falls sie zu einem
Zeitpunkt gelten. Obwohl die Gleichungen (1.3) und (1.4) aus (1.1) und (1.2) folgen, diirfen
diese im Allgemeinen bei numerischen Ansétzen nicht vernachléssigt werden.

1.2 Der Zeitbereich

Eine erste Vereinfachung, die getroffen wird, ist die Annahme, dass nur von einer zeithar-
monischen Erregung ausgegangen werden soll, d.h. die Erregungsstréome und die Ladungen
sind sinusperiodisch beziiglich der Zeit. Aufgrund der Linearitdt der Maxwellgleichungen
hat dies jedoch zur Folge, dass alle auftretenden Felder sinusperiodisch sind, d.h. alle Felder
konnen mit Hilfe der Frequenz w in der Form

F(x,t) = F(x)e™

dargestellt werden (wobei F fiir ein beliebiges Feld steht). Setzt man dies nun in die Max-
wellgleichungen (1.1)-(1.4) ein, so erhélt man:

curl E(z) = —iwB(z), (1.6)
curl H(z) = iwD(z) + j(z), (1.7)
divD(z) = p(t), (1.8)
div B(z) = 0. (1.9)

Hierbei ist zu beachten, dass die Felder nun komplexe Funktionen sind. Verwendet man nun
noch die Kontinuitatsgleichung (1.5), so kann auch noch die Ladungsdichte via —iwp = div j
eliminiert werden.

Bemerkung 1.1. Dieser Ansatz ist durchaus fiir viele Anwendungen realistisch, da oft
wie zum Beispiel bei der Radariberwachung oder bei Wechselstrom eine bestimmte Fre-
quenz vorherrscht. Allerdings kann dieser Ansatz ebenso bei einer allgemeineren Errequng
gemacht werden, wenn man eine Fourierentwicklung vornimmt. Hierbei wdren dann natir-
lich mehrere Systeme mit verschiedenen Frequenzen zu ldsen.
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1.3 Materialannahmen

Um das System (1.6)-(1.9) weiter vereinfachen zu kénnen, ist es notwendig, Materialbezie-
hungen zu betrachten, welche einen Zusammenhang zwischen D und E bzw. zwischen B
und H herstellen. Hierbei konnen nun drei Félle unterschieden werden:

e Vakuum: Im leeren Raum gelten die Beziehungen

]5 = €0E,
B = MQI:I
Hierbei steht
107 Am Am
= A~ 885510712 —
=0 dc? Vs Vs
fiir die elektrische Feldkonstante des Vakuums und
Vs Vs
= 47107 —= ~ 1.2566 - 107 5——
Ho T Am Am

.o . . . 1
fiir die magnetische Feldkonstante des Vakuums. Auflerdem gilt NG

fiir die Lichtgeschwindigkeit steht. Dies wird jener Fall sein, auf welchen im Rahmen
dieser Arbeit eingegangen wird, da die Streuung von elektromagnetischen Wellen
meist in einer von einem Gas erfiillten Umgebung betrachtet wird, und diese sich
meist dhnlich wie Vakuum verhalten.

= ¢, wobei ¢

e inhomogene, isotrope Materialien: Dies ist der in der Praxis am h&aufigsten auftre-
tende Fall, und beschreibt ein Gebiet, in dem sich verschiedene isotrope Materialien
befinden. In diesem Fall gilt

D=cE, B=yH, (1.10)

wobei € und p skalare, positive und beschriankte Funktionen des Ortes sind. Bei der
Modellierung werden beide Funktionen jedoch meist als stiickweise konstant ange-
nomimen.

e inhomogene, anisotrope Materialien: Dies ist der allgemeinste Fall, der fiir einige
Materialien (zum Beispiel Quarz) angenommen wird. Hierbei sind p und e positiv
definite Matrixfunktionen in Abhéngigkeit vom Ort.

Eine weitere wichtige Tatsache ist, dass in einem leitenden Material das elektrische Feld
selbst Strome hervorruft. Ist die elektrische Feldstérke nicht zu grof, kann angenommen
werden, dass das Ohm’sche Gesetz

j=0E +]a (1.11)
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héalt. Hierbei ist o die elektrische Leitfahigkeit, welche im Allgemeinen eine positiv semi-
definite Matrixfunktion des Ortes ist. j, beschreibt die angelegte Stromstirke. In Vakuum
(oder in Luft bei geringeren Feldstéirken) gilt jedoch 0 = 0, € = ¢p und p = .
Verwendet man nun die Annahmen (1.10) und (1.11) so erhélt das zeitharmonische Max-
wellsystem die folgende Form:

curl E(z
curl H(z

(),

zng( )+ oE +ja< ),
div (¢E(z)) = ——d1V (0E +Ja),
div (pH(x)

) =
) =
)
)

Normiert man nun noch die Felder

E=c"E, H=p"H
und setzt
1 :
57":_(5_2_0-)7 Mr:ﬂa
€0 w Ho
so erhalt man schlie3lich
curl E(z) = —ikp, H(x), (1.16)
1
curl H(z) = ike, E(x) + zk:F (1.17)
) 1 .
div (¢, E(z)) = ﬁdlv F, (1.18)
div (1, H(z)) = 0, (1.19)

wobei die Erregung nun durch F = ik;,uoja gegeben ist, und k = w,/gopg > 0 die Wel-
lenzahl ist. Fiir & > 0 ergeben sich die Gleichungen (1.18) und (1.19) durch Bildung der
Divergenz aus (1.16) und (1.17). Eliminiert man nun das magnetische Feld H aus den
Gleichungen (1.16) und (1.17) so kommt man zu folgender partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung

1
curl (—curlE) — £%¢,E = —F. (1.20)

[
Natiirlich wéare auch eine Elimination des elektrischen Feldes moglich gewesen, da in der
verwendeten Literatur aber meist das magnetische Feld eliminiert wird, wird auch hier
dieser Ansatz verwendet. Formel (1.20) gilt nun aufgrund der Herleitung fiir ein beliebi-
ges inhomogenes isotropes Material. Da sich diese Arbeit aber auf die elektromagnetische
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Streuung bezieht, haben wir es aber im Normalfall mit Luft als Medium zu tun, welche sich
fiir geringe Feldstarken wie Vakuum verhéalt. Deshalb gilt in diesem Spezialfall €, = p, = 1.
Dadurch vereinfacht sich Gleichung (1.20) zu

curlcurlE — ¥°E = —F. (1.21)

1.4 Rand- und Abstrahlbedingungen

Gleichung (1.21) ist allerdings nicht ausreichend, um das elektromagnetische Streuproblem
zu beschreiben. Hierzu sind noch geeignete Randbedingungen erforderlich. Da Gleichung
(1.20) bei einer Unstetigkeit von &, bzw. p,, was beim Ubergang zwischen verschiedenen
Materialien passieren kann, nicht erfiillt ist, ist es notig, dass die Tangentialkomponente von
E stetig beim Ubergang zwischen zwei Materialien ist (siehe [26]). Dies kann mathematisch

durch
nx(E,—E,) xn=0 aufl (1.22)

beschrieben werden, wobei I das Interface zwischen Innen- und Auflenraum beschreibt, 7
den dazugehorigen duleren Normalenvektor, E; und E, die Grenzwerte des elektrischen
Feldes bei einem Ubergang von innen bzw. aufien beschreiben sollen.

Fiir das magnetische Feld gilt im allgemeinen

(H, - H,) xii=j, aufl,

wobei das tangentiale Vektorfeld js die Oberflichenstromdichte bezeichnet. Beschreibt I"
aber keine diinne leitende Schicht, bzw. hat F keine Singularitdten, welche Oberfléichen-
strome auf I' hervorrufen, so gilt j, = 0 (siehe [26]). In den meisten Féllen kann also

(H;—H,) x7=0 aufl’

angenommen werden.

Will man nun die elektromagnetische Streuung an einem idealisierten perfekten Leiter
betrachten, d.h. 0 = 0o, so erhélt man durch den Grenziibergang 0 — oo im Ohmschen
Gesetz (1.11), dass E; = 0 fiir einen perfekten Leiter gilt. Verwendet man dies in Gleichung
(1.22), so erhélt man die Randbedingung

nXxE,xn=0 (1.23)

fiir die Streuung an einem perfekten Leiter.
Teilt man das elektrische Feld nun in ein einkommendes und ein gestreutes Feld, d.h.

E,=E +E°,
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so kann die Erregung F als Erzeuger des einkommenden Feldes angesehen werden. Das
gestreute Feld erfiillt dann die homogene Differentialgleichung curlcurl E¥ — k*E* = 0.
Die beiden Felder erfiillen also das System

curlcurlE' — i’E' = -F  in R*\ Q,

curl curl E* — k*E* = 0 in R*\ Q,

E' +E° =E,,
wobei () das Gebiet ist, das vom streuenden Objekt eingenommen wird, und I' = 92 dessen
Rand ist. Nun wird das einkommende Feld E? als bekannt vorausgesetzt, wodurch nur noch
das gestreute Feld E® zu ermitteln bleibt. Aus der Randbedingung fiir den perfekten Leiter
(1.23) erhélt man nun mit
AxExii=—iixE xii=g

eine geeignete Randbedingung fiir das gestreute Feld E°. Das gestreute Feld soll hierbei
ein ausgehendes Feld beschreiben, dies wird durch die Abstrahlungsbedingung von Silver-
Miiller sichergestellt, diese lautet

lim |z|(curlE® x & —ikE®) =0 (1.24)

|z|—o00

gleichméfig fiir alle Richtungen von x, wobei & = ﬁ gilt. Anstatt dieser starken Bedingung
kann alternativ auch die schwéchere Bedingung

r—00

/ lcurl E* x it — ikE*|*ds, — 0
)

gefordert werden, wobei B, eine Kugel um den Ursprung mit Radius r bezeichnet.

1.5 Mathematisches Modell

Aufbauend auf diesen physikalischen Herleitungen kann nun das in dieser Arbeit betrach-
tete mathematische Modell definiert werden.
Gesucht ist ein Feld U, sodass die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

curlcurlU — £°U =0 in R\ 0, (1.25)
nxUxn=g auf I, (1.26)
/ lcurl U x 7 — ikUl|*ds, — 0. (1.27)

OB

Im Verlaufe der Arbeit soll nun eine Randintegralgleichungsmethode hergeleitet werden,
welche es ermdglicht, obiges Problem fiir einfachzusammenhéngende und beschriankte Ge-
biete unabhéngig von der Wellenzahl k 16sen zu konnen. Hierbei werden zunéchst die pas-
senden Funktionenrdume eingefiihrt, damit das Ausgangsproblem mathematisch korrekt
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beschrieben werden kann. Danach werden darauf aufbauend Potentialoperatoren einge-
fithrt, welche die Bedingungen (1.25) und (1.27) erfiillen. Durch einen Grenziibergang die-
ser Potentialoperatoren auf den Rand werden danach Randintegralgleichungen gewonnen,
durch deren Losen die Bedingung (1.26) sichergestellt werden kann. Jedoch ist die dadurch
gewonnene Randintegralgleichung nicht fiir jede Wellenzahl k eindeutig losbar. Um auch
dies gewihrleisten zu konnen, werden im abschlieBenden Kapitel modifizierte Randinte-
gralgleichungen eingefiihrt, welche die Unabhéngigkeit der eindeutigen Losbarkeit von k
sicherstellen.

Bemerkung 1.2. In den ndichsten Abschnitten soll nicht nur die Differentialgleichung
curlcurlU — £*U =0

mit k € R betrachtet werden, sondern soweit méglich die allgemeinere Gleichung
curlcurl U + x*U = 0

mit k € C, betrachtet werden. Offensichtlich erhdlt man mit k = 1k wieder die urspriingliche
Gleichung zurick. Diese Vorgehensweise ist darin begriindet, dass bei der mathematischen
Behandlung des Problems auch andere Richtungen von k aufler k = ik bendtigt werden,
und auch meist ohne Aufwand allgemeinere Aussagen gezeigt werden kénnen.
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2 Funktionenriaume

In diesem Abschnitt wird zuerst auf die genauen geometrischen Voraussetzungen an das
Gebiet ) eingegangen. Danach werden kurz die klassischen Sobolevraume eingefiihrt, als
Literatur wurden hierbei unter anderem die Standardwerke [25] und [1] verwendet. Im
néchsten Teilkapitel werden dann einige Dichtheitseigenschaften bewiesen, die im darauf
folgenden Kapitel benotigt werden. Im letzten Teilkapitel folgen die Sobolev-Raume fiir
die Maxwell-Gleichungen, als Hauptreferenz sind hierbei die Paper [5] und [6] verwendet
worden, welche sicher zu den wichtigsten Arbeiten im Bereich der Sobolev-Réiume fiir die
Maxwell-Gleichungen gehoren.

2.1 Geometrische Voraussetzungen

Die meisten Aussagen in den folgenden Kapiteln sind im Allgemeinen nicht auf beliebi-
gen Gebieten giiltig, deshalb beschrinken wir uns in der Folge auf sogenannte Lipschitz-
Polyeder bzw. stiickweise glatte Lipschitz-Gebiete. Diese sollen in Folge kurz beschrieben
werden, fiir genauere Aussagen zu allgemeinen Lipschitz-Gebieten siehe [8].

Definition 2.1 (Lipschitz-Hypograph). Sei f : R"™! — R cine Lipschitz-stetige Funk-
tion, dann wird die Menge

Q={x=(2,2,) ER": 2, < f(a) fiir alle 2’ = (z1,...,2,_,) € R" '}
als Lipschitz- Hypograph bezeichnet.

Definition 2.2. Fine offene Menge ist ein Lipschitz-Gebiet, falls ihr Rand kompakt ist
und endliche Familien von Mengen {W,;} und {Q;} existieren, welche die folgenden Eigen-
schaften erfiillen:

1. Die Familie {W;} ist eine endliche offene Uberdeckung des Randes T.

2. Jede Menge §; ldsst sich durch Translationen bzw. Rotationen in einen Lipschitz-
Hypographen tiberfiihren.

3. Es qilt QN W; = Q; N W; fiir alle 1.

Definition 2.3 (Lipschitz-Polyeder). Ein Gebiet Q2 wird als Lipschitz-Polyeder bezeich-
net, falls es die folgenden Figenschaften erfiillt:

o O wird durch eine endliche Anzahl ebener Polygone begrenzt,
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o () ist ein Lipschitz-Gebiet,
o () ist einfach zusammenhdngend.
Bemerkung 2.4. FEin Lipschitz- Polyeder ist nicht notwendigerweise konvex.

Definition 2.5 (stiickweise glattes Lipschitz-Gebiet). Ein Gebiet ) wird als stiick-
weise glattes Lipschitz-Gebiet bezeichnet, falls es einen stiickweise glatten Rand besitzt,
sodass fiir jeden Punkt in OS2, das Gebiet €1 lokal durch einen C*°-Diffeomorphismus in
eine Umgebung eines Randpunktes eines Lipschitz-Polyeders iberfiihrt werden kann.

Im folgenden werden Lipschitz-Polyeder fiir das Gebiet 2 angenommen (falls nicht expli-
zit anders angefiihrt), die Ergebnisse konnen aber auf stiickweise glatte Lipschitz-Gebiete
tibertragen werden (siehe [5]).

Definition 2.6. Im folgenden wird der Rand von 2 mit I' bezeichnet, d.h. T' = 0X2. Weiters
werden die einzelnen Randpolygone mit I'; bezeichnet (hierbei soll von einer Partition von
I' ausgegangen werden, sodass I' = | J,c; T's gilt und |I| minimal ist), dementsprechend wird
eine Kante zweier Polygone I'; und I'; mit e;; bezeichnet, d.h. ;N fj = €.

2.2 Sobolev-Raume

Zunéchst sollen kurz die klassischen Sobolevraume eingefiihrt werden. Hierfiir sei €2 ein
allgemeines Lipschitzgebiet.

Definition 2.7. C*(Q) bezeichnet den Raum der beschrinkten k-mal stetig differenzierba-
ren Funktionen auf Q C R®, dementsprechend bezeichnet C*°(S2) := (5, C¥(2) den Raum
der beschrdnkten unendlich oft differenzierbaren Funktionen. D(Q) := Cg°(Q) C C>=(R) be-
zeichnet den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompakten Trager,
d.h.

D(Q) :=C(Q) :={U €C>*(Q) :suppU C K C Q}
wobei K kompakt ist.

Definition 2.8. Fir 1 < p < oo sei L,(Q2) der Raum der p-integrierbaren Funktionen,
d.h.

L,(Q):={U: [ |U(x)Pdz < oo}.
/

Durch die entsprechende Norm
1/p

101, 0 = / U (2)Pda
Q
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wird L,(?) zu einem Banach-Raum. Fir p = 2 erhdlt man durch das innere Produkt

(U, V) L) ::/U(:c)V(x)dx

Q

einen Hilbert- Raum.

Definition 2.9. a = (ay,az,a3) € N3 wird als Multiindex bezeichnet, dabei sollen die
folgenden Konventionen gelten:

3
o ol f ()

Definition 2.10. Fir 1 < p < oo, r € N und eine offene nicht leere Teilmenge Q C R3,
wird der Sobolevraum W (€2) durch

Wi (Q) ={U € L,(2) : 0°U € L,(Q) fiir |a| <7}
definiert, die zugehorige Norm ist durch

1/p

Ul = | 3 [ 0@

lo|<r ()

gegeben. Um Rdume gebrochener Ordnung zu definieren, wird die Sobolev-Slobodeckii- Halb-
norm bendtigt. Sie ist fir p € (0,1) durch

_ p
Ul [ [ [ LU0 g,
Q

|z — y[*ter

1/p

gegeben. Fiir s =r + p definiert man nun
W3 (Q) ={U e W (Q) : |0°U|pa < oo fir|a| =1}
mit der entsprechenden Norm

1/p

100wy = | 10y + S 107U 0

la|=r

Firp=2und s > 0 ist W5 (Q) = W*(Q) ein Hilbert-Raum, das innere Produkt wird fir
s =1 € N durch

(U Vwry =Y [ 0°U(2)0°V (x)d

la|<r g
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definiert, fir s =r + p mit p € (0,1) und r € N geschieht dies durch

la|=r g

/ (0°U(x) = 0*U(y))(9°V (x) — 0*V (y))

|z — y|>+2n

Einen weitere Moglichkeit, Sobolev-Réume einzufiihren, besteht in der Verwendung der
Fouriertransformation. Diese Rdume werden mit H*(2) bezeichnet. Es kann gezeigt werden,
dass fiir s > 0

WHR?) = HY(RY), W Q) =H(Q), HQ)=Lx()

fiir jedes Lipschitzgebiet Q gilt (siehe [25] bzw. [34]).
Aufgrund der Definition von H*({2) ist dabei

IUl

1) = W |

Ho(R3) -
Definition 2.11. Fir alle s € R seq
(@) = Cr@) e,

Fiir alle s € R gilt dann

~S —S !

H*(Q) = [H(Q)]".
Definition 2.12. Der Spuroperator v : D(Q) — D(T') wird durch

YU =Ulr

definiert.

Satz 2.13. Wenn Q ein C*~Y1-Gebiet ist (d.h. die (k—1)-te Ableitung der Parametrisierung
der Oberfliche existiert und ist Lipschitz-stetig), und 1/2 < s < k gilt, dann hat 7 eine
eindeutige Erweiterung zu einem beschrdinkten linearen Operator

v H*(Q) — HV2(T).

Diese Erweiterung besitzt eine eindeutige stetige Rechtsinverse.

Beweis: Siehe [25]. n
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2.2.1 Sobolev-Riaume auf dem Rand

Da im folgenden Randintegraloperatoren eine entscheidende Rolle spielen, ist es zwangs-
laufig, dass man sich auch mit Sobolevraumen auf dem Rand I' auseinandersetzt.

Definition 2.14. Die Sobolev-Slobodeckii-Norm auf T = 08 fiir Q C R? ist fiir s € (0,1)

definiert durch
2 lu(z
”UHHs(r): HUHLQ( // |2+2 d zdsy

Der Raum H*(I") ist dann fiir s € (—1,0) durch

1/2

definiert. Die Norm wird dann wie iiblich {iber Dualitat erklért,

oy = sup 0L
H2(D) 0£ve H—5(T') ”UHH—s(F)

Fiir s = 1 sei innerhalb dieser Arbeit die folgende explizite Definition gegeben,
H'(T) = {¢ € H'(L)) : djle,, = ¢

Der zugehorige duale Raum wird mit

in H1/2(62J)} .

€ij

H=(T) = [HY(D))

bezeichnet.

2.3 Dichte Teilraume

In den folgenden Abschnitten werden einige Eigenschaften zunéchst fiir geeignete dichte
Teilraume gezeigt, und dann auf den gesamten Raum fortgesetzt. In diesem Unterkapitel
sollen nun diese geeigneten dichten Teilrdume eingefiihrt werden.

Definition 2.15. Der Raum der Restriktionen von D(R?) auf Q sei folgendermafen defi-
niert:

D(Q) :={V : V =Ulg fiir ein U € D(R*)}.

Da der Normalenvektor 7 bei Ubergingen an Kanten nicht stetig ist, wird ein weiterer
dichter Teilraum benotigt, der dieses Problem umgeht.
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Definition 2.16. U, sei im folgenden ein offenes Gebiet, sodass e;; C U, fiir allei,j € 1
gilt, wobei I die Indexmenge aller Randflichen ist. Mit Hilfe dieser Konvention kann der
Raum

D.(Q) :={U €D(Q): 33U, CR*:U(x) =0 fiir allex € QN U}
definiert werden.
Satz 2.17. D(R") ist dicht in H*(R"), fir alle s € R

Beweis: Siehe [25, Seite 77]. u

Satz 2.18. Der Restriktionsoperator U +— Ulq ist stetig von H*(R3) nach H*(2) fir alle
s > 0, hierbei ist ) ein beliebiges nicht leeres Gebiet.

Beweis: Seien U, W € H*(2), da nun

0y = i IVl
gilt, folgt
u-w sy = i V| 7
O = Wlalley = iV e
<|[U-W]| H#(R3)
womit alles gezeigt wire. [ ]

Satz 2.19. D(Q) ist dicht in H*(S2) fir alle s > 0.

Beweis: Dies folgt aus den Sétzen 2.17 und 2.18. |

Satz 2.20. Sei F' eine geschlossene Teilmenge des R3. Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine
Funktion & € C(R?) sodass

§(x) =0 falls v € F,
0<&(z) <1, [0°(x)| < Ce ol falls 0 < dist(x, F) < e,
((z) =1 falls dist(x, F') > ¢.

Dabei ist C' = C(diam(F)).

Beweis: Die Aussage findet sich fiir 1 — & in [25, Seite 64]. Dass die Konstante mit Hilfe
des Durchmessers von F' abgeschétzt werden kann, ergibt sich aus der Darstellung

ge = qje/4 * Vg /2
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wobel

)1 falls dist(z, F) <ce,
o falls dist(z, F) > e,

bzw.
U, = "U(e ')

gilt, und ¥ € D(R?) die folgenden Bedingungen erfiillt:
U(x) >0eR?, U(x) =0 fir |z| > 1, / U(x)dr = 1.
R3

Aus der Differentiationsregel fiir Faltungen ergibt sich nun
€, = (07W.pa) % vepo.

Da W aber ein fixe Funktion ist, gilt (0°¥./,) < C*(2)l*l. Da das Volumen des Tréigers von
§- durch die n-dimensionale Kugel mit Durchmesser diam(F") + 1 abgeschétzt werden kann
(siehe [25, Ubung 3.4]), folgt das Ergebnis.

|

Satz 2.21. D,(Q) ist dicht in H*(Q).

Beweis: Die Aussage findet sich in [6] ohne Beweis, zur Vollstandigkeit sei der Beweis hier
gegeben. Sei U € H'(Q) fix gewihlt, laut Satz 2.19 existiert nun eine Folge ¢; € D(Q),
sodass lim ¢; = U beziiglich der H'(2)-Norm gilt. Sei nun gbf’e = ¢; - Epe wobel g wie in
Satz 2.20 beziiglich einer vorgegebenen Menge F' C R? definiert sei. Sei nun € > 0 gegeben,
dann kann ein N, gefunden werden, sodass fiir alle ¢ > N, die Abschéitzung

€
17 = 6l ey < 5

gilt. Sei nun Fs := {x € Q0 : es existiert ein Kante e;; sodass dist(z,e;;) < d}. Dann gilt

wegen ¢; = ¢/ fiir € Q\ Fys. Da ¢; € H'(), existiert ein ¢, , sodass 19ill 1y < 3
fiir alle 0 < 9/ gilt. Weiters gilt ‘ o 5,0

L (Fas)
gbf‘;’é. Fiir die Ableitung 0, gbf‘”s gilt nach Satz 2.20

(bEtsy(S

)

F5,6
i — ¢;°

< il + |

H(Q H1(Fys)

< [|@ill 1, () aufgrund der Konstruktion von

1
%#“z@w%k+m%mg@m+qg
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Da sich das Volumen von Fys fiir kleines § proportional zu 62 verhilt (da die Kanten e;;
cindimensionale Objekte sind), ist die Norm ||¢;(9¢s)l|y, (s, Proportional zu 4, fiir die
Norm Haxjgbi

H Lo (Fag) weifl man bereits, dass sie fiir 6 — 0 gegen Null strebt. Daraus folgt,

dass es ein 0/ gibt so dass fiir alle 6 < ¢/ die Abschéitzung 5‘5’6 L\ E) < § gilt. Sei nun
H (Fys
07 = min(d}, 0}), dann folgt fiir 6 < 6
U—¢i? < ||U — ¢ pFod
|7 =01 < 10 = Sl o

< ||U - ¢z‘||H1(Q) + ||¢i||H1(F25) + H(Fy)
<ELELE_,
2 4 4

womit die Aussage gezeigt wére. |

2.4 Sobolev-Raume fiir die Maxwell-Gleichungen

Ab diesem Abschnitt sei Q C R3 ein Lipschitz-Polyeder bzw. ein stiickweise glattes Lip-
schitz-Gebiet, fiir Verallgemeinerungen auf allgemeine Lipschitz-Gebiete siehe [8].

Da es sich bei den Maxwellgleichungen um vektorielle Gleichungen handelt, miissen die
Sobolevraume fiir skalare Funktionen auf vektorielle Funktionen {ibertragen werden. Dies
geschieht auf kanonische Weise durch

H:=[H?:={U:U;eHi=123} |U|}:= Z U1 -
Bemerkung 2.22. Im folgenden werden vektorielle Funktionen im Raum mit fetten Grofs-

buchstaben und vektorielle Funktionen am Rand mit fetten Kleinbuchstaben gekennzeichnet.

Fiir die weiteren Betrachtungen soll die partielle Differentialgleichung
curlcurl U + x?U = 0,

mit k € C den Ausgangspunkt darstellen.
Satz 2.23 (1. Greensche Formel). Fir hinreichend glatte vektorielle Funktionen U und
V gilt

/curl curlU - Vdz = /curl U - curl Vdz

o ) (2.1)
_ /(curlUF x i) - (7 % (V. x 77))ds,.

T
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Beweis: Aus der Identitat

div(WxV)=V.curl W - W.curlV

folgt
/ (V-curlW — W . curlV)dx = /div (W x V)dx
Q Q
:—/(Wxﬁ)~Vdsm
r
:—/(Wxﬁ)-(ﬁx(Vxﬁ))dsx.
r
Setzt man nun W = curl U und ersetzt V durch V, so folgt die Behauptung. [ ]

Motiviert durch die 1. Greensche Formel wird nun der passende Energieraum fiir die
Maxwell-Gleichungen definiert.

Definition 2.24. Es ist
H(curl, Q) :={V € Ly(Q) : curl V € Ly(Q)}
mit der Norm
||U||§{(curl,Q) = ||U||i2(sz) + ||CUT1U||iQ(Q)-
Weiters werden durch (2.1) die beiden Dirichlet-Spuroperatoren
WU =7 x (U, x 1) =1 xv,U
mit
YU :=U), x17
bzw. der Neumann-Spuroperator
U == curlU. x 71

motiviert. Um die Abbildungseigenschaften der beiden Dirichletspuroperatoren betrachten
zu konnen, miissen zunéchst tangentiale Sobolev-Raume eingefiithrt werden.

Definition 2.25. Der Raum der tangentialen Ly-integrierbaren Funktionen wird durch
Lo;(I) :={ueLyl):u-n=0}

eingefiihrt.
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Bemerkung 2.26. Dieser Raum kann mit dem Raum der zweidimensionalen tangentialen
quadratintegrierbaren Vektorfelder identifiziert werden.

Fiir Sobolev-Réume hoherer Ordnung kann man ebenfalls entsprechende Uberlegungen
treffen, wobei sich hierbei herausstellt, dass fiir s > 1/2 an den Kanten ein Verlust der
Regularitét stattfindet (siehe [4]). Dadurch wird es notig, stiickweise definierte Rdume
einzufithren:

HS

pw,t

(I) = {u € Loy(I) :u e HY(T}) , k=1,..., N}

mit der Norm

[l

Hs(Ty)

Nr
2 2
i, 0 = Dl
k=1
Fiir die beiden Spuroperatoren yp und v, gilt zunéchst

o : D(Q) — H2(D),

pw,t

Y : D) — HL (D).

pw,t
Aufgrund der Dichtheit von D(Q) in H(Q2) kénnen die beiden Operatoren zu stetigen
Operatoren auf H'(Q) erweitert werden. Jedoch sind die beiden Operatoren von H!(Q)

nach sz/u +(I') nicht surjektiv, und haben unterschiedliche offene Bilder. Aufgrund dessen

werden zwei neue Rédume eingefiihrt, hierzu werden die folgenden Funktionale benotigt:

-t -t
N}'k // lu(z) - ti(z) —u(y) lk(y”dsmdsy,

Ix —y|3
Iy Ty
t -t
NJ_ |u l (y) k(y)|d5’md5’ )
i Ix —y|3 Y
I, Ty

Hierbei sei t;, der Einheitsvektor mit Richtung ey, ¢; sei dann fiir die Flache I'; durch
t; := ty, X 1 definiert.

Definition 2.27. Es sind

H pw,t

Hl/Q(T) = {u c H)/? (I') : Nyk(u) < oo fir alle Kanten €zk},

Hll/z(F) {u € H;{UQt(F) Nz (u) < oo fiir alle Kanten elk}

mit den dazugehdrigen Normen

Nr
2
ey :=Z|ruum(pk>+ZNlL<u>

(2.2)

() _Z”uHHl/QF )_'_ZN

€lk

2
Jull
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7. 7

Abbildung 2.1: H/*(T) Abbildung 2.2: H/*(T)

Satz 2.28. Die Rdiume Hl/Q(l") und Hll/Q(l") sind zwar keine geschlossenen Unterrdume

I
des H;{UQ’t(F), beziiglich ihrer in (2.2) definierten Norm sind sie jedoch Hilbertrdume.

Beweis: Siehe [5]. u

Satz 2.29. Die Spuroperatoren vp : H'(Q) — Hﬁ/Q(F) bzw. v : HY(2) — Hll/Q(l") sind
stetige lineare und surjektive Operatoren.

Beweis: Siehe [5]. u
Verbal beschrieben entspricht Hﬁ/ 2(F) hierbei einem Raum, welcher eine tangentiale Kon-

tinuitdt beziiglich Ubergéingen an einer Kante aufweist (sieche Abbildung 2.1). Hi/ (T)
entspricht dementsprechend einem Raum welcher eine orthogonale Kontinuitét an Uber-
géngen aufweist (sieche Abbildung 2.2).

Die zugehorigen Dualrdume sind

HVA) = HAD), =YD = HYAD)

mit der jeweils entsprechenden Norm.

2.4.1 Oberflichenableitungen

Definition 2.30. Der Oberflichengradient Vy : HY(T') — L2(T') und die vektorielle Ober-
flichenrotation curly : HY(T') — L2(T') werden durch

(Vr¢)i = Va(e:) auf Iy,
(curly ¢); = curly(¢;) auf T';

definiert, wobei Vo und curly die Differentialoperatoren fiir zweidimensionale Vektorfelder
sind.

Bemerkung 2.31. Der curly kann alternativ auch durch curlpu = Viru x 1 definiert
werden.

Diese beiden Operatoren sind linear und stetig von H'(T') nach L#(T"). Mit Hilfe dieser
beiden Operatoren kénnen zwei weitere wichtige Operatoren definiert werden.
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Definition 2.32. Die Oberflichendivergenz divy : L#(T') — HY(T') wird durch Dualitit
definiert, d.h.

(divru, ¢) = —(u, Vr ¢)

fiir alle ¢ € HY(T'),u € L?(T"). Analog wird die skalare Oberflichenrotation via

(curlp u, ¢) = (u, curlr ¢)
fiir alle € H'(T'),u € LZ(T") eingefiihrt.

Um mit diesen Operatoren nun sinnvoll arbeiten zu koénnen, miissen diese auf mehr bzw.
weniger regulire Réume erweitert werden. Hierzu wird der folgende Raum definiert:

Definition 2.33. E's ist

HY2(T) = {gb e H(I): Vio e Hﬁ/Q(P)}

mat der Norm

Nr

2 2 2
JulForeey 2= D Ny + 190wl
=1

Bemerkung 2.34. Es gibt mehrere dquivalente Definitionen fiir diesen Raum, siehe hier-
fiir [6]. Auferdem ist er ein Hilbertraum beziiglich der Graphnorm.

Folgerung 2.35. Die Operatoren

Ve HYA(D) — H/2(DD),

curly : H¥*(T') — HY*(I)

sind lineare und stetige Abbildungen. Ihre adjungierten Abbildungen kénnen nun wieder
tiber Dualitdt definiert werden, d.h.

divr : H'2(T) —

curlp : HIUZ(F) —

H2(T),
H™32(T)

erfillen fir alle U € HF/Z(F), Ve HIUZ(F) und ¢ € H3*(T') die Gleichungen

<diVF u, ¢> = _<u7 Vr gb),
(curlp v, @) = (v, curly ¢).
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Mit der Hilfe dieser Abbildungseigenschaften kénnen nun die Spurrdume von vyp und vy
beziiglich H(curl, €2) untersucht werden.
Zur Motivation (siehe auch [4]) betrachte man die Formel

/(V ccurl W — W . curl V)dz = /div (W x V)de = — | vW -ypVds,,

Q Q r

welche bei der Herleitung der 1. Greenschen Formel auftritt, fiir hinreichend glatte Funk-
tionen und setze V = grad ¢, so ergibt sich aus den Stoke’schen Formeln fiir die Oberflache
(siehe [4]):

/cuer -grad ¢ dx = /(cuer -grad ¢ — W - curlgrad ¢)dx
Q Q

_ / oW -~ grad ¢ ds,

T

= /’YDW (Vi ¢ x ni)ds,

T

= — /’YDW -curlp ¢ ds,
T

= —/Curlp (vpW) - vo ds,.
T

Hieraus folgt

/CUTIF (voW) - y¢ds,| < ||W||H(cur1,sz) ||¢||H1(Q) <c ”WHH(curl,Q) ||7¢||H1/2(r) :
r

Dies motiviert die Definition der folgenden Spurrdume.
Definition 2.36. Es sind

Hy 2 (dive 1) = {u e HY(0): divew e B0

H,Y*(curly, T) = {u e H (D) curlpu € H*W(P)}
mit den zugehdrigen Normen
2 2 . 2
||u||H[1/2(diVF I = ||u||H[1/2(F) + ”dlvF u||H*1/2(F) )

2 2 2
||u||H11/2(Cur1F I = ||u||H11/2(1‘) + chrlFuHH—l/?(F) .
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Einer der wichtigsten Sétze ist nun:

Satz 2.37. Die beiden Dirichlet-Spurabbildungen vyp : H(curl, Q) — Hil/Q(curlp ,I) und

v« : H(curl, ) — H[l/g(diVF ,I), sind stetige und lineare Abbildungen.
Beweis: Siehe [5] n

Im folgenden sollen noch einmal die Oberflachenableitungen beziiglich unserer neu einge-
fiihrten Rdume betrachtet werden.

Satz 2.38. Es gilt
Vr (Ulr) = vp(grad U)

fir alle u € D.(2).

Beweis: Dies folgt aus der Definition von Vi bzw. vp |

Satz 2.39.
grad : H'(Q) — H(curl, Q)
ist eine stetige Abbildung, auferdem gilt curlgradU = 0 im Sinne von Lo(Q2) fir alle
Ue H'Y(D).
Beweis: Fiir alle U; € D(Q) gilt grad U; € H(curl, ), auBerdem ist

|grad UiHLQ(Q) = [|grad Uz’”H(curl,Q)
da curlgrad U; = 0. Somit folgt |Ul| 1 q) = llgrad Ullgeun o), und damit ist grad :

D(Q) — H(curl, Q) eine stetige Abbildung. Fiir jedes U € H'(2) existiert nun ein Folge
U; € D(Q) , sodass lim U; = U beziiglich der H'(2)-Norm ist. Dies impliziert jedoch, dass
die Folge grad U; in H(curl, 2) beziiglich dessen Norm konvergiert. Weiters ergibt sich,
dass curlgrad U = 0, da curl : H(curl, Q) — Ly(2) eine stetige Abbildung ist. n

Folgerung 2.40. vp(grad U) : H(Q) — Hil/Q(curlp ,I) ist eine stetige Abbildung.
Satz 2.41. Vr (-|r) : H'(Q) — Hil/Q(curlp ,I') kann zu einer stetigen Abbildung erweitert
werden, und es gilt Vr (Ulr) = vp(grad U) fiir alle U € H'(9).

Beweis: Da D,(Q) dicht in H*(Q) liegt (vgl. Satz 2.21), folgt die Aussage aus Satz 2.38
und Folgerung 2.40.
|

Somit kann der Operator Vr zu einem linearen und stetigen Operator
Vr : HYA(I) — Hll/Z(curlp )
erweitert werden (da v eine stetige Rechtsinverse besitzt), analog folgt dies fiir

curly : H'2(I') — H; " (divr, I).
Nun konnen auch die skalaren Oberflichenableitungen in jener Form definiert werden, wie

sie in Folge am héufigsten gebraucht werden.
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Definition 2.42. Die beiden Operatoren divp : H[l/Q(diVF,F) — H7Y2(T) und curly :

Hll/Q(CUI'lF ,I) — H7Y2(T") seien so gegeben, dass sie
(divru, ¢) = —(u, Vr ¢),

(curlp v, ¢) = (v, curlp ¢)

fiir alle € HY?(T'),u € Hr/z(din ) und v € Hil/Q(curlp ,I) erfiillen.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Sobolev-Raume HF/ *(divp,T) und Hf/ *(curlp, T)
ist die sogenannte Hodge-Zerlegung. Diese Zerlegung wird in dem Ansatz, wie er in dieser
Arbeit verfolgt werden soll, zwar nicht direkt benotigt, jedoch wird sie im Ansatz von Buffa
und Hiptmair verwendet, auf welchen im Rahmen dieser Arbeit kurz eingegangen wird.

Satz 2.43 (Hodge-Zerlegung). Es gelten die folgenden Zerlegungen:

H) " (divr 1) = curly (HV2(1) & { Ve (HY2(1) nHY(1) }

H,Y*(cwrly , T) = Vi (HY2(T)) ® {curlF (H*(T)) N Hﬁ/Q(F)} .
Beweis: Siehe [6]. u
Hieraus kann die folgende bedeutende Dualitédtsbeziehung hergeleitet werden.

Satz 2.44. Es qilt

H, 2 (curlp , T) = [H Y (divr, T)).
Beweis: Siehe [6]. u
Weiters erhélt man die Surjektivitéit der Spuroperatoren.
Satz 2.45 (Spursatz). Die beiden Dirichletspurabbildungen
vp : H(curl, Q) — Hll/Q(curlp 1),
Y : H(curl, Q) — H;V*(divr ,T)
sind lineare stetige (siehe Satz 2.37) und surjektive Abbildungen.
Beweis: Siehe [6]. u

Nun muss schliellich auch noch der Neumann-Spuroperator vy betrachtet werden. Um
dies zu tun, fithren wir jedoch zunéchst den Raum

H(curl? Q) := {V € H(curl,Q) : curlcurl V € Ly(Q)}
ein. Die zugehorige Norm ist dann durch

2 2 2
||U||H(curl2,Q) = HU”H(curl,Q) + ||CllI'lCUI‘lU||L2(Q)
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gegeben. Da die Abbildung curl : H(curl? Q) — H(curl, Q) linear, stetig und surjektiv
ist, gilt aufgrund von Satz 2.45, dasselbe auch fiir die Abbildung

v : H(curl?, Q) — H,/*(divp, T).
Bei der Herleitung der Darstellungsformel wird noch eine weitere Spur benétigt.
Definition 2.46. Der Spuroperator v, : D(Q)? — Ly(T') wird durch
U =Ul, -7
definiert.
Satz 2.47. Der Operator v, ldsst sich zu einem stetigen linearen Operator
v, - H(div, Q) — H Y3
fortsetzen.
Beweis: Siehe [4]. n

Mit Hilfe dieser Spur kann nun die erste Greensche Formel fiir die 'richtigen’ Rédume gezeigt
werden.

Satz 2.48 (1. Greensche Formel). Fiir U € H(curl? Q) und V € H(curl, Q) gilt

/curl curlU - Vdz = /curlU -curl Vdz — /7NU - ypVds,.
Q Q r

Beweis: Siehe [6]. n
Satz 2.49 (2. Greensche Formel). Fir U € H(curl? Q) und V € H(curl? Q) gilt

/curl curlU - Vdz — /curl curl V- Udz = —/nyU . fyDVdsx + /’yNV -vpUds,.
Q Q r r

Beweis: Dies ergibt sich durch zweimaliges Anwenden der 1. Greenschen Formel. ]

2.4.2 Sobolev-Riaume fiir den Auflenraum

Da sich die Integrale im Auflenraum auf ein unbeschrénktes Gebiet erstrecken, ist es not-
wendig, geeignete Rdume einzufiihren.

Definition 2.50. L} (Q°) sei der Raum der lokal quadratintegrierbaren Funktionen, d.h.
L2

loc

(Q°) == U € L*(Q°) : / \U(2)|?dx < oo fiir alle B C Q° mit u(B) < oo
B

Hierbei sei u(B) das Lebesgue-Mafl von B. Analog werden die Riume Hj (§2°) usw. ein-
gefiihrt.
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Definition 2.51. Spuroperatoren, die einen Ubergang aus dem Aufenraum darstellen,
werden mit dem Superscript -¢ gekennzeichnet, zum Beispiel ~§,. Spriinge zwischen Auflen-
und Innenraum werden mit [-]r bezeichnet, am Beispiel der Dirichletspur wdire dies

[vpUlr = 75U —pU.

2.4.3 Eigenschaften des Operators R =- xn

Satz 2.52. Der Operator R = -x1i : Hi/Q(l") — Hﬁ/Q(T) ist eine lineare bijektive Isometrie.

Beweis: Seiu € Hll/ *(T"), dann gilt aufgrund der Definition der Normen

// lu(z) - tix(z) —u(y) 'tlk(yﬂdsg&dsy < .

Ix —y|3

Iy Ty

Zu zeigen ist nun, dass Ru € Hﬁ/ *(T) ist, dies ist gleichbedeutend mit

//|Ru ~ti(z) — Ru(y) - tk(y)'dsxdsy<oo.

Ix —y)?

Iy T
Da t; =t X n gﬂt, ist

// (U ) - (t() > 1) — (U(y) x 1) - (t(y) x 1)

|z —yl?

dsgds, < 00.

I, Ty

Dies entspricht aber dem Funktional Nj;, somit sind die beiden Normen gleich. Das heifit,
man hat eine lineare Isometrie. Die Bijektivitét ergibt sich durch den in tangentialen Rau-
men inversen Operator R~! =7 x -.

|

Satz 2.53. Der Operator R = - x 1l : HIUZ(F) — HF/Q(F) ist eine lineare bijektive
Isometrie.

Beweis: Seiv e H11/2(F), dann gilt

u
V|12, =  SUp &<oo
H, (T

uEHi/Q(F) || 11” Hi/Q(F)
sowie

(u, v x 1)
sup -— < 0.
c i/Q )HuHHi/Q(F)

||V X 7’L|| _I/Q(F)
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Setzt man nun u=w x 7 fir w € Hﬁ/z(F), so erhédlt man mit Hilfe von Satz 2.53

(W X 7, v X 1)

”VXﬁH —1/2 =
o weHY2(I) HWl‘Hi/Q(F)

(w,v)
= sup = ||v||H71/2(F) < 0.
eHY/?(r) W g2y
|
Bemerkung 2.54. Der Operator R = - x n ldsst sich zu einem linearen, stetigen und

1sometrischen Operator

R: Hll/g(curlp ) — HF/Z(diVF 1)

fortsetzen (siehe [4, Seite 27]).
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In diesem Abschnitt soll zunéchst auf die eindeutige Losbarkeit des Ausgangsproblems be-
ziiglich den im letzten Abschnitt eingefithrten Rdumen eingegangen werden. Danach wird
eine Darstellungsformel fiir den Innen- und Auflenraum hergeleitet, auf deren Grundla-
ge dann passende Potentialoperatoren eingefiihrt werden. Nachdem die notwendigen Ei-
genschaften dieser Operatoren gezeigt sind, werden entsprechende Randintegraloperatoren
eingefithrt und genauer untersucht.

3.1 Eindeutige Losbarkeit

In diesem Teilkapitel soll kurz auf die eindeutige Losbarkeit des Ausgangsproblems (1.25)-
(1.27) eingegangen werden.

Im folgenden wird die Kugel mit Radius » und dem Ursprung als Mittelpunkt mit B,
bezeichnet.

Lemma 3.1 (Rellich). Sei U eine Lisung der partiellen Differentialgleichung (1.25) in
Q°, welche die Abstrahlbedingung (1.27) erfillt, und sei R so gewdhlt, dass Q@ C Bgr gilt.
Ist

Im / ’}/NU’}/DﬁdS’m < 0

OB,
fiir alle r > R, dann gilt U =0 in R®\ Bpg.

Beweis: Siehe [26, Seite 255]. n

Lemma 3.2. Sei Q) ein zusammenhingendes Gebiet in R® und sei V. € HY(Q) reellwertig
und erfille fast tiberall in €2

3
IAV| < C’Z(|VZ| + |grad Vj|).
i=1

Wenn V nun auf einer beliebigen Umgebung eines beliebigen Punktes x € ) identisch Null
ist, so ist sie es fast tiberall auf ganz Q.

Beweis: Siehe [13, Lemma 8.5, Seite 219] bzw. [26, Seite 93]. u

41



42 3 Randintegraloperatoren

Satz 3.3. Sei Qg C Q offen und zusammenhdngend. Sei U € H(curl, ) und erfiille
curlcurl U + x*U = 0

in Q. Weiters verschwinde U in einer Kugel mit Radius € > 0, welche in €y enthalten
i1st. Dann ist U = 0 in ganz ).

Beweis: (Nach [26, Seite 93].) Aus curlcurl U + £2U = 0 in Q folgt div U = 0. Aus der
Identitét

curlcurl = —A + grad div
folgt
AU = x’U

und somit AU € L?(Q). Mit Hilfe des Weylschen Lemmas (siehe zum Beispiel [34]) folgt
nun U € H?(Q,) fiir jedes kompakte Teilgebiet Q; C €. Somit kann Lemma 3.2 auf

den Realteil und den Imaginérteil angewandt werden. Da das Gebiet €2, beliebig war, gilt
U = 0 in Qo. |

Mit diesem Satz kann nun die Eindeutigkeit des Ausgangsproblems (1.25)-(1.27) gezeigt
werden.

Satz 3.4. Das Randwertproblem zur Bestimmung von U € H(curl, Q°), sodass
curl curl U(z) — k*U(x) = 0, xr e Q°
vpU(x) = g, x el
/ |lywU — ikU*ds, — 0 fiir r — oo
OB,
qgilt, besitzt fiir g € Hll/Q(CU_rlr‘ ,I') hichstens eine Ldsung.

Beweis: Angenommen, es gibt zwei Losungen U; und Us,. Sei nun U := U; — Us,. Aus
der 1. Greenschen Formel ergibt sich fiir das Gebiet B, \ §2:

/ (|curlU|2 — k:2|U|2) dy = / yvU7pUds, — /WNUvDﬁdsy.
BA\Q OB, T

Da aber ypU(x) = 0 fiir x € I gilt, folgt

Im / ywUrypUds, | = 0.
OB,
Mit Rellich’s Lemma (Lemma 3.1) folgt nun, dass U = 0 in R?*\ B, ist. Mit Satz 3.3 ergibt
sich daraus die Eindeutigkeit der Losung. ]

Bemerkung 3.5. Die Existenz einer Lisung des Problems (1.25)-(1.27) ergibt sich durch
die im weiteren Verlauf der Arbeit eingefiihrten Potentialoperatoren.
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3.2 Darstellungsformel

In diesem Teilkapitel soll nun die bekannte Darstellungsformel von Stratton-Chu hergelei-
tet werden. Zunéchst soll diese fiir den Innenraum gezeigt werden, mit Hilfe dieser und
der Abstrahlbedingung kann dann auch die Darstellungsformel fiir den Auflenraum herge-
leitet werden. Schliellich soll noch eine Darstellungsformel erwéhnt werden, die sowohl im
Innen- als auch im AuBenraum Giiltigkeit besitzt. In diesen Darstellungsformeln wird die
Fundamentallésung der Helmholtzgleichung

AU — *U =0
benétigt, diese ist durch
1 €“|$_y|
gn('ruy) - E‘SL’—ZA

fir z,y € R? gegeben (man beachte hierbei, dass fiir die Helmholtzgleichung x = ik gilt).
Weiters benotigt man das folgende Lemma.

Lemma 3.6.

(curl (gu(2,y) - e)) x 7)) - U = (curl (gu(x,y) - (U x ) - ..

Beweis: Da g,(z,y) eine skalare Funktion ist, ist es nicht notig, diesen Term bei den
folgenden Vektorumformungen zu beachten. Die folgenden Umformungen ergeben sich aus
den Formeln a x b= —-bxaund (a xb)-c=(bxc)-a

(Vx (Uxn))-e (U x ) xV)-e
V xe;) (Uxi)
Uxn)-(Vxe)
=—(nx(Vxe)) U
=((Vxe)xn)-U.

-
—
—

~(

Mit Hilfe dieser Identitdt kann nun die Darstellungsformel fiir den Innenraum hergeleitet
werden.

Satz 3.7 (Darstellungsformel). Fiir alle U € H(curl, Q) mit curlcurl U + x?U = 0
in Q gilt die Darstellungsformel

U(y) = grad, / 9s(2,y) (1 U)ds; + / 9s(z,y) (ywU)ds,

+ curl, /g,{(x,y)(U X 1)ds,
T

fiir alle y € Q.
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Beweis: Ausgangspunkt ist die 2. Greensche Formel
/curl curlU - Vdzr — /curl curl V- Udz = — / WU -ypVds, + /7NV -vpUds,.
Q Q r r

Da U eine Losung der partiellen Differentialgleichung ist, d.h. curl curl U = —x2U, folgt
mit Hilfe der Identitét

curlcurl = —A + grad div,

die Gleichheit

—/KQU-Vd:U+/Av-Ud:L‘—/graddiVV~de
Q

“ (3.1)

= - /’YNU -ypVds, + /WNV -vpUds,.

r r

Mit Hilfe der partiellen Integrationsformel

/graddivv-de: —/divU-didex+/divV-(U-ﬁ)dsx

Q Q T

und der Beziehung div U = 0, welche fiir alle Losungen giiltig ist, folgt aus (3.1)

/ (AV — k*V) - Udx = / divV - (U-f)ds, — / WU -ypVds, + / YWV - vpUds,.

Q r r r

Setzt man nun V = (g.(z,y),0,0)!, so erhilt man

0
~Ui0) = [ 5r-u(0) Vs, = [ o) (U,
r r

gr(,y)
+ /(curlm 0 x 1) - ypUds,.
T 0

0 0
a—xlgm(x, y) = —a—ylgn(x, Y)
und somit auch

curl,g.(z,y) = —curlg.(z,y),



3.2 Darstellungsformel 45

gilt, folgt

0
i) = [ 5-u(e0) U, + [ gule ) Ui,
r

A
r
9x(2,Y)
+ /(curly 0 x 1) - ypUds,.
0
r

Mit Hilfe von Lemma 3.6 erhélt man schlussendlich die klassische Darstellungsformel von
Stratton-Chu

U(y) = grad, / 9r(7,y) (1 U)ds, + / g, y)(ywU)ds,

+curly/g,.€(x,y)(U X 11)dSy.
T

Mit Hilfe der Darstellungsformel fiir den Innenraum kann nun auch jene fiir den Auffenraum
mit Hilfe des folgenden Lemmas hergeleitet werden.

Lemma 3.8. Seir y € I" ein fix gewdhlter Punkt und x ein Punkt auf der Kugel B, mit
Radius r. Dann gilt (v —y) x 7 = O(1).

Beweis: Aus z =7 - |z| folgt
(x—y)xi=|z|-Ixid—yxn=—-yxi=0(y).
Da aber y fix gew#hlt ist, gilt O(y) = O(1). n

Satz 3.9. Fliir alle U € H(curl, Q) mit curlcurlU + ?U = 0 in Q° und Re(r) < 0,
welche die Silver-Miiller-Abstrahlbedingung (1.27) erfillen, gilt die Darstellungsformel

U(y) = —grad, / 92, y) (7 U)ds, — / gu(z,y)(ywU)ds,

I I

—curl, /gﬁ(x, y)(U x 1)ds,.

T

Beweis: Die Idee des Beweises richtet sich nach [13]. An dieser Stelle sei nur der Beweis
fiir k = ik angefiihrt, da er fiir Re(k) < 0 trivial ist. Betrachtet werde zunéchst das Gebiet
B, \ 2, wobei r grof} genug sei, sodass ) ganz in B, enthalten ist. Fiir dieses Gebiet kann
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dann die Darstellungsformel fiir den Innenraum verwendet werden, d.h. fiir y € B, \ Q gilt

U(y) = —grad, / 00, 9) (1, U)ds, — / g () (U s,

T T
- curly/gn(x,y)(U x 1)ds, + grad , / 9r(2,9) (7, U)ds,
T 0B,
+ / gx(z,y)(ynU)ds, + curl, / 9x(2,y)(U x 17)ds,.
0B, OB,

Um nun die im Satz gegebene Darstellungsformel zu erhalten, muss gezeigt werden, dass
die letzten drei Terme fiir r — oo gegen Null gehen. Hierzu betrachtet man zunéchst die
Gleichung

grady/gn(a: Y) (v, U)ds, + /gn(x,y)(nyU)dsm—l—curly/g,i(:c,y)(an)dsm

OB, OB, 0B
/ U(z) x (grad ,g.(x,y) x fiy)ds, + / U(z (W + ikg,i(:c,y)) ds, (3.2)
i
0B, Y
+ / ge(x,y)((curl U x 1) — ikU)ds,.
0B,

Diese Gleichheit kann am einfachsten gesehen werden, wenn man die Operatoren formal
beschreibt. Daraus ergibt sich

/ U(z)x(grad ,g.(x,y) X 1i,)ds, + / U(x (W + ik‘g,.i(x,y)) ds,
n
0B, OB, Y
+ / 9r(z,y)((curlU x 1) — ikU)ds,
0B,
_ / (U x (¥, x i) + UV, - 1) + (Vo x U) x 7i) g (2, y)dss
0B,

= [ (U )V, = (U V)4 (T, )+ (92 % U) x ) g0,

0By
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bzw.

grad, /g,i(:v,y)(fynU)dsxjL /g,{(a:,y)(nyU)dsijcurly / gr(z,y)(U x i1)ds,

9B, oBx 9B,
= / (Vy(7-U) + (Vo x U) x 7+ V, x (U xn))gex,y)ds,
oB»
= / (Vy(-U) + (Vo x U) x i+ (V, - 1)U — (V, - U)R) g (2, y)dss,
oB»

womit Gleichung (3.2) gezeigt ware. Um nun den Grenzwert bestimmen zu kénnen werden
einige Hilfstiberlegungen benotigt. Aus der Abstrahlbedingung (1.27) folgt zunéchst

/ |ywU — ikU|*ds, = / ([ywU[* + k*|UJ* — 2Re(ywU - ikU)) ds,
OBy OB,
= / (7w U + K*|U? — 2kIm(yyU - U)) ds, — 0

OBy

fiir » — oo. Aus der 1. Greenschen Formel erhilt man fir U=V

/ (K*|U)* + |curl UJ?) do = — /nyU - Uds, + / v U - Uds,.
B:\Q T 0B,

Betrachtet man nun den Imaginérteil der letzten Gleichung und setzt diesen in die vorherige
Gleichung ein, so erhélt man

r—00

lim (7w U + k*|UJ?) ds, = Qk-Im/yNU-ﬁdSJC.
0B, T

Hieraus folgt nun

/ |U|?ds, = O(1) fiir r — oo.

9By
Weiters gilt

1

grad ,g.(z,y) x 1, = O (7’_2) , T — 00, (3.3)

g, y) . (1
Tﬁm—lk%(%y)—O ) r — 00, (3~4)
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wenn x € R? fix gewihlt ist. Formel (3.3) folgt hierbei aus Lemma 3.8. Formel (3.4) gilt,
da gx(x,y) eine abstrahlende Losung der Differentialgleichung ist. Mit Hilfe der Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung und durch Andern der Differentiationsvariablen folgt nun

/ U(x) x (grad ,g.(x,y) X 7iy)ds, — 0,
0B,
/ U(z <3g,€ 7,9) +ik:g,@(x,y)> ds, — 0.
8ny r—00
0B,

Aufgrund der Abstrahlbedingung und g.(z,y) = O(%) folgt

/ gr(z,y)((curlU x i7) — ikU)ds, — 0,

rT—00

0By

womit der Satz gezeigt wére.
|

Schlussendlich soll noch eine Darstellungsformel fiir Innen- und Auflenraum erwahnt wer-
den.

Satz 3.10. Sei Re(r) <0, U € Hy,.(curl ,R3\ T') mit curlcurl U + x?U = 0 in R*\ T.
Erfillt U die Abstrahlbedingung (1.27), dann besitzt U die folgende Darstellung fir y €
RI\T,

U(y) = —grad, / (2, 9) (7 Ulr)ds,y — / gn(, ) (v Ul )ds,

— curl,, /gn(a:,y)([fyDU]p X 11)dS,.

T

Beweis: Siehe [21]. n

3.3 Potentialoperatoren

Motiviert durch die Herleitung der Stratton-Chu-Formel werden zunéchst die folgenden
Potentialoperatoren eingefiihrt.

Definition 3.11. Das skalare Einfachschichtpotential ist durch

V() = [ ouep)\)ds, fira ¢ T

T
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definiert, das vektorielle Einfachschichtpotential durch

Uh(A)(x) = /g,i(a:,y))\(y)dsy firxz ¢ T.

T

Das Mazwell’sche Doppelschichtpotential (oder auch vektorielles Doppelschichtpotential) ist
durch

UL (A)(z) :=curl Wi (RA)(z) firxz¢T
gegeben, wobei RU = U x n gilt.
Satz 3.12. Die Operatoren erfiillen folgende Abbildungseigenschaften:
W 1 HOVAD) — HL(RY) N H(A, QU Q)
v H, VAT — HL (R?).

I loc

Beweis: Die Aussage fiir ¥4 findet sich in [21]. Wegen HHI/Q(F) C HY2(T) (siehe [7])
folgt auch die vektorielle Abbildungseigenschaft sofort. [ ]

Die Stratton-Chu-Darstellungsformel kann nun mit Hilfe der Potentialoperatoren in fol-
gender Weise geschrieben werden,

U(z) = ¥ (7pU)(x) + ¥4 (ywU)(z) + grad U3 (7, U)(z)  fir z € .

Besonders auffallend ist hierbei, dass man es mit drei anstatt mit zwei Spuroperatoren zu
tun hat. Ist k # 0, kann dieses Problem aber mit Hilfe des folgenden Satzes umgangen
werden.

Satz 3.13. Es gilt
¥, o curl U = curlp ovpU = divp o, U
auf H(curl , ), wobei die Gleichheit im Sinne von H~Y/2(T') gilt.

Beweis: Siche [21]. [
Fiir Losungen der Differentialgleichung curl curl U + x2U = 0 ergibt sich nun

1
v, U = —?dwp (7w U),

womit v, aus der Darstellungsformel eliminiert werden kann.

Definition 3.14. Das Mazwell’sche Einfachschichtpotential wird nun durch

(1) = () — perad W (dive (1))

definiert.
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Durch die Einfithrung des Maxwell’schen Einfachschichtpotentials kann die Darstellungs-
formel kompakt durch

U =¥} (7pU) + ¥5(ynU) (3.5)
fiir x € ), bzw.

U = -9}, (7pU) — ¥5(7nU) (3.6)

fiir x € Q° dargestellt werden. Die kombinierte Darstellungsformel fiir Innen- und Auflen-
raum lautet dann

U= —‘I’Ifw(hDU]F) - lI’g(hNU]F)- (3-7)

3.3.1 Eigenschaften der Potentialoperatoren

Lemma 3.15. FEs gilt

div W’ (p) = Wy (divr (p))

fir alle p € HF/Q(diVF ,T), im Sinne von L?

loc

(R?).

Beweis: Fiir Punkte = ¢ T gilt

div,W4(p) = / 1(y) - grad ,g,.(z, y)ds, = — / u(y) - grad g, (v, y)ds,

r r

—~ [ 1) Vroulen)ds, = [ (dive w(e)ae.o)ds,

r r
fiir p € HF/Q (divp,T). Da div ¥ ein stetiger Operator von H[l/Q(din ,T') nach L} (R?)
ist, folgt die Gleichheit im Sinne von L7 _(R?) durch stetige Fortsetzung. |

Satz 3.16. Das Maxwell’sche Einfachschichtpotential und das Maxwell’sche Doppelschicht-
potential sind fir beliebige u € HH1/2<diVI‘ ,I) bzw. v € Hil/Q(curlp,F) Lésungen der

Differentialgleichung curl curl U + x?U = 0.

Beweis: Wegen curlgradU = 0 fir U € H'(Q) folgt curl g = W4, (7 x p) fiir

[TRS Hﬁl/g(divF , ). Weiters gilt

curl W5, (7 x pu) = curlcurl ¥ (u) = (—A + grad div ) ¥’ (u)
— —R2W () + grad W (divr ) = —<2W(p),
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wobei hier die Eigenschaft AW (p) = >4 () ausgenutzt wurde. Somit folgt

(curlcurl + x*1)®%(u) =0,
(curlcurl + 21 ¥4, () = 0.

Diese Gleichungen gelten im Sinne von L2 (R?). Da die Gleichungen im Hj,!(R?) gelten,
kénnen die Gleichungen mit Funktionen aus dem Raum H} p(]R3) getestet werden. Da

kom,
dieser Raum dicht im L}, (R?) liegt und W§(p) im Raum L, (R?) ist, kann die Funktion
curl curl () stetig auf L

loc
2 (R3) fortgesetzt werden. n

Folgerung 3.17. Fir das Maxwell’sche Einfach- und Doppelschichtpotential gelten die
folgenden Abbildungseigenschaften:

W H V¥ (dive, T) = Hyge(curl®, QU Q°),

o, H Y (curlp , T) — Hype(curl2, QU Q°).

Lemma 3.18. Die radialen Komponenten des Finfach- bzw. des Doppelschichtpotentials
verhalten sich wie O(%), d.h. $u(z) -7 = O(%) baw. ¥yu(z) -7 = O(s5) fir x € B,.
Beweis: Zunéchst wird das Doppelschichtpotential

erlz—yl

viu(z) -n=—|curl,

— d -1
4 |z — y| uly)dsy | -7
T

betrachtet. Untersucht man den Ausdruck

8 <eﬁlx_y| ) _ _eﬁlx_yl(l‘i — yl) _'_ Kleﬁm_yl(xi — yl)

Ox; \ |z —y| |z —y[? |z —y|?
etwas néher, so erkennt man, dass % = O(r%) gilt. Deshalb wird nur noch der
zweite Teil betrachtet. Somit folgt
. ., 1 retlr=yl o 1
r

wobei €= (1,1,1)". Nun ist

. . 1 . Heﬁ‘x_y‘ 5 1
\IlMu(x)-n:E/(nX (z—y))- (m‘e) d5y+0<,,,_2)'
r

Mit Lemma 3.8 folgt nun die Behauptung fiir das Doppelschichtpotential. Fiir das Einfach-
schichtpotential wird die Darstellung

—

1 1
Pi(u) = —?curl U (7 xu) = —?curl curl ¥’ (u)
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verwendet (siehe Satz 3.16). Mit der Formel curlcurl = —A + graddiv erhilt man
schlieflich
1
Ys(u) -1 = ——(—AW(u) + grad div ¥’ (u)) - 7.
K

Da W’ (u) eine Losung der vektoriellen Helmholtzgleichung ist, folgt

1
() -n= ——2(—162‘1’2(11) + grad div ¥ (u)) - 7.
K
Aus
0 <emc—y ) _ eyl (3(3:Z —y)? 1 2k(mi — )’
0z} \ |z —y| lz—ylP -y oyl
k(x; — ) K2z —y;)? K
T T
|z —y |z —y| |z =y
bzw.

02 (e“'mm ) _ ol (3(%‘ —yi)(x; — i)

Ox;0z; \ |v — y| |z —yl?

3@ — vz — ;) i (i — i) () — y]))
|z —yl* [z —yl?

und Vernachlassigung von Termen der Ordnung O(T%), erhalt man

3 —

1 —1;

\ cii=—— [ ety '
su(z) -1 e (iZI

|z =y
+(~”Cz' F— ya) (21 — yﬁt (Zx; —Y2) + (s — y?’))) + O (T—lz) :

Der Ausdruck in der Klammer lésst sich nun aber auch folgendermafien schreiben,

(@ (—y)z—y)-1) - (z—y) (x—y)0-e)

|z —y?
_ & (@—ya—y i) —i(z—y) (z-y))
|z —y]3
_ @ ((z—y) x ((z—y) x 7))
|z —yl?

1
—0(— ),
(M—yP)

womit alles gezeigt wire. ]
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Bemerkung 3.19. Es macht keinen Unterschied, ob die Abstrahlbedingung

/ |yvU — ikU|*ds, — 0 fir r — oo

OB

oder die oft verwendete Abstrahlbedingung

/ IywU — ikypU|*ds, — 0 fiir r — oo

9B:
betrachtet wird.

Satz 3.20. Das Maxwell’sche Einfachschichtpotential bzw. Doppelschichtpotential erfiillen
die Silver-Miiller-Abstrahlbedingung (1.27).

Beweis: Fiir das Maxwell’sche Einfachschichtpotential ist zu zeigen, dass

/ v ®s(u) — ikypPs(u)|*ds, — 0

rT—00

OB,
gilt. Um dies zu zeigen, werden die zwei Terme des Einfachschichtpotentials getrennt von-
einander betrachtet. Dies kann getan werden, da

f(a) :=vyna — ikvypa

ein lineares Funktional ist und somit | f(a+0)|* < 2(|f(a)|*+]f(b)|?) gilt. Die Silver-Miiller-
Bedingung lésst sich auch in folgender Form schreiben,

rT—00

/ (V x U) x i — ik(it x U) x 2ds, — 0.

OBy

Wegen der Vektoridentitét
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a

kann dies auch in folgender Weise formal geschrieben werden als

r—00

/ |(V-7)U -V (U i) —ik((-7)U — (U - 7)i7)|*ds, — 0.
OB,

Dies ist aber erfiillt, falls

2

ds, — 0

r—00

/|

0By

alel — Z]i]Uan
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gikla=vl
o=y W

gilt. Fiir U(x f

dsy ist

2

/ / O s, | ds. — 0
x; y S Sy —
r T T

OBy

zu zeigen, bzw.

2

Z'keik|a:—y|<xi - yz) . zk|a: yl (i—yi) ik|z—y|
/ / 5 oyl S ni | wi(y)ds,| ds, — 0.
|z — | |z -yl r—o0

oB, |T

Wegen (x; — y;) — nilx — y| = o(1) gilt die letzte Behauptung. Fiir den zweiten Teil des
Einfachschichtpotentials, also

ciklz—y]

U(z) = grad , Vi divpr w(x) = grad ,, divr w(y)ds,

|z =y
muss noch iiberpriift werden, ob der Ausdruck

/Kvthxﬁ—mmxthm%%

OB

fiir r — oo gegen Null strebt. Aufgrund der Identitdt (vgl. Satz 2.39)
curlgrad =0 (3.8)

ist dies aber erfiillt, falls

2

ike“‘“‘x_y'(m o y> zk|a: Y| (zj—y5)
/‘/ﬁx< L =3 x iids,| ds, — 0 (3.9)
j=13

|z =yl r—o0
4B, IT

gilt. Nach Lemma 3.8 gilt jedoch 7 x (z — y) = O(1), daher ist auch die Aussage (3.9)
richtig.
Fiir das Doppelschichtpotential ist

/ lcurl curl ¥ (u x i) x i — kit x curl W5 (u x @) x ii|*ds, — 0
r—00

0By
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zu zeigen, dies kann aber aufgrund der Identitét (3.8) auch in folgender Form geschrieben
werden:

/ lcurl curl % (u x @) x 7 — k7t X curl WE(u x @) x 7i|*ds,

OBy

= / | — KWL (u x 1) X 7T — Kt x curl Wi (u x @) x ii|*ds,

0By

= / k|7 X —kWE(u x 71) x 7 + curl W5 (u x @) x 7|*ds, — 0.
r—00

0By

Dies wurde aber bereits gezeigt. ]

Folgerung 3.21. Aus Satz 3.16 und Satz 3.20 folgt somit, dass auch ein indirekter Ansatz
zur Losung des Problems mdglich ist, d.h. es gibt die folgenden Ansdtze:

o FEinfachschichtpotentialansatz (indirekt):

U(z) = Tgw(z)

e Doppelschichtpotentialansatz (indirekt):

U(z) = ¥ yv(x)

o Direkter Ansatz:

U(r) = synyU(z) + ¥rypU(2)

Satz 3.22. Fir eine Losung der Mazwell-Gleichungen, welche die Abstrahlbedingung (1.27)
erfullt, gilt die asymptotische Darstellungsformel

ezk|m|

Ul = <Uoo(:?) +0 <%)) e = oo,

fiir alle Richtungen ¥ = ﬁ, wobei Uy (Z) auf der Finheitssphdre definiert ist. Auferdem
gilt

- Un(Z) = 0.

Beweis: Siche [13, Seite 164]. n
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3.4 Randintegraloperatoren

Nachdem alle bendtigten Eigenschaften der Potentialoperatoren gezeigt sind, wird nun ihr
Verhalten beim Ubergang auf den Rand untersucht. Hieraus ergeben sich dann die fiir
diesen Teilabschnitt namensgebenden Randintegraloperatoren.

Lemma 3.23. FEs gilt
INEs(u) = (vp ¥ (7 x u)) x 7,
I (v) = =K (yp (i (v x 7)) X 7i.
Beweis: Es ist
curl Wg(u) x 7 = curl ¥’ (u) x @ = v, ¥4, (7 x u)
= (v (¥ (7 x w))) x 7

bzw.

—

curlcurl ¥4 (v x i) x T = —k*W5 (v x 1) x it = —k*(yp(Ph(v x 1)) X .
|
Bemerkung 3.24. Betrachtet man Lemma 3.23 etwas genauer, so erkennt man eine ge-

wisse Symmetrie zwischen den Operatoren. Wiirde man die Spuroperatoren etwas modifi-
zieren, konkret

- . 1
YD = Vx; TN = EWX ocurl,

und die Potentialoperatoren entsprechend dndern,

~ 1 .
Us(p) = w5 (p) — —grad Tydivr (u),
W () == curl W5 (p),

dann wiirde Lemma 3.23 folgendermafen lauten:

INTS () = p¥h (1), ANy () = 7pPe(p).

Weiters miisste in diesem Fall auch noch das Skalarprodukt verdndert werden:

(1, v = /(u X 77) - vds,.

Dies hdtte zur Folge, dass man nur zwei anstelle von vier Randintegraloperatoren beno-

tigen wiirde, aufSerdem wiirde man nur noch den Sobolev-Raum Hﬂl/Q(diVF,F) anstatt

Hﬁl/g(diVF,F) und Hll/g(curlp,T) bendtigen. Jedoch hdtte man einen Spuroperator, der
von der Frequenz k abhdngig ist, und ein unsymmetrisches Skalarprodukt. Jedoch erkennt
man dennoch sehr schon einige Unterschiede zur Helmholtz-Gleichung, da zum Beispiel
das FEinfachschichtpotential und der hypersinguldre Operator (wird in Folge definiert) fir
die Mazwell-Gleichungen die selbe Ordnung besitzen.
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Aufbauend auf den Potentialoperatoren konnen nun die Randintegraloperatoren eingefiihrt
werden. Dies passiert durch Anwendung des Dirichlet- bzw. Neumanndatums auf das Max-
well’sche Einfachschicht bzw. Doppelschichtpotential.

Satz 3.25 (Sprungbedingungen). Fiir den Ubergang aus dem Innenraum gelten fast
tberall die folgenden Darstellungen fiir x € T':

VWiu(a) = [ guleuly)ds, = Vala),

W) = [ Up.algn(esy)wl)ds, = Acw(o),
Ww (o) = [ 0.lon(e,p)w(0))ds, = 5V U (divew(a)) = S"w(a),

1
¥ v(z) = vpcurl, /g,{(x,y)(v(y) X 11y)ds, =: (51 + CH) v(z),

r

W) = pwe) + [ el pwln)ds, = (51+8.) wio),

T

WO V(z) = 7N7mcurlx/(g,{(a:,y)v(y) X 1y)dsy, =: Nyv(x).
r

Fiir den Ubergang aus dem Auflenraum gilt dementsprechend fir x € T

7 Pyu(r) = Viu(z),
vYo¥hw(z) = A W(a:),
’YDlII (ZL‘) (l‘),
o) = (—%f v,
4

+C
5L+ BH) w(z),
)

V().

i) =
Y v(z) =N

Somit gelten die Sprungbedingungen

[qul\i/]F =0,
bzw.
[VD\IIH] = 07 [VN\IIK]F = [7
[Yyp¥s]r =0, [InPer = —1,
(o ¥hylr = —1, [yn®%,)r = 0.
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Beweis: Die Sprungbedingungen fiir ¥4, finden sich in [32] . Aus diesen folgt [yp ¥ = 0.
Diese beiden Eigenschaften zusammengesetzt ergeben [ypW%]r = 0. Aus der Darstellungs-
formel (3.7) folgt nun [ypW%,]r = I. Aus Lemma 3.23 folgen nun die anderen zwei Bedin-
gungen fiir g bzw. ¥,,. Die zweite Bedingung fiir ¥4 folgt nun aus jener fiir ¥g und
curlgrad = 0. Die Aussagen fiir die Sprungbedingungen finden sich bei [11] bzw. [7]. =

Satz 3.26. Fir die Randintegraloperatoren gelten die folgenden Abbildungseigenschaften:
V., : HYXT)— HYX(I),
‘ divp,T') — H, " (curlp, ),
) — Hll/g(curlp 1),
divp,T) — HF/ ?(divy, T),
x curlp , I') — Hll/Q(CU_rlr‘ 1),

N, : H"(curlp,T) — H, Y*(divp,T).

Fiir A, gibt es eine weitere wichtige Abbildungseigenschaft:

~1/2 1/2
A o HVAD) = HA(D).
Beweis: Fiir den ersten Block kombiniere man die Abbildungseigenschaften der Poten-

tialoperatoren und der Spuroperatoren. Die zweite Aussage fiir A, findet sich in [22]. =

K

=

mw?m
ol ==
/-\/\/é:/-\
<
5

Satz 3.27. Fir die Bilinearform des hypersinguldren Operators Ny gilt die Darstellung
(Nou, v) = k*(A.(Ru), Rv) + (V. (curlp u), curly v)
fir alle u,v € Hil/z(curlp ).
Beweis: Aufgrund der Sprungbedingungen gilt
(Nsu,v) = (yw¥n(u),7pV)
= / (curl ¥4, (u) - curl V — curlcurl ¥, (u) - V) dz.

Q

Verwendet man nun die Darstellung
v, = curl, /(u x 1) (y)gx(z,y)ds,
r
und die Eigenschaft, dass W%, eine Losung der Maxwell-Gleichungen ist, so erhélt man

= /curl Lcurl, /(u X 1)(y)gx(z,y)ds, - curl V(z)dx

Q T

+//{2\Il’fw(u) - Vdzx.
Q
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Verwendet man nun die Identitdt curl curl = —A + grad div, so folgt

= /(—A + grad ,div ) /(u X 1)gx(x,y)ds, - curl V(z)dz

Q r

+ K /curl W (ux i) - Vdz.

Q

Da g.(z,y) eine Losung der Helmholtzgleichung ist, folgt

= /gradm/divF (u X 7)(y)gx(z,y)ds, - curl V(z)dx
Q T

— K? / Ph(ux)-curl Vdz + l'iz/CU.I‘l Uh(uxi)-vde.
0 Q

Durch Verwenden der ersten Greenschen Formel folgt dann (mit v = V)

. / Vr / divr (u x ) (y)ga (2, y)ds, - (v x 71)(2)ds,

T
+ K2 /VD\II’Z(u X 1) - (Vv X 71)ds,.
T

Mit Hilfe der Adjungiertheitseigenschaften von Vi folgt schliellich

=+ F/F/din (u x @) (y)gx(z,y)divp (v x 7)(x)ds,ds,

+ K2 /VD\II’Z(u X 1) - (Vv X 71)ds,.
T

Mit divp (u x 7) = curlp u folgt schlielich die Behauptung. |

3.4.1 Randintegralgleichungen und Calderon-Projektor

Wendet man nun die beiden Spuroperatoren auf die Darstellungsformel (3.5) an, so erhélt
man die Randintegralgleichungen

1E = S"(wE) + (I +C)(vpE),

WE = (31 +By)(wWE) + N.(7pE).
Fiir den Aulenraum lauten diese entsprechend

wE= -S"(ORE) 4+ (51— CIOHE),

Nun lésst sich leicht die so genannte Calderon-Projektionseigenschaft nachweisen.
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Satz 3.28. Fiir 0 € Hil/Q(curlp ) und ¢ € H[l/Q(din ,I) erfillt der Operator fir den

Innenraum
1
c— 51+ Cy ) S,
N, 51+ By
bzw.

lr _C -S
_ 2 K K
C—( N, %I—BH)

fiir den Auflenraum die Eigenschaft

0 0
() =<(2)
) ¢
Beweis: Da wie in Satz 3.16 gezeigt, das Maxwell’sche Einfach- und Doppelschichtpoten-

tial Losungen der Differentialgleichung sind, kann der Beweis analog wie im skalaren Fall
gefithrt werden (siehe hierzu [32, Seite 130]). n

Folgerung 3.29. Fir die Randintegraloperatoren gelten im Innen- und Aufenraum die
folgenden Relationen

1

SN, = ZI -, (3.10)
N,S, = i[ - B2, (3.11)
—N,.C,. = B.N,, (3.12)
—C,.S, =S.B... (3.13)

Definition 3.30. Ist der Operator S, invertierbar, so wird durch

1 _ _
Te=S(51-C) H *(curly, T) — H ' (divr , T) (3.14)
der Steklov-Poincare Operator definiert, der eine Dirichlet zu Neumann-Abbildung dar-
stellt. Eine weitere, symmetrische Darstellung ist

T = Ny + (%1 + BH)Snl(%I —C). (3.15)

Diese erhdlt man, wenn die erste Darstellung in die zweite Randintegralgleichung eingesetzt
wird.
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3.5 Eigenschaften der Randintegraloperatoren

Lemma 3.31. Seien U,V € Hy,.(curl,Q°) Lisungen der Differentialgleichung (1.25) im
Auflenraum, dann gilt

/(’YDU'YNV — vy VynU)ds, — 0.

r—00

0B,
Beweis: Der Beweis wird wie in [11, Seite 9] gefiihrt. Aus der Abstrahlbedingung (1.24)
folgt

1
YU — kypU = o (;) .

fiir r — oo. Da aber fiir eine Losung des AuBenraumproblems auch U = O(1/r) gilt, folgt
somit

/ (WU V —wVypU)ds, = / (kypUvpV — kypVpU)ds, + o(1) = o(1)
0B, 0B,

fiir r — oo womit alles gezeigt wire. [ ]

Satz 3.32. FEs qgilt
(Beu,v) = —(u, C,v).

fiir alle u € Hﬂl/Q(divF T, veH"*(curlp,T).

Beweis: Der Beweis soll dhnlich gefiihrt werden wie in [4], [9] und [11]. Sei U = ¥Eu bzw.
V = ¥},v, dann gilt aufgrund der 1. Greenschen Formel fiir das Gebiet B, \ §2

(WU, V) = — / (curlU - curlV — curlcurlU - V) dz + / wUrpVds,.

B,\Q 9By
Da U und V Lésungen der Differentialgleichung sind, folgt

= — / (curlU .curlV — U curl curl V) dxr + / ywU~ypVds,

B \Q dB,

:<’Vjcvva’ﬁ)ﬁ>+/’YNU’YDVdSm— /’VNV’VDUdSm

0B, OBy
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und aufgrund der Sprungbedingungen

= (yWV, 7Dﬁ>+/7NU7DVd8x— /7NV7DUdSm

9B, 9B,
= / (curl U-curlV — U - curl curl V) dx
Q
+ / yNUyDVdsm — / 'YNV'YDUde
OB, dB,
= / (curl U-curlV — curlcurl U - V) dx
Q
+ / YwUypVds, — / v VpUds,
OB, dB,
= (wU,7V) + / YwUypVds, — / YvVpUds,.
9B, 9B,

Dank Lemma 3.31 gilt nun

Aus den Sprungbedingungen folgt nun

1
<Bf€u7 V> = _§<’YJCVU + IYNUa ’YDV - VE)V>

1
= —§<’VJCVU —wU, 75V +7pV) = —(u, Cuv).

Satz 3.33. Die Operatoren Ay und Vi, sind beziiglich den Rdumen Hﬁl/g(diVF,T) bzw.
H~'2(T) selbstadjungiert.

Beweis: Siehe [11]. n

Definition 3.34. Das Newtonpotential wird durch

orla—y
(N w)(z) = —

A%
4 ) |z —y|
Q

(y)dy

definiert.
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Satz 3.35. Das Newtonpotential N* besitzt die Abbildungseigenschaft
N*&: H(Q) — H2(Q)
fir alle s € [—2,0]

Beweis: Siehe [29, Seite 82]. u

Satz 3.36. Es gilt die folgende Darstellung

W= Ny, 0 HUYA() - HY(Q),

wobei v}, der adjungierte Operator der Dirichletspur ist.

Beweis: Sei U = ¥ w, dann gilt U; = ¢; - ¥w. Daw € HF/Q(F) ein tangentiales
Vektorfeld ist gilt nun

w= o Wiw = [ (auog)e) wlolds, = [(gule.e) - (3% wio)  @)ds,

= /(ﬁ X gu(z,y)e; x 1) - w(y)ds, = /gn(ﬂf,y)ei - pw(y)dy

T Q

=e- /gm(x, y)vpw(y)dy = e; - N™vpw.
Q

Da dies fiir ¢ = 1, 2, 3 gilt, folgt

U =N"yhw

Satz 3.37. Der Operator B, — B, : Hil/z(din ) — Hﬂl/Q(diVF ,I) ist kompakt.
Beweis: Da

INPwW = v Phw

gilt, wird im folgenden W statt W% betrachtet. Es ist B, — By = yn(¥% — ¥%) und mit
Satz 3.36 folgt

B/{ - Bn/ = fVN(NH - NR/)’)/BW

yp : HY(Q) — H*(D)
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stetig ist, gilt dies auch fiir den adjungierten Spuroperator
* —1/2 _
vp H VAT — H(Q).

Laut [29] ist N* — N* von H 1(Q) — H?(Q) stetig, und die Einbettung von H?*(Q)
in H?*(Q2) kompakt. Weiters ist die Einbettung von H?(Q) in H(curl? Q) stetig (da die
Normen abgeschétzt werden kénnen). Da aber auch die Neumannspur

v : H(curl?, Q) — H, "/*(divr ,T)

stetig ist, ist B, — B : H[l/g(l") — H[l/g(diVF ,I') kompakt, da aber

||11||H[1/2(F) < ”u”Hﬁl/Q(divr ,I)

ist, gilt dies auch fiir die Rdume, wie sie im Satz angegeben sind. [ ]

Folgerung 3.38. Aus dem Satz von Schauder (siehe [14]) folgt nun, dass auch
C.— Cy: H"?(curly,T) — H, " (curly, T)
kompakt 1ist.
Satz 3.39. Die Operatoren
A. — Ao H V¥ (divy , T) — H Y (cmlp, T)
und
Vi, — Vo HY2(T) — HYX(I)
sind kompakt.

Beweis: Dies kann analog wie fiir B, — B, gezeigt werden. ]
Satz 3.40. Fir x € R mit k <0 gilt

(Vi 0) = C - [0l =171y
fiir alle $ € H=Y2(T).
Beweis: Siehe [29, Seite 123]. u
Satz 3.41. Firxk € R mit k <0 gilt

2
(A,@u, 11> Z c- ||u||Hﬂ1/2(F)

fiir alle u € Hﬁlﬂ(F).
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Beweis: Fiir Ag siehe [7], fiir A, folgt der Beweis analog, wenn man die Eigenschaft fiir
V.. beniitzt. [ ]

Satz 3.42. Fir k € R mit k < 0 ist das Einfachschichtpotential S, Hﬁl/g(diVF,T)-

elliptisch und selbstadjunguert, dasselbe gilt fiir den hypersinguldren Operator N, beziiglich
dem Raum H11/2(CUI'1F ).

Beweis: Es gilt
1
(Sgu,u) = (A,u,u) + ?(Vﬁdin u, divp u)

2 1 . 2
2 [[ullgro gy + 5 ldive allze

2
= 2 ”U‘”HF/Q(divF )"

Fiir den hypersinguldren Operator ist

(Nqu,u) = k*(A.(u x @), u x i) + (Vicurlp u, curlr u)

12 2
> k2 ||lu x nHH[l/Q(F) + [Jewrlr ul[ -1z

2
Z KQ ||u||H11/2(curlp I

da [lu x || ) gilt. n
I

2
(1) = ”uHHIl/Q(I‘
Definition 3.43. Fir k < 0 wird durch

[ul[s-1 :== V/(S;1u,u)

fir alle u € Hll/Q (curlp,T') eine in Hll/z(curlp ,I') dquivalente Norm definiert.

Die folgenden Aussagen wurden urspriinglich in [32] fiir den Laplace-Operator bewiesen.
Diese konnen jedoch relativ leicht auf den Operator curlcurl + k%I {ibertragen werden,
falls k € R mit k < 0 gilt.

Satz 3.44. Fiir alle u € Hll/Q(curlp , 1) gilt fir k >0

1
(1= a) ulle < (57 = Coul| <l
mit
1 1
CK:§+ Z—Cfcjlv<1.

Hierbei sind ¢; und ¢ die Elliptizititskonstanten des Einfachschichtpotentials S, und des
hypersingularen Operators N,.
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S,L; 21 :,‘Q b 21 ::‘Q

= (T,u,u) — (N,u, u)

H(%I ~Cou

st

fiir alle u € Hll/Q(curlp ,I'), wobei T, wie in (3.15) definiert ist. Sei
J H[l/g(diVF , ') — Hll/Z(curlp )

die Rieszabbildung (die Raume Hll/ *(curlp,T) und Hr/ *(divp,T) sind Hilbertriiume,

siehe [7, Seite 8]), dann ist A := JS_! selbstadjungiert und Hll/Z(curlp , I')-elliptisch. Sei
nun A = AY2AY2 dann gilt

(T, u) = <5H1(%1 ~Cou )

= <JS;1(%I — Co)u,u)

HII/Q (curlp ,I)

HI1/2

— (V31— Cou AV w)

< HAI/Q(%[ _Cu

(curlp ,I)

1/2
HIl/Q (curlp,I) HA uHHII/Q(CurlF )

und mit

A2y =

1/2 1/2
(curlp 1) = (A [y, AY V>H11/2

(curlp ,I')

K >H11/2(curlp )

erhalt man schliellich

1
(Tou,u) < |[(z1 —Cy)u ul|g-1 .
2 st “
Andererseits gilt fiir den hypersinguldren Operator
<Nliu7 u> > C{V HuHHII/Q(CuﬂF ) > cfcf(Sglu, u> = C{VCf Hqugl :

Insgesamt folgt somit

2

1
H(él —Cy)u = (T,u,u) — (N,u, u)
sot
1
< |G- cou  tuls - el
S
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Mit
1
a:= H(—I —Cy)u >0, b:=|ulg-1>0
2 - .
ist dies gleichbedeutend zu
a\? a
(5) — el <0

und damit

Folgerung 3.45. Firv € Hll/Q(curlp ) gilt

< ek [[vilsyr

(1= cx) [[v]lszr < H(%IJr e 5!

Beweis: Mit der Kontraktionseigenschaft von 17 — C, folgt

1 1
¥llsr = {| (51 + Cov + (51 = Cov

St
1 1
< |(zI+Cy)v + |[(z] = Cy)v
2 st 2 st
1
<|GI+Cv]|  +exvlsg
St

womit die untere Abschitzung folgt. Mit den Darstellungen (3.14) und ( 3.15) folgt

1 2 1 2
H(§I+ Cu)v = H(I — (§] —Co))v
S st
) 1 2 1
= ||V||s;1 + (5—, - Cm)V - 2<5H (51 - CK)V7V>L2(F)
s:t
1 2
2
= HVHsgl + (51 - Co)v — 2(TwV, V) Ly(r)
s:t
1 2
= Hnggl - (51 —Co)v —2(Nov, V) Ly
St

< (1= (1—ex)® = 25e) V|20 = & |[v]aa

womit der Satz gezeigt ist. |
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Folgerung 3.46. Fiirw € HF/Q (divp,T') und der durch S, induzierten Norm gilt

1
(= a)wls, < (T4 Bow] < cxlwl,.
Sk
Beweis: Fiir w € Hﬁl/z(din ,I') existiert ein eindeutig bestimmtes v € Hll/z(curlp I
mit v =S, w. Mit der Symmetrieeigenschaft (3.13) gilt
1 2 1 L1 .
(T +B)w|| = (Su(=1£B.S:'v, (=] £B,)S:!)
2 . 2 2
1 1 1 2
=((zIFC)v,S, (I FCov)=[[(zIFCy)v
2 2 2 -
sowie
Iwlls, = {(Sew, w) = (S, 'v,v) = [[v]s;1.
n

In diesem Kapitel wurde die Elliptizitit einiger Operatoren bewiesen, im Folgenden wird
man es jedoch meist mit Operatoren zu tun haben, welche sich lediglich als Summe eines
elliptischen und eines kompakten Operators darstellen lassen. Dies stellt jedoch kein grofles
Problem fiir die Analysis dar, da sich aus der Fredholmschen Alternative der folgende Satz
ableiten lasst.

Definition 3.47. Fin Operator A : X — X* heifit koerziv, bzw. erfillt eine Garding-
Ungleichung falls ein kompakter Operator C': X — X* emistiert, so dass

(A +C)u,u) > [lul%
fiir alle w € X gilt.
Satz 3.48. Ist der Operator A : X — X* koerziv und injektiv, so besitzt die Gleichung
Au=f
eine eindeutige Losung.

Beweis: Siehe [16]. n
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Randintegralgleichungen

Wie am Beginn des vorhergehenden Kapitels gezeigt wurde, ist das Ausgangsproblem
(1.25)-(1.27) eindeutig losbar, fiir die dazugehorigen Randintegralgleichungen kann dies
jedoch nicht immer gewéhrleistet werden, insbesondere wenn die Frequenz einem Eigen-
wert des entsprechenden Innenraumproblems entspricht.

Satz 4.1. Ist k* = X ein Eigenwert des inneren Dirichlet-Problems

curlcurl U(z) = k*U(z)  in Q, (4.1)
ypU(z) =0 auf T, (4.2)

dann ist ywU(z) im Kern von S, und (—11 + B,,) mit x = ik.

Beweis: Dieses Eigenwertproblem entspricht dem Innenraumproblem der Maxwell-Gleich-
ungen, d.h.

wU = S.(wU) + (GI+C)(wU),
wU = (31 +Bo)(wU) + N.(ypU).
Aus ypU = 0 folgt S,.(yyU) = 0 und (—31 + B,)(7wU) = 0. n

Satz 4.2. Ist k* = X ein Eigenwert des inneren Neumann-Problems

curlcurl U(x) = k*U(z)  in Q,
ywU(z) =0 auf T,

dann ist ypU(z) im Kern von N, und (=11 + C,) mit k = ik

Beweis: Dieses Eigenwertproblem entspricht dem Innenraumproblem der Maxwell-Gleich-
ungen, d.h.

wU = S.(wU) + (GI+C)(wU),
WU = (51 +By)(wU) + N.(7pU).
Aus yvU = 0 folgt N.(ypU) = 0 und (-3 + C,)(7pU) = 0. u

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, diese Schwierigkeiten im Zusammenhang mit Randinte-
gralgleichungen zu behandeln. Die erste Methode wurde in [17] vorgeschlagen, und in [20]
fiir elektromagnetische Probleme behandelt. Hierbei wird ein zweiter Hilfsrand konstruiert,

69
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auf dem eine weitere Randintegralgleichung eingefiihrt wird. Danach werden die Randin-
tegralgleichungen auf dem urspriinglichen und dem kiinstlichen Rand geschickt addiert,
wodurch man eine eindeutig 16sbare Formulierung erhélt. Jedoch kann auch diese Metho-
de Stabilitdtsprobleme hervorbringen. Ein kurzer einfithrender Artikel zu dieser Methode
ist [31]. Die zweite, bekanntere Methode sind sogenannte kombinierte Randintegralglei-
chungen. Diese wurden zuerst fiir akustische Streuprobleme von Brakhage und Werner in
[3] behandelt, und danach von Panich fiir elektromagnetische Probleme in [27]. Nun soll
zunédchst kurz auf den Ansatz von Brakhage und Werner eingegangen werden.

4.1 Ansatz von Brakhage und Werner

Die Idee von Brakhage und Werner beruht einfach darauf, eine geschickte Kombination aus
Einfachschichtpotential und Doppelschichtpotential zu wéhlen. Genauer gesagt wéhlten sie
die komplexe Linearkombination

U(z) = ¥iw(z) — inPh,w(x) fiir x € Q°.
Dies fiihrt im Falle des d&ufleren Dirichletproblems zu der Randintegralgleichung

2o U(x) = Sewl(x) + in(%[ _Cow(x) firzel (4.3)

Im Falle der Helmholtz-Gleichung ist das Pendant der Randintegralgleichung (4.3) fiir hin-
reichend glatte Gebiete eindeutig l6sbar (siehe [3]), im Falle der Maxwell-Gleichungen ist
nicht einmal dies vollstdndig geklédrt. Spétestens im Falle von nicht glatten Gebieten kann
die eindeutige Losbarkeit des obigen Ansatzes jedoch nicht mehr gewéhrleistet werden.
Dies riihrt daher, dass das Doppelschichtpotential in diesem Fall keine kompakte Abbil-
dung mehr darstellt, und diese Eigenschaft wesentlich bei der Herleitung der eindeutigen
Losbarkeit ist. Daher wird es nétig, eine Regularisierung der Potentialoperatoren einzufiih-
ren. Hierfiir gibt es nun zwei Moglichkeiten:

e Regularisierung des Einfachschichtpotentials, d.h.
U(z) = YiRw(z) — inPh,w(x), (4.4)
mit R : H ' (curlp , T) — H; Y (divr , T).
e Regularisierung des Doppelschichtpotentials, d.h.
U(z) = ¥iw(z) — inWh,Bw(z), (4.5)
mit B : HV*(divp,T') — H"?(curly, T).

Bemerkung 4.3. Da W bzw. WY, jeweils Losungen der Differentialgleichung (1.25) sind
und die Abstrahlbedingung (1.27) erfillen, gilt dies auch fir den Ansatz von Brakhage und
Werner, bzw. fir die Regularisierungen dieses Ansatzes.

Fiir die Wahl dieser Regularisierungen gibt es nun mehrere Moglichkeiten, eine hiervon ist
der Ansatz von Buffa und Hiptmair.
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4.2 Ansatz von Buffa und Hiptmair

In diesem Teilkapitel soll nun der Ansatz von Buffa und Hiptmair (siehe [9]) fiir die Regu-
larisierung des Doppelschichtpotentials betrachtet werden.
Aus dem Ansatz (4.5) ergibt sich nach Spurbildung die Randintegralgleichung

voU(x) = Z,w(z) = Spw(x) + in(%] — C,)Bw(x) firzx € I. (4.6)

Eine Moglichkeit, die Invertierbarkeit des Operators Z,; : HF/ *(divp,T) — Hil/ *(curlp, T)

zu gewihrleisten, ist nachzuweisen, dass er injektiv und koerziv ist. Die Idee von Buffa und
Hiptmair ist nun, den Operator B kompakt zu wahlen, wodurch nur noch die Koerzivitét
von S, und die Injektivitat des Operators Z, zu zeigen ist.

4.2.1 Koerzivitat von S,

Um die Koerzivitdt von S, zeigen zu konnen, benotigen wir zunéchst folgenden Hilfsope-
rator.

Definition 4.4. Sei

1
S,@’Qll = Aoll — _QVF ‘/QdiVF u
K

fiir alle w € H; Y (divp , T).

Satz 4.5. Der Operator S, o — Sy : Hr/z(diw ) — Hil/Q(curlp ,I) ist kompakt.

Beweis: Dies folgt aus der Kompaktheit von A, — Ag und V,, — V4 (siehe Satz 3.39). =

Da aber S, ¢ leider nicht wie im Falle der Helmholtz-Gleichung elliptisch ist, ist es notwen-
dig, eine verallgemeinerte Gardingsche Ungleichung zu beweisen. Hierzu seien

X H,V(dive  T) — curly (HY())
und

Y HY2(divy, ) — Vp (H2(T) nHY*(T)

die Projektionen von HF/ ?(divp, T) auf die beiden orthogonalen Unterriume, welche sich

aus der Hodge-Zerlegung ergeben (siehe Satz 2.43). Der Operator X sei dann durch
X =X-)

definiert.
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Satz 4.6. S, erfillt die verallgemeinerte Gardingsche Ungleichung

2
[(Sep, X o) + cr(p, p)| > ¢ ||M||H[1/2(divr ,T)

fir alle p € Hi1/2<diV[‘ ,I), wobei cr(p, p) eine kompakte Bilinearform ist (siehe [9]).

Beweis: Da divp curlpu = 0 fiir « € HY?(T') gilt (siehe [6]), folgt fiir x = ik

1 .
(Swott; Xp) = (Aopt, Xp) + 15 (Ve Vodive p, X )

1 . .
= (Ao, X ) — E(V()dlw w, divp X p)
= (Ao X p, Xp) + (Ao, Xp) — (Ao X p, V) — (Ao, Y )
1 : : 1 : .
— ﬁﬂ/odlw Xp, divp Xp) — ﬁ(VodlvF Y, divp X' )

1

1 . .
+ ﬁ(vodl\fr Xp, dive V) + 2

(Vodivyp Y, dive Y ).
Aus divp Xp = 0 folgt nun
(Skom, Xp) = (RoX p, Xp) + (Ao, X ) — (Ao X, V) — (Ao, Y )
+ %(ngiw Y, divr Y ).

Da aber (AgYpu, X ), (AgXpu, Yu) und (AgYp, Yp) kompakte Bilinearformen sind (siehe
22]) folgt aus Satz 4.5

1 : :
[(Sbe, Xp) + er(p, )| = [(AoX . X ) + 15 {Vodive Vi, dive Vi)
. 2 2
> o ldive Dpully-vagy + 2 18l
Z c ||M||i‘1[1/2(divlﬂ ,F) )
da ||yp||H[1/2(F) < C||dive Y| gy-r/o(ry gilt (siehe [22]). u

Fiir die Injektivitat des Operators Z,, ist es nun notwendig, den Operator B so zu wihlen,
dass er die Ungleichung

(Bp, p) >0 (4.7)

fir alle 0 # p € HF/ ?(divp, T) erfiillt. Die Konstruktion eines solchen Operators ist in [9)]
angefiihrt, da diese jedoch etwas technisch ist, soll an dieser Stelle nur kurz auf die Idee
eingegangen werden. Diese besteht darin, den Operator B iiber die Variationsformulierung

(Bu,v) + (divp Bu,divp v) = (v X 77, u)
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zu definieren, wobei die Gleichheit fir u € HF/ *(divp,T), Bu € X und alle v e X

gelten soll. X ist hierbei ein Raum, der kompakt in HF/ 2(divF,T) eingebettet werden

kann und gleichzeitig dicht in diesem ist. Mit Hilfe von Dichtheitsargumenten kann dann
die notwendige Bedingung (4.7) gezeigt werden. Die Kompaktheit des Operators ergibt sich
direkt aus der kompakten Einbettung des Raumes X in Hr/ *(divp, T).

4.3 Modifizierte Randintegralgleichungen

Im folgenden sollen nun regularisierende Operatoren fiir das Dirichlet- und Neumannpro-
blem gefunden werden, welche auf die Kompaktheit verzichten und ausschliellich aus be-
reits bekannten Operatoren gebildet werden konnen. Die Motivation hierfiir stammt wie-
derum von der Helmholtz-Gleichung ab, da in diesem Falle dieser Ansatz bereits erfolgreich
umgesetzt werden konnte (siche [15] bzw. [16]).

4.3.1 Dirichletproblem

Fiir das Dirichletproblem soll nun eine geeignete Modifizierung des Doppelschichtpotentials
gewihlt werden, d.h. man betrachtet den Ansatz

U(z) = Yiw(z) —inWPhy,Bw(z) fiir x € Q°,

welcher durch Spurbildung zur Randintegralgleichung

S.w(x) + in(%[ —Cy)Bw(z) =g(x) firzel

fithrt. Um Symmetrien ausniitzen zu kénnen, wird der Operator B durch

1 _
B = Sg‘l(§[+ B.): H

P (dive, T) — H Y (curlp , T)

definiert, wobei S : Hll/Z(curlp ) — HF/Q(diVF ,I') wiederum durch

Spu := 17 x Ap(u x i) + curlp Vycurlr u
definiert ist.

Bemerkung 4.7. Der Operator 53_1 kann hierbei durch diverse Operatoren ersetzt werden.
Fiir die Theorie sind nur dreir Dinge entscheidend:

e Der Operator bildet von Hﬁl/g(divF ,I') nach Hll/Z(curlp ,I) ab,

e der Operator ist HF/Q(din ,I)-elliptisch,
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e der Operator ist selbstadjungiert beziiglich dem Raum Hr/z(diw ).

Die Tatsache, dass in dieser Arbeit ein inverser Operator gewdhlt wird, beruht darauf, dass
dieser Ansatz besonders giinstig fiir eine spatere Sattelpunktformulierung ist, welche eine
Approximation der resultierenden Randintegralgleichung ermdglicht.

Diese notwendigen Eigenschaften sollen nun fiir den Operator Sg_l gezeigt werden. Hierzu
wird gezeigt, dass Sj selbstadjungiert ist und beziiglich dem Raum Hf/ 2(curlp , ') ellip-
tisch. Da der Operator auch beschrénkt ist, folgt dann aus dem Satz von Lax-Milgram,
dass der Operator S invertierbar ist. Die geforderten Eigenschaften fiir Sg_l folgen damit
aus jenen von Sj.

—-1/2

Satz 4.8. Der Operator S§: H| /“(curlp,I') — HF/Q(diVF ,I) ist selbstadjungiert.

Beweis: Seien u,v € H11/2(CUI'1F ,I'), dann gilt aufgrund von Satz 3.33

(Spu, v) = curly Vycurlp u, v)
Vocurlr u, curlp v)

curlp u, Vpeurlp v)

+ o+ o+ 4

u, curly Vyeurlp v)

Satz 4.9. Der Operator S : H '/

Raum Hll/z (curlp,T').

(curlp, ') — HF/Q(diVF ,I) st elliptisch beziiglich dem

Beweis: Wegen Satz 2.53 gilt

(Sgu,u) = (Ap(u x 1), (u x 1)) + (Vocurlp u, curlp u)

> ¢ |Ju % nH + ¢y ||leurlp ul|Fs

)

eyl g, + ez feure v
Z Cmin Hu”ilj”(curlp -
|
Somit ware der Operator S invertierbar. Zu losen ist dann also die Formulierung
Z, = Sow(z) + in(%l - cﬁ)sgl(%f L BOw() = g(x) firzel.  (48)

Die Invertierbarkeitkeit von Z, kann nun nach Satz 3.48 gezeigt werden, indem die Koer-
zivitdt und die Injektivitdt des Operators nachgewiesen wird.
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4.3.2 Koerzivitiat von Z,

Satz 4.10. Fir Sy gilt
Im[<SH,OIJ’7 y’>] =0

fiir alle p € Hy'(divy , T).

Beweis: Dies folgt aus der Selbstadjungiertheit von Ay und V4. ]
Mit Hilfe dieser Eigenschaft kann nun die Koerzivitat von Z, gezeigt werden.

Satz 4.11. Der Operator Z,, = S, + in(31 — C,)S; ™" (31 + By) erfiillt die Gardingsche
Ungleichung

2
Im[(Z,p, p) + c1(p, )] = C- HI’LHHF/Q(diVF )

fiir alle p € HF/Q(diVF ,[') mit einer kompakten Bilinearform ci(p, ).

Beweis: (S, ow,w) ist reell. Das selbe gilt fiir das Dualitétsprodukt

1 1
<sg*1(51 + B,)w, (51 +B.)w).

Aufgrund von Folgerung 3.46 gilt aber fiir £ < 0

1
(51 -+ BH/)W

s 2 HWHHF/Q(diVF T)

H,

(divp ,T)

fiir alle w € Hﬁl/z(din ,T). Da der Operator S} elliptisch ist, folgt daraus

*— 1 1 :
(Si 1(51 +Bu)w, (51 +Bu)w) = crep ”W”Hﬁ%vr )

Da sich nun Z, in folgender Form schreiben lésst,

1 1
Zr = Sko+ (Sk — Sko) ”77((_1 — Cp)Sy (51 + Bw)
O 7 2m0) 2 2

kompakt

1 1
+ (CR/ — CH)SS_l(il -+ Bn) + (51 — CFJ)SS_l(BH N BR/)),

~
kompakt

S

gilt somit

Im [(Z,w,w) + ¢;(w,w)] = Im |:<SR70W,W> + i77<58_1(%[ + By)w, (%I + Bk)w)]

2

> crep ||w||i1[1/2

=Im [<531(1[ + Br)w, (%I - Bk)wﬁ

(diVF 7F) :
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4.3.3 Injektivitat von Z,
Satz 4.12. Ist k = 1k, so gqilt

Im[(Ssu,u)] >0

fiir alle w € H; Y (divp , T).

Beweis: Der folgende Beweis beruht im wesentlichen auf der Beweisidee, wie sie in [16]
fiir den Helmholtzoperator aufgefiihrt ist. Aus der 1. Greenschen Formel folgt

/curlU -curl Vdzx — /’YNU -ypVds, = k? / U - Vdz.
Q r Q

Setzt man V = U, so erhilt man

/ (Jeurl U]* — £*|UJ?) dz = /7NU - ypUds,.

T

U(z) = ¥Siw(z) ist eine Losung des Maxwellproblems, d.h. es gelten

ywPiw(x) = %W(x) + B.w(x),
yoWew(x) = Spw(x).

Sei nun By grof genug, sodass 2 C By, aufierdem sei Qr = B \ Q. Dann gilt

/ (Jcurl U* — k*|UJ?) do = /nyU - vpUds,

QR QR
= / wU - vpUds, — /fy]CVU~fyf)Ud3x.
dBg r

Auflerdem ist

1
Wi (r) = —5w(z) + Bywla),
15 WEw(2) = S,w(z).

Daraus folgt nun

/ (Jcurl U* — k*|UJ?) dz = (w,S,w) + / v~ U - vpUds,.

Br 0BR



4.3 Modifizierte Randintegralgleichungen 7

Hieraus ergibt sich wiederum

Im[(w,S,w)] = —Im / v U - vpUds,

Br

Aus der Silver-Miiller Abstrahlbedingung

/ lcurl U x i — ik(ii x U) x ii|*ds, —0
0B

erhalt man

L/°nvNIJ-¢katJn2dsx::L/“nthﬂF+|ukatJn2—-2}hﬂthJ-%E§5fﬂdsx

OBR 8Bg
= [ 1w UIF + kUl = 2k [0 - 00) ds,
O0BRr
_ / I UI + ik U ds, -+ 2KTm{(w, S,w)] — 0.
OBR

Daraus folgt
2k - Im[(w, S,w)] <0,
bzw.

2k - Im[(S,w,w)] >0

Satz 4.13. Ist k* kein Eigenwert des inneren Dirichletproblems (4.1)-(4.2), dann folgt aus
S,w =0 stets w = 0.

Beweis: Siehe [29, Seite 138]. u
Satz 4.14. Der Operator
. 1 *—1 1
ZH = SH + 277(51 — C,.;)SO (5] + B/@)

mit der Abbildungseigenschaft Z,, : Hﬂl/Q(din , ') — Hil/Q(curlp ,I) st fir k =ik injek-
tiv.
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Beweis: Der folgende Beweis beruht im wesentlichen auf der Beweisidee, wie sie in [16]
fiir den Helmholtzoperator aufgefiihrt ist.
Sei w € HF/Z(diVF ,I') eine Losung der Gleichung

Z,w(x)=0 firzel.

Daraus folgt

=(Z,w,w) = (S,w, W)+ in(SS_l(%[ + B,)w, (%[ + B,)w)

und somit

1 1
Im [(S,w,w) + in(SSfl(al + B,)w, (51 +B,)w)| =0.

Aus dem vorigen Satz ergibt sich nun

n(SSl(%I + B,)w, (%I + B,)w) = —Im[(S,w,w)] <0

und daraus
(=1 +B,;)w =0.
Ebenso gilt nun

S,w(x)=0 firzel.

Dies ist fiir w = 0 oder einen Eigenwert A\ = k? erfiillt. Ist dies der Fall, so gilt aber

1
SevaimwUa)(@) =0, (51 =By yx)wUa(z) = 0.

Also ist

(1 +Baaw) =0, (31~ Bogw() =0

und somit w = 0. ]

Somit ist der Operator Z,; invertierbar. Um jedoch eine Losung ndherungsweise berechnen
zu konnen, wird noch eine Variationsformulierung benéotigt.
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4.3.4 Variationsformulierung

Testet man nun die Gleichung (4.6) mit Testfunktionen 7 € Hﬁl/ *(divp,T), so erhiilt man
die Variationsformulierung

1 1
(Spw, T) — in((él — CH)SS_l(él +B.)w, ) = (g, T).
Setzt man nun
1 _
z = 53’1(51 +B,)w € HL1/2(CUI'1[‘ I

als die eindeutige Losung des Variationsproblems

(Siz.v) = (31 + By)w.v)

fiir alle v € Hll/ ?(curlp, T, so erhilt man eine Sattelpunktformulierung:
Finde (w,z) € H;?(divp,T) x H,"*(curlp, T'), sodass

I
(Spw, T) — in((%[—CQz,ﬂ = (g, 1)

_<(%[+ B.)w,v) + (Spz, V) — 0 (4.9)

fir alle (7,v) € HF/Q(din , ) x Hf/z(curlp ,I') gilt. Dieses Gleichungssystem ist ein-
deutig 16sbar, da es dquivalent zur ausgehenden Randintegralgleichung (4.8) ist. Leider
zeigt sich, dass die Koerzivitat des Systems (4.9) nicht wie im Helmholtzfall bewiesen wer-
den kann. Eine solche Abschéitzung wiirde die Verwendung von Standard-Argumenten bei
der numerischen Analysis der Diskretisierung ermdoglichen (siche zum Beispiel [30]). So-
mit erscheint nur die Approximation des Operators Z, durch eine Galerkin-Approximation

des inversen Operators analog zur Diskretisierung des Steklov-Poincare Operators gangbar
(siehe [33]).

4.4 Neumann-Problem

Hier geht man von dem Ansatz
U(z) = ¥ v(z) + inPSRv(z) firz e Q°
mit
R= Ngl(%l +Cy) t H 2 (emly, T) — H, V(dive , T)
aus. Dabei ist

(Nou, v) := (Apu, v) + (Vodivr u, divyp v)

fir u,v € Hr/z(diw ).
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Satz 4.15. Der Operator N§ : Hfl/Q(diVF,F) — Hf/z(curlp ,I) ist selbstadjungiert und

l
Hﬁl/g(divF ,I')-elliptisch.

Zu l6sen ist also die Randintegralgleichung
1

U.w(z) = N.w(z) — in(%[ — BH)NS*I(QI + Co)w(z) = g(x) firz eI
4.4.1 Koerzivitat von U,
Definition 4.16. Fir u,v € Hll/Q(curlp ,I) sei
(Ncou, 1) := k*(Ag(u x 77), (u x 7)) + (Vocurlp u, curlp u).
Satz 4.17. Fiir N, o und k = ik gilt
Im[(Nyop, u)] =0
fir alle p € Hll/Z(curlp ).

Beweis: Dies ergibt sich aus der selbigen Eigenschaft von Ay und Vj. [ ]

Satz 4.18. Der Operator
1 1
U = Ne —in(51 = BoNG (51 + Cy)

mit der Abbildungseigenschaft U, Hll/g(curlp , ') — HF/Z(diVF ,I) ist koerziv.
Beweis: (N, ow,w) ist reell. Dasselbe gilt fiir das Dualitétsprodukt
x—1 1 1
N (51 + Cow. (L1 4 Cw).
Aufgrund von Folgerung 3.45 gilt
1

> C{|W|| - .
H11/2(Curlr ) B || ||HL1/2 (curlp,T)

Da der Operator Ng_l elliptisch ist, folgt daraus
x—1 1 1 2
(N (51 + Co)w, (51 + Co )W) > crep ||w]|”.
Da sich nun U, in folgender Form schreiben lésst,

1 1
Us =N+ (No = Neo) =in( (51 = Bu)S; ™ (51 + C)

kompakt

1 1
+ By — BIN; (51 + C) + (51 = B)Ny ™ (Co = ) ),

N J/

TV
kompakt
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gilt somit

—Im [(U,w, w) + ¢(w,w)] = —Im |:<NR70W,W> — in<Ng_1(%[ + C,)w, (%I - Cn)w)]

1 1
Z CICE ||Wl|illl/2(curlp )
mit einer kompakten Bilinearform c(w, w). [

4.4.2 Injektivitat von U,
Satz 4.19. FEs gilt

Im[(N,w,w)] <0

fiir k =ik und alle w € Hll/Q(CU_rlr‘ ).

Beweis: Aus der 1. Greenschen Formel folgt
/curlU -curl Vdx — /nyU -vpVds, = k2 / U - Vdzx.
Q r Q

Setzt man V = U, so erhilt man

/ (JeurlU* — k*|UJ?) da = /nyU - ypUds,.
Q T

Sei nun U(x) = ¥4, w(z) und damit eine Losung der Differentialgleichung (1.25), d.h. es
gelten

WO, w(z) = Now(z),

1
Yo ,w(x) = éw(:c) + Cow(z).
Sei nun By grof genug, sodass ) € Bg gilt, auBerdem sei Qr = Bg \ Q. Dann gilt

/ (JeurlU]* — k*|UJ?) dz = /7NU -ypUds,

Qpr Qr

= / WU - 1pUds, — / WU -7 Uds,.

OBR r
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Auflerdem gilt

T iy (2) = New (),

W (1) = —Sw(o) + Cowl).

Daraus folgt nun
/ (Jeurl UJ* — £*|UJ?) dz = (N w, w) + / U - ypUds,.
Br OBRr

Hieraus ergibt sich wiederum

Im[(N,w,w)] = —Im / YU - ypUds,

Br

Aus der Silver-Miiller Abstrahlbedingung

r—

/ lcurl U x 7 — ik(7i x U) x 7i|*ds, — 0

0BR

erhalt man nun

/ Iy U — ikypU|)* ds, = / W U|? + ||ikypU||> — 2kRe[yn'U - ikypU]ds,

0BR OBRr
_ / Iy I + [ik7pU? — 2KImfyy U - 7 0)ds,
O0BRr
= / I U2 + likro U ds, + 2kIm{(N,w, w)] — 0
O0BRr

fiir r — oo. Daraus folgt

2k - Im[(N,,w, w)] < 0.

Satz 4.20. Der Operator
. x—1 1
NR — ZT}(a[ — BR)NO (5[ -+ CR)

ist injektiv
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Beweis: Sei w € HF/ *(divp,T) eine Losung der Gleichung
Uw(z) =0 firzel.

Daraus folgt

1 1
0=(U.w,w)=(N,w,w) — in(Ng_l(él + C,)w, (§[ + C.)w)

und somit
w11 1
Im | (New, w) —in(No (51 + Co)w, (51 + Co)w) | = 0.
Aus dem vorigen Satz ergibt sich nun
x—1 1 1
MNG T (GT+ Cw, (5T + Cow) = Im[(Nw, w)] <0

und daraus

1
(él + CH)W =0.

Ebenso gilt nun
N.w(z) =0 firazel.

Dies ist fiir w = 0 oder einen Eigenwert \ = k? erfiillt. Ist dies der Fall, so gilt aber

1

(NL W Un)(z) =0, (51 = CoyxhwUa(e) = 0.
Also gilt
1 1
GT+Camw®) =0, (51— Copmwlz) =0
und somit w = 0. ]

4.4.3 Variationsformulierung

Testet man nun die Gleichung mit Funktionen 7 € Hll/ 2(curlp,lﬂ), so erhdlt man die

Variationsformulierung

(N.w, T) — in((%[ — BH)Ngl(%I +Cow, ) = (g, 7).
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Setzt man nun

1 .
z= (N (51 + Cow € H) Y2 (divy, T)

als die eindeutige Losung des Variationsproblems

(Niz, v) — <(%1 +Cow,v)

fiir alle v € HF/ 2(divr ,I') kommt man zu einer Sattelpunktformulierung:

Finde (w,z) € Hil/Q(curlp ,I) % H[l/Q(diVF ,I'), sodass
<NHW7 T> - 277<(%[ - BH)Za T> = <g7 T> (4 10)
—((3I+Co)w,v) + (N3z, v) = 0 '

fir alle (7,v) € HF/Z(diVF ) x Hll/Z(curlp ,I') gilt. Wie im Falle des Dirichlet-Problems
konnte auch hier die Koerzivitéit des Systems im Rahmen dieser Arbeit nicht nachgewiesen
werden.

4.5 Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Hauptaugenmerk darauf gelegt, eine modifizierte Randintegral-
gleichung zu finden, welche die eindeutige Losbarkeit der Randintegralgleichung fiir alle
Frequenzen garantiert und dabei auf die Zuhilfenahme kompakter Operatoren oder der
Hodge-Zerlegung verzichtet. Leider konnte die Koerzivitit des Operators Z, nicht direkt
auf die Sattelpunktformulierung (4.9) iibertragen werden. Eine offene Frage ist somit, wie
die Diskretisierung am besten zu bewerkstelligen ist. Kénnte die Koerzivitédt des Systems
(4.9) auf andere Weise gezeigt werden, z.B. durch Verwenden der Hodge-Zerlegung, so
kénnten Standard-Argumente fiir die numerische Analysis der Diskretisierung verwendet
werden. Ist dies jedoch nicht der Fall, so muss wahrscheinlich der Operator Z,, direkt behan-
delt werden. Eine weitere Herausforderung stellt die Implementierung dar, unabhéngig da-
von, welcher Ansatz nun gew#hlt wird. Denn aufgrund der Spurrdume HF/ 2(divr ,[') und

Hll/ ?(curly, ), konnen nicht einfach konstante oder stiickweise lineare Ansatzfunktionen
gewihlt werden, stattdessen miissen konforme Ansatzraume gewéhlt werden. Diese sind
zum Beispiel durch Raviart-Thomas Elemente gegeben (siche [28]). Weiters miissen effizi-
ente Losungsverfahren untersucht werden, insbesondere eine geeignete Vorkonditionierung
des jeweiligen Gleichungssystems, um eine zufriedenstellende Konvergenz der beniitzten ite-
rativen Loser zu gewéhrleisten. Um jedoch praktische Beispiele mit komplexen Geometrien
in ausreichender Genauigkeit rechnen zu kénnen, miisste ein geeignetes Kompressionsver-
fahren implementiert werden. Kandidaten hierfiir wéaren zum Beispiel die Multipolmethode
oder der Ansatz mittels Hierarchischer Matrizen (siehe [18] bzw. [19] und [2]).
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Eine weiterfiihrende Problemstellung ist die Kopplung von Finite Element Methoden und
der Randelementmethode. Hierbei wird das Gebiet €2 in mehrere Teilgebiete €2; aufgeteilt,
und die Differentialgleichung auf den einzelnen Gebieten fiir sich betrachtet, wobei die
Konsistenz des Gesamtsystems nur iiber geeignete Transmissionsbedingungen am Rand
gewihrleistet wird. Somit kann je nach Bedarf die geeignetere Methode fiir das Gebiet
gewahlt werden, zum Beispiel FEM fiir nichtlineares Materialverhalten, und BEM fiir die
Behandlung von Aufenraumproblemen.
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