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Einleitung

In den Natur- und Ingenieurswissenschaften treten bei der Modellbildung héufig Randwert-
probleme partieller Differentialgleichungen auf. Eine explizite Losung der Randwertproble-
me ist jedoch nur selten moglich, somit miissen geeignete numerische Verfahren verwendet
werden. Eine Methode zur Bestimmung einer ndherungsweisen Losung von Randwertpro-
blemen ist die Randelementmethode (BEM). Dabei werden ausgehend von der Variations-
formulierung des Randwertproblems durch partielle Integration und durch Kenntnis der
entsprechenden Fundamentallosung Integralgleichungen hergeleitet. Bei der Betrachtung
von homogenen partiellen Differentialgleichungen geniigt zum néherungsweisen Losen der
Integralgleichungen eine Diskretisierung des Randes. Dabei geht jedoch durch die Formu-
lierung als Integralgleichungen der lokale Charakter der Differentialgleichungen verloren.
Somit entstehen bei der Diskretisierung vollbesetzte Matrizen. Der Speicherbedarf sowie
der Rechenaufwand fiir das Losen des linearen Gleichungssystems schrianken die Anwend-
barkeit der Randelementmethoden zunéchst wieder ein. Um den Speicherbedarf und den
Aufwand zum Losen des linearen Gleichungssystems zu reduzieren, existiert inzwischen
eine Reihe von schnellen Randelementmethoden, wie beispielsweise

e Multipolmethode (vgl. [6]),

e Adaptive Cross Approximation (ACA) (vgl. [2]),
e H-Matrizen (vgl. [8]),

e H*-Matrizen (vgl. 3, 7]).

Dabei werden die Randelemente in Cluster eingeteilt, wodurch eine Clusterung der Matrix
entsteht. Fiir die so konstruierten Blécke wird eine Niedrigrangapproximation generiert.
Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich hauptséichlich in der Konstruktion und Reali-
sierung der Niedrigrangapproximationen. Dabei verwendet die Multipolmethode spezielle
Reihenentwicklungen, wie zum Beispiel harmonische Kugelfunktionen. Die Adaptive Cross
Approximation (ACA) Methode verwendet algebraische Approximationen zur Konstruk-
tion der Niedrigrangdarstellung. Die H-Matrizen und H2-Matrizen bieten eine komplette
Arithmetik fiir die Klasse der Matrizen mit Niedrigrangapproximation.

Bei der Behandlung von inhomogenen partiellen Differentialgleichungen durch die Rand-
elementmethode treten zusétzlich noch Newtonpotentiale auf. Bei den Newtonpotentialen
handelt es sich um Volumenpotentiale. Eine direkte Auswertung des klassischen Newton-
potentials ist moglich, jedoch aufwendig und es wird zusétzlich eine Diskretisierung des Vo-
lumens benotigt. Hat der inhomogene Anteil der Differentialgleichung eine gewisse Gestalt

11



12 FEinleitung

konnen die Volumenpotentiale durch partielle Integration auf Randpotentiale zuriickge-
fithrt werden. Somit kann die Auswertung beschleunigt und auf die Volumendiskretisierung
verzichtet werden.

In dieser Arbeit wird ausgehend von einer bestehenden Multipolmethode fiir die Laplace-
Gleichung und das homogene System der linearen Elastostatik eine effiziente Auswertung
der Newtonpotentiale mittels der Multipolmethode vorgestellt. Weiters wird mittels par-
tieller Integration das Newtonpotential Nyf auf Randpotentiale zuriickgefiithrt. Das New-
tonpotential Ny f wird durch eine Randintegralgleichung aus dem Newtonpotential Ny f
berechnet. Somit ist es moglich, die Poisson-Gleichung und das inhomogene System der
linearen Elastostatik effizient zu l6sen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. Im ersten Kapitel wird die Problemstellung definiert
und daraus eine symmetrische Formulierung in Form von Randintegralgleichungen gewon-
nen. Zur naherungsweisen Losung dieser Integralgleichungen wird dafiir im zweiten Ka-
pitel eine Galerkin-Approximationsmethode verwendet. Fiir die Ndherungsmethode wird
Konvergenz bewiesen und es werden geeignete Fehlerabschétzungen hergeleitet. Das drit-
te Kapitel beschéftigt sich mit der Auswertung der Newtonpotentiale Nyf und N;f der
Poisson-Gleichung. Zuerst wird eine direkte Auswertung fiir beide Newtonpotentiale be-
sprochen. Fiir das Newtonpotential N; f wird eine alternative Darstellung zur indirekten
Auswertung vorgestellt. Die direkte als auch die indirekte Auswertung werden im An-
schluss mit der Multipolmethode beschleunigt. Weiters wird fiir den zusétzlichen Approxi-
mationsfehler, der durch die Multipolmethode auftritt, eine Fehlerabschéatzung hergeleitet,
wobei eine optimale Konvergenzordnung bei geniigend glatten Rand sichergestellt werden
kann. Auch die Auswertungen der Newtonpotentiale N f und NF f der linearen Elasto-
statik werden im vierten Kapitel mittels der Multipolmethode beschleunigt. Dabei wird im
wesentlichen die Fundamentallosung der linearen Elastostatik auf die Fundamentallosung
der Laplace-Gleichung und deren Ableitungen zuriickgefiihrt, wodurch die Multipolmetho-
de der Poisson-Gleichung wiederverwendet werden kann. Fiir die Multipolapproximation
wird eine Fehlerabschéitzung hergeleitet, und erneut kann eine optimale Konvergenzord-
nung bei geniigend glattem Rand sichergestellt werden. Im fiinften Kapitel wird unter
der Vorraussetzung eines harmonischen inhomogenen Anteils f der linearen Elastostatik
das Newtonpotential Ny f durch partielle Integration auf ein Randpotential zuriickgefiihrt.
Diese Methode wird im folgenden auf die elektromechanische Kopplung angewandt. Alle
beschriebenen Methoden wurden implementiert und deren Effizienz an Anwendungsbei-
spielen getestet.



1 Randwertprobleme und
symmetrische Formulierung

1.1 Die Greenschen und Bettischen Formeln

Sei 2 C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit hinreichend glattem
Rand I'" = 09, auf dem fast iiberall der duflere Normalenvektor n(z),z € T', gegeben ist.
Betrachtet werden die Randwertprobleme der Poisson-Gleichung und der linearen Elas-
tostatik. Um eine einheitliche Darstellung zu ermoglichen, werden sowohl das gesuchte
skalarwertige Potential, als auch das gesuchte vektorwertige Verschiebungsfeld mit wu(z)
bezeichnet. Dabei wird auf eine gesonderte Kennzeichnung der vektorwertigen Grofien ver-
zichtet.

Fiir die Poisson-Gleichung ist das Potential u(x) als Losung der partiellen Differentialglei-

chung
—Au(z) = f(z) fiirz e (1.1)

gesucht. Im Falle der linearen Elastostatik ist das vektorwertige Verschiebungsfeld u(z) zu
bestimmen, sodass fiir einen Korper mit elastischem, reversiblem, isotropem und homoge-
nem Materialverhalten in einem beschrinkten Gebiet €2 die Gleichgewichtsgleichungen

3

— Z iUz-j(u,x) = fi(z) firxeQ, i=1,...,3 (1.2)
Oxj

=1

erfiillt sind. Hierbei sind o;;(u, x) die Komponenten des Spannungstensors, die sich iiber
ein Materialgesetz aus den Komponenten e;;(u, x) des Verzerrungstensors zusammensetzen.
Bei Annahme kleiner Deformationen gilt

2 |0z, T Ox,

Als Materialgesetz wird das Hookesche Gesetz fiir x € §2

eij(u, .CL’) =

ul(x)} firez e, i,j=1,...,3. (1.3)

3
E
D eunln )+ o egne) firi =13 (14)

k=1

Ev
(I+v)(1-2v

oij(u,x) =

mit dem Elastizitdtsmodul £ > 0 und der Querkontraktionszahl v € (0, %) verwendet.

Im folgenden wird mit
Yf(z):= lim f(z) firzel (1.5)

O>53z—zel

13



14 1 Randwertprobleme und symmetrische Formulierung

die Spur einer im Gebiet 2 gegebenen Funktion f bezeichnet.
Ausgehend vom Integralsatz von Gauf3-Ostrogradski

/Q 8iif(x)dx = /F%f(x)ni(:c)dsx, i=1,...,3

und durch Ersetzen von f(x) durch u(z)v(x) mit hinreichend oft differenzierbaren Funk-
tionen u, v folgt daraus die Formel der partiellen Integration,

/Q v(z) aiiu(x)dz: /F ~ou()You(x)ni(z)ds, — /Q u(z) 8iiv(:v)dx.

Multipliziert man die Poisson-Gleichung (1.1) mit einer hinreichend glatten Testfunktion
v und integriert iiber €2, dann ergibt sich durch die Anwendung der partiellen Integration

[ au@netes = [ Vit vets M—Zj%z o (o)) vt

und somit die erste Greensche Formel
a(u,v) = /(—Au)(m)v(x)dx—i—/fylu(x)yov(x)dsm (1.6)
Q r

mit der symmetrischen Bilinearform

a(u,v) ::/QVU(:E)VU(x)dx

und der Konormalenableitung

mu(z) = lim [n(x)Vu(z)] = 0

Q57—zel on

u(z) firzel. (1.7)

Die erste Greensche Formel gilt auch fiir vertauschte Funktionen u(z) und v(z). Durch
Gleichsetzen der symmetrischen Bilinearform in (1.6) ergibt sich dann die zweite Greensche
Formel

[Fsu@l@s + [ qunw@ds, = [ -av@luds+ [ oo,
Q r Q r

(1.8)
Im Falle der linearen Elastostatik ergibt sich nach Multiplikation der Gleichgewichtsglei-
chungen (1.2) mit einer Testfunktion v;, anschlieBender Integration iiber {2, und Anwendung
der partiellen Integration (1.1) furi=1,...3

3

/Q fil)v(x)de = — /Q Z%aij(u,x)vi(x)daj

J=1

- /ZUU U, x) d:)j—/ZnJ x)0i;(u, v)v;(x)ds,.
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Summation iiber ¢ = 1,..., 3 liefert die erste Bettische Formel

/ Z 8 Uzy w, x)v;(z)dr = a(u,v) — /[%U(x)]T%u(x)dsw (1.9)

mit der Bilinearform

- / ia ivi(x)dx

Q5 j
3
0 0
- /QZ;U {a—%v,(:ﬁ) + a—zzvj(:r)} dx (1.10)
3
:/ Z oij(u, x)e;(v, x)dx
2y ,j=1
und der Konormalenableitung
(1w z}%uxnj firzel, i=1,...,3. (1.11)

Fiir die Bilinearform (1.10) ergibt sich weiters

a(u,v) = Z / oij(u, x)e;(v, x)dx

i,j=1
= QM/ Z eij(u, x)e;;(v, x)dx—l—)\/dlvu( Ydivo(x)dx
i,j=1
und somit die Symmetrie a(u,v) = a(v,u). Dabei sind
Ev E

AT P2

die Laméschen Elastizitdtskonstanten.

Durch die Symmetrie gilt die erste Bettische Formel (1.9) auch fiir vertauschte Funktionen
u(x) und v(z). Durch Gleichsetzen der Bilinearformen folgt dann die zweite Bettische
Formel

[ i [t

T

[ ¥ oot e ods,. (1.12)

ij=1 r



16 1 Randwertprobleme und symmetrische Formulierung

Durch Einsetzen des Verzerrungstensors (1.3) und des Hookeschen Gesetzes (1.4) lassen
sich die Gleichgewichtsgleichungen (1.2) auch schreiben als

—pAu(x) — (A + p)grad div u(x) = f(x) fir x € Q.

Die Konormalenableitung hat dann die Darstellung

mu(z) = X div u(x) n(z) + 2ua%u(x) + pn(z) x curl u(x) fiir x € T.

1.2 Darstellungsformel

Sei u(x) Losung der Poisson-Gleichung (1.1). Dann ergibt sich aus der zweiten Greenschen
Formel (1.8)

/Q [—Av(y)|u(y)dy = /F Yu(y)vov(y)ds, — /F Y1v(y)yvou(y)ds, + /Q f(y)v(y)dy.

Kann fiir x € 2 eine Funktion v(y) := U*(x,y) mit

[ a0 @iy = ulo) fuw o e 0

bestimmt werden, so folgt fiir x € €2 die Darstellungsformel

um=zﬁmemwm+wawwmmwm+AW@wmwy (1.13)

Somit kann jede Losung der partiellen Differentialgleichung allein aus der Kenntnis der
Cauchy-Daten [you(z), y1u(z)] fir z € T bestimmt werden.
Wegen

u(z) = /gzéO(y —z)u(y)dy fir z € Q

ist die Bestimmungsgleichung der Fundamentallosung U*(z,y) dquivalent zur distributio-
nellen Losung der partiellen Differentialgleichung.

—AU*(z,y) = do(y —z) fiir 2,y € R®.

Die Losung dieser Gleichung ergibt die Fundamentallésung des Laplace-Operators

1 1
U* -

Sei u(x) eine Losung des Systems der linearen Elastostatik (1.2), dann ergibt sich durch
die zweite Bettische Formel (1.12)

/Q— > (%_Uij(?f’y)ui(y)dy

ij=1 7

= /F You(y)v1u(y)ds, — /F You(y) yo(y)ds, + /Q Fy) u(y)dy.
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Somit muss

3
/—§:£WMWW—@wWMMWﬂM@ fiir e € Ok=1,..,3,
j _

ij=1 7

gelost werden. Dies ist wiederum dquivalent zu den distributionellen Losungen der partiellen
Differentialgleichungen

—uA Ui (y — ) — (A + p)grad, div,Us (y — @) = do(y — x)e*  fiir 2,y € R?,

wobei ef = & fiir k,1 = 1,2,3. Die Losungen U (z) bilden die Fundamentallésung der
linearen Elastostatik U*(z,y) = (Uy, Us, Us) mit den Komponenten

1 11+v Ok (zk — yi)(ze — yo) .
‘ _ 4 fiir k, 0 =1,...,3.

Somit ergibt sich die Darstellungsformel fiir = € €2

um=Aﬁwwmmwm+ﬁwwwwmmwm+éwmwmwy (1.14)

Diese Darstellungsformel gleicht der Darstellungsformel der Poisson-Gleichung (1.13). Je-
doch sind sémtliche Gréien u(z), you(x), y1u(z) als Vektor bzw. U*(z, y) als zweidimensio-
naler Tensor zu verstehen. Auf die explizite Unterscheidung kann in den folgenden Kapiteln
verzichtet werden, da sich sdmtliche Ergebnisse fiir beide Probleme nicht unterscheiden,
sondern nur die Interpretation verschieden ist.

1.3 Sobolevraume

Im folgenden Kapitel wird ein kurzer Uberblick iiber die Theorie der Sobolev-Riume ge-
geben. Fiir einen ausfiihrlicheren Einblick siehe [1] oder [11].

Bevor die Sobolev-Raume definiert werden kénnen, miissen einige andere Rdume und ihre
Normen definiert werden. Die L,-Norm sei gegeben durch

1/p
[ull ) = UQIU(x)Ipd:B] :

Definition 1.1. Sei  ein Gebiet in R™ und sei p € N. Dann ist L,(Q2) der Raum der
p-integrierbaren Funktionen,

Lp(Q) = {’U : ||U||LP(Q) < OO} .

Der Vektor a = (o, ..., ap), a; € Ny sei Multiindex mit dem Betrag |a| = a3 + -+ + .
Fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion u(x) kénnen die partiellen Ableitungen
geschrieben werden als

Dou(z) = (a%)m . <ain)anu(x1,...,xn).




18 1 Randwertprobleme und symmetrische Formulierung

Sei C*(Q) fiir k € Ny der Raum der beschriinkten und k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen
C*(Q) := {u : D*u stetig fiir |a| < k}

mit der Norm

lulloray = > SUP|D u(x

\a|<k

Weiters sei C*°(€2) der Raum der auf 2 beschrinkten und unendlich oft stetig differenzier-
baren Funktionen. Zusitzlich sei C(Q2) und C5°(2) der Raum der auf Q beschrinkten,
k-mal bzw. unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager,

CHQ) ={uec CHQ):suppu C Q}, CF(Q) = {uec C®():supp u C Q}

mit

supp u = {z € Q : u(x) # 0}.
Sei 2 C R” ein offenes Gebiet. Der Rand wird definiert als

D= 00 =0n[R"\ Q).

Fiir den Rand wird eine gewisse Regularitéit vorausgesetzt, d. h. der Rand I' von €2 mufl
lokal als Lipschitz Funktion dargestellt werden kénnen. Der einfachste Fall tritt ein, falls
eine Funktion £ : R"™! — R existiert, sodass gilt

Q={recR":z, <) firallea = (z1,...,2,1) € R" '}

Sei
|D¢(2') — DY(y)| < M|’ — /| fiir alle 2/, y' € R" ' und |o| = k,
dann ist Q C R” ein C*-Hypograph.

Definition 1.2. Das offene Gebiet Q) ist ein C*-Gebiet, falls der Rand I’ = 0Q kompakt
ist und endliche Familien {W;} und {§;} existieren, welche die folgenden Eigenschaften
besitzen:

1. Die Familie {W;} ist eine endliche offene Uberdeckung von T', also W, C Q ist offen
fiir alle j und T' C \J; Wj.

2. Jedes Q; kann durch Translationen und Rotationen in einen C*-Hypographen trans-
formiert werden.

3. WJQQ:W]ﬁQj fUT CLHEj.

Ein C%-Gebiet wird auch ein Lipschitz-Gebiet genannt. Sei ab hier 2 C R? als ein Lipschitz
Gebiet vorausgesetzt.
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Mit Hilfe dieser Definitionen lassen sich nun die Sobolev-Raume definieren. Dabei erhilt
man die Sobolev-Raume durch Vervollsténdigung von C*°(2) und C§°(Q2). Fiir k € Ny wird
durch

1/2

[ull e ) = Z | D* uHLz(Q

la|<k

eine Norm definiert. Fiir s > 0 zerlegt man s = k + &, wobei k € Ny und « € (0, 1). Dann
ist die Sobolev-Slobodecki-Norm definiert als

]1/2

[ull s @) == [||U||§{k(9) + |u|%{"€(ﬂ)

mit der Halbnorm

| Du(z) — D*u(y)|”
|U|H'”~(Q Z// |:)3—y|3+2“ dzxdy.

la|=r
Definition 1.3. Fiir s > 0 set

HS(Q) — COO(Q_>I|'||HS(Q) HS(Q) - M”'”HS(Q)'
Fiir die Sobolev-Réume fiir s < 0 miissen weitere Raume eingefiihrt werden:

Definition 1.4. Fir s > 0 sei
I:IS(Q) _ W”‘”HS(RS)

Die Sobolev-Réaume mit negativem Index ergeben sich als Dualrdume der bereits einge-
fiihrten Rédume beziiglich dem Dualitatsprodukt

(u,v)q = /Q u(z)v(z)dz.

Definition 1.5. Fiir s < 0 set

Die Norm ergibt sich als

oy = sup e
0£veH—5(1) ||UHH*S(Q)

]

Auf dem geschlossenen Rand I' = 0€2 wird durch die orthonormierten Tangentialvektoren
e; eine lokale Parametrisierung um den Punkt x € I' eingefiithrt mit

0
y=x+(x,t)n +Ztel, ) =0, %<p(:c,t)\t:0:0.
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Mit Hilfe der kovarianten Ableitungen
Ofu(y) = O u(xz,t) = 05 ... Opru(x, t)

lassen sich die Sobolev-Normen auf den Rand iibertragen. Die Sobolev-Norm auf dem Rand
ergibt sich fiir m € N durch

1/2

lallamry = | D 107 ullfm

|| <m

und fiir s > 0,s =m+ x,m € Ny, x € (0,1) durch

1/2
w5y = {||U||%1m(r) + |U|H'€(F)}

mit der Halbnorm

|0 u( Fu(y)l?
‘uﬁ{m( Z// |:E_ |2+2H dszds,.

|a|=F

Sei C*(T') fiir k € Ny der Raum der auf I' beschrinkten und k-mal stetig differenzierbaren

Funktionen
CH(T) = {u : 0%u stetig fiir |a| < k}

und C*(I") der Raum der auf I" beschrinkten und unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen.

Definition 1.6. Fir s > 0 sei
() = o e, (1.15)
Fiir s < 0 wird der Sobolev-Raum H*(I") erklart als Dualraum von H*(T"),
H*(T) := H*(I)
beziiglich dem Dualitétsprodukt
(w,v)r = /w(:c)v(:c)dsx
r
mit der Norm

L sup <'LU, U>F
HS 1" . TEETE
() 0£veH —5(T") ||U||H*5(F)

[w]
Fiir eine offenes Randstiick I'g C I' wird der Sobolev-Raum definiert durch

H*(Ty) :={v="20|p,: 0€ H(I')}
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versehen mit der Norm

o]

HS(FO) = lﬂf ||1~)|

H#(I)-
€ H (T):d|py=v ()

Weiters sei .
H*(Tg) :=={v="20|p, : v € H*(I"),supp © C ['g}.

Fiir s < 0 werden die Sobolev-Raume definiert durch
H*(To) := [H*(Ty))',  H*(To) := [H*(To)]'"
Fiir den Fall eines stiickweise glatten Randes mit

p

=1

wird fir s > 0 durch
H:, = {v € L) s vly, € HY(T,),i = 1,...,p}

der Raum der stiickweise glatten Funktionen mit der Norm

p
Hs,, = {ZH'U %S(Fi)’i:]‘?“‘?p}
=1

o]

Iy

definiert.

Die Sobolev-Réume lassen sich auch allgemeiner iiber Fourier-Transformation einfiihren
[11, 24, 1]. Diese allgemeinen Réume sind jedoch auf Lipschitz-Gebieten mit obigen Raumen
ident.

1.4 Integraloperatoren

Mit dem Newton-Potential

u%ﬂmw:/fﬂ@wM@My fiir « € B9,

Q

dem Einfachschichtpotential

(Vw)(x) := /FU*(:C,y)w(y)dsy fir z € Q

und dem Doppelschichtpotential

(Wo)(z) := /Fhlva*(:)s,y)]v(y)dsy fir x € Q
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lasst sich die Darstellungsformel (1.13) bzw. (1.14) schreiben als
(@) = (V) (@) — (Wyou)(@) + (Nof) (@), &€ (1.16)

Sind die vollstédndigen Cauchy-Daten you(x) und v, u(x) fiir x € I bekannt, kann die Losung
u(z) fiir alle € € berechnet werden. Um die fehlenden Cauchy-Daten zu bestimmen,
miissen geeignete Integralgleichungen hergeleitet werden. Dazu werden die Spuroperatoren
7 und ~; auf die Darstellungsformel (1.16) angewendet. Fiir ~y, ergibt sich dabei fiir das
Newtonpotential

(Nof)(x) =2 (Nof)(7) = _lim (No)(f)I/QU*(%y)f(y)dy,

O3z—zxel

fiir das Einfachschichtpotential

(Vo)) = 30(Vw)(z) = / U* (2, y)w(y)ds,,

und fiir das Doppelschichtpotential

o (W) () = —%U(x) + (Ko)(x) (1.17)
mit
(Kv)(x) := lim (VU (z,y)|v(y)ds, firx e I

e=0 yel:|ly—z|>e

Bei (1.17) handelt es sich um die Sprungbedingung des Doppelschichtpotentials, die erfiillt
ist, solang x auf einem glatten Randstiick liegt. Bei Anwendung der Konormalenableitung
~1 ergibt sich fiir das Newtonpotential

(V) (o) = n(Faf)() = [ U ) f0),
fiir das Einfachschichtpotential
(V) = gula) + (K'w)(a)
mit dem adjungierten Doppelschichtpotentialoperator
(K'w)(x) = lim N2U" (@, y)w(y)ds,
=0 Jyer:y—z|>e

und fiir das Doppelschichtpotential der hypersingulédre Integraloperator

(Do)(x) =~ (Wo)() =~ / U (&, 9)o(y)ds,.

Fiir die Randintegraloperatoren ergeben sich folgende Abbildungseigenschaften (vgl. [5]).
Dabei sei n = 1 fiir die Poisson-Gleichung (1.1) und n = 3 fiir das System der linearen
Elastostatik (1.2).
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Satz 1.7. Sei I' := 00) der Rand eines Lipschitz-Gebietes Q). Dann sind die Randintegral-
operatoren

Vi [HOE) s ()
K [HYO s O]
Ko [HAP D) — [H D)
D: [Hl/2+s( )]n [ 1/2+S(F>]n

fiir alle s € [—%, 1] beschrdnkt.

Bemerkung 1.1. Falls der Rand I' = 082 global glatt ist, Q2 € C'*°, dann gilt die Aussage
des Satzes 1.7 fir alle s > —1/2 (vgl. [17]).

Satz 1.8. Seiw € [H~Y*(T)]". Dann gilt
(Vw,w)r > ¢ |w|]? [H-1/2(T)]n (1.18)

mit einer positiven Konstanten cy .

Die Invertierbarkeit des Einfachschichtpotentials V' folgt somit aus dem Lemma von Lax-
Milgram.

Der hypersingulidre Randintegraloperator D ist nicht auf dem ganzen H'/?(T) elliptisch.
Sei nun Iy C I' ein offenes in I' enthaltenes Randstiick.

Satz 1.9. Seiv € [H/*(Iy)]". Dann gilt

(Dv,v)ry 2 e [0]]25/21 e

mit einer positiven Konstante c.

Mit den Randintegraloperatoren ergeben sich aus der Darstellungsformel (1.13) zwei Inte-

gralgleichungen
1
YoU _ EI_K \% YoU N()f 1.1
<71U) ( D 3+ &) ) FAvir) (1.19)

Diese konnen nun verwendet werden, um Integralgleichungen fiir ein Randwertproblem mit
gemischten Randbedingungen herzuleiten. Im Falle der Poisson-Gleichung (1.1) wird von
folgendem Randwertproblem ausgegangen.

—Au(zx) = f(x) fir v € Q,
You(x) = gp(x) fir x € I'p,
mu(x) = gn(x) fir x € I'y,

wobei g wie in (1.5) und ~; wie in (1.7) definiert sind.
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Fiir das System der linearen Elastostatik (1.2) ergibt sich folgendes Randwertproblem:

3
—Zai(fw(u,l’):fl(l’) fﬁrer,izl,...,B
=1 9

You(x) (x) fiir v € I'p,

=9p
mnu(zr) = gy(x) fiir x € 'y,
wobei vy wie in (1.5) und ~; wie in (1.11) definiert ist.

Man verwendet die erste Integralgleichung in (1.19) auf dem Dirichlet-Rand I'p und die
zweite Integralgleichung in (1.19) auf dem Neumann-Rand I'y und erhélt

(Vaa)e) = (51+K)u(e) — (Nof)(@) iz € Tp,

(Dyou)(z) = (%] — K yu(z) — (N f)(x) fiir x € I'y.

Seien §p € HY?(T') und gy € H~Y?(I') geeignet gewihlte Fortsetzungen der gegebenen
Randdaten gp und gn mit

gD(LL’) = gD(SL’) fir x € I'p, gN(SL’) = gN(SL’) fir x € I'y.
Man teilt nun die Cauchy-Daten
You = U+ gp, Yiu =1+ gn

in die unbekannten Daten (@,7) € H?(I'y) x H Y/?(T'p) und bekannten Daten (§p, gn) €
HY2(T')x H=Y/2(T") auf. Daraus ergibt sich die symmetrische Formulierung zur Bestimmung
von (@, 1)

(Vi)(z) — (Ka)(z) = (%I + K ) gp(x) — (V) (@) — (Nof)(x)  fiir z € Tp,

(D)) + (K'0)(a) = (3T - K') ane) = (Dgo)(e) ~ (Maf) (o) far € T,

Um diese Formulierung zu losen wird im folgenden Kapitel die entsprechende Variations-
formulierung formuliert, die im Anschluss mit dem Galerkin-Verfahren diskretisiert wird.



2 Variationsformulierung und
Naherungsmethoden

Im folgenden Kapitel wird zuerst die eindeutige Losbarkeit der symmetrischen Formu-
lierung (1.4) gezeigt. Um die symmetrische Formulierung zu 16sen, wird eine numerische
Néherungsmethode hergeleitet und deren eindeutige Losbarkeit, Stabilitdt und Konvergenz
gezeigt. Zusatzlich werden entsprechende Fehlerabschétzungen angegeben. Die Beweise fin-
det man z.B. in [18, 20, 4].

2.1 Variationsformulierung

Sei X ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-)x und dem Dualitdtsprodukt (-,-).
Weiters sei X’ der zugehorige Dualraum mit der Norm

| fllx = sup [{f, )]

0£veEX vl x

fiir alle f € X'.

A X — X' sei linear und beschréinkt mit
| Av||x < 5 ||vllx fiir alle v € X.
Fiir gegebenes f € X' ist u € X als Losung der Operatorgleichung
Au=f (2.1)
zu bestimmen.

Lemma 2.1. Die Operatorgleichung (2.1) ist dquivalent zur folgenden Variationsformulie-
rung. Bestimme u € X als Losung von

(Au,v) = (f,v) fir allev € X. (2.2)

Beweis. Aus der Beziehung

Jdu =l = sup (A0

0£veEX vl x

folgt unmittelbar die Behauptung. O

25
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Der Operator A : X — X’ induziert durch
a(u,v) := (Au,v) fir alle u,v € X
eine Bilinearform a(-,-) : X x X — R. Der Operator A heifit X-elliptisch, falls
(Av,v) > cjv||%  fir allev € X
mit einer positiven Konstanten ¢! erfiillt ist.

Satz 2.2 (Lemma von Lax-Milgram). Sei der Operator A : X — X' beschrinkt und
X-elliptisch. Dann besitzt die Gleichung (2.1) fiir jedes f € X' eine eindeutig bestimmte
Lésung u € X und es gilt

Jullx < =[x
&

Durch Anwendung des Lemma’s von Lax-Milgram kann nun die eindeutige Losbarkeit der
symmetrischen Formulierung (1.4) gezeigt werden. Zuerst muss die zugehorige Variations-
formulierung aufgestellt werden:

Gesucht sind (f,%) € HY2(I'p) x HY?(T'y), sodass

a(t, i, 7,v) = F(T,v) (2.3)
fiir alle (7,v) € H'/2(I'p) x HY?(I'y) erfiillt ist. Hierbei sind
a(t,a,,v) = (Vt,7)r, — (K, 7)r, + (K't,v)ry + (Dii, V)ry,

1 _ R 1 N N
F(r,v) = <(§f + K)gp —Vagn — Nof, T)rp, + <(§f — K")gn — Dgp — N1 f, v)ry

Die Norm in H~Y2(T'p) x H'/?(I'y) wird definiert als

G e RS |7

Lemma 2.3. Die Bilinearform a(-,-) ist beschrinkt und H='/?(I'p) x HY?(T y)-elliptisch,
d.h es gilt

a(t,u, 7,v) < C?H(tau)||H*1/2(FD)><H1/2(FN)| (7, V)Hﬁ*l/Q(FD)XHl/Z(FN)

sowie

a(r,v,7,v) = min (¢, ¢) - |[(r, v

fiir alle (t,u), (1,v) € H-V2(I'p) x HY2(T'y).

Die Elliptizitdt und Beschrinktheit der Bilinearform aus (2.3) folgt aus der Elliptizitét
und Beschrianktheit der Randintegraloperatoren V, K und D. Die Elliptizitit des hyper-
singuldren Integraloperators D gilt dabei jedoch nur fiir den Fall, dass der Dirichlet-
Rand I'p ein Mafl grofler Null hat. Weiters ist auch die Linearform F(r,v) fiir (r,v) €
H='2(T'p) x HY*(I'y) beschréinkt. Somit kann das Lemma von Lax-Milgram (Satz 2.2)
direkt angewandt werden und man erhélt die eindeutige Losbarkeit der Variationsformu-
lierung (2.3).

)H?ZI*VQ(FD)XI:IVQ(FN) (24>
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2.2 Ansatzraume

Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet. Sei {7 n, }ngen €in Folge von Unterteilungen
Na
a-Ty,-UT
i=1
mit finiten Elementen 7;. Fiir den Rand I' = 9€) sei
Nr
I' = TNF = U Ty
=1

eine Folge von Unterteilungen {7NF} Nreny mit Randelementen 7,. Eine Unterteilung heifit
zuldssig, falls zwei benachbarte Elemente entweder einen Knoten, eine Kante oder ein
Dreieck gemeinsam haben. Hiangende Knoten sind somit in einer zulédssigen Unterteilung
nicht erlaubt. Fiir jedes Randelement 7, ist

Ag Z:/ dx
Te

he = A

das Volumen, sowie

die lokale Maschenweite und
dg := sup |z —y|
T, YETy
der Durchmesser. Weiters bezeichnet r, den Radius des gréfiten im Randelement 7, enthal-
tenen Kreises. Die globale Maschenweite ergibt sich schlieflich als

h=hpsx = max hy
¢=1,... Np
Weiters sei
Amin = min hy.
¢=1.... Np

Die Randelemente 7, heiflen formregulér, falls
dy < cpry firallel=1,..., Np

mit einer von 7y, unabhéngigen Konstante cp erfiillt ist. Auflerdem bezeichnet man eine
Familie von Unterteilungen 7y, als global gleichmafig, falls

max

<CG

hmin o

mit einer von N € N unabhéingigen Konstanten cg > 1 erfiillt ist.
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Im folgenden sei eine Diskretisierung des Randes I' = UéV:Fl T durch Nt Dreiecke gegeben.
My sei dabei die Anzahl der Randknoten. Die Diskretisierung wird als zuléssig, global
gleichméflig und formregulér vorausgesetzt. Die Knoten der Diskretisierung werden mit
xk, k = 1,..., Mp bezeichnet. Weiters sei eine Diskretisierung des Gebietes Q = Uévzﬂl T,
durch Ng Tetraeder gegeben. Die Anzahl der zugehorigen Knoten im Volumen wird mit
Mq bezeichnet. Fiir die Randelementmethode werden Ansatzrdume ausschliellich auf dem
Rand und somit auf dem Oberlédchennetz bendtigt. Dabei werden hier ausschliefSlich zwei
Ansatzraume verwendet. Der Ansatzraum der stiickweisen konstanten Basisfunktionen und
der Ansatzraum der stiickweise linearen und global stetigen Basisfunktionen. Ansatzraume
mit Funktionen héherer Ordnung kénnen auf &hnliche Weise definiert werden. Der Raum

SY(T) := span{pp}nr,
setzt sich aus Linearkombinationen der stiickweise konstanten Basisfunktionen

{1 fir x € 1,

0 sonst

zusammen. Der Raum
SH(T) := span{p}} i,

sei der Raum der stiickweise linearen und global stetigen Basisfunktionen

1 fir z = xy,
<pi(:c) =<0 fir v = z; # xy,
linear sonst.

Fiir diese Rdume gelten die folgenden Approximationseigenschaften

Satz 2.4. Seip € [—1,0]. Firu e H*(I') mit s € [p, 1] gilt die Approzimationseigenschaft

Hs(I)- (2.5)

inf |lu = vpllmery < ch™Plu
U}LES}OL(F)

Eine dhnliche Eigenschaft gilt auch fiir den Raum der stiickweise linearen und global ste-
tigen Basisfunktionen.

Satz 2.5. Sei p € [0,1]. Firue H*(I') mit s € [p,2] gilt die Approximationseigenschaft

H3(T)- (2.6)

inf ||u - whHHp(r) < Chs_p|u
wp €S} (D)

Weiters werden die Approximationseigenschaften der Lo-Projektion (Qnu und der linear

Interpolierenden [,u bendttigt. Mit diesen Eigenschaften kénnen unter anderem die Ap-

proximationseigenschaften der Ansatzriume SP(T') und S}(T") bewiesen werden. Die Lo-

Projektion Qnu € SY(T') ist die eindeutige Losung des Variationsproblems

<Qhu, Uh)Lg(l") = <u, Uh)Lg(l") fiir alle UV € S}?(F)
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Sei w € H*(I') mit s € [0, 1] beliebig gegeben. Fiir p € [—1,0] gilt die Fehlerabschitzung
H(T)- (2.7)

Sei Iu die linear Interpolierende mit Iu(zy) = u(xy) fir alle Knoten x; der Randdiskre-
tisierung und sei v € H*(I') mit s € (1,2], dann gilt fiir p € [0, 1] die Fehlerabschétzung

H(I)- (2.8)

Fiir alle v, € S)(I'),n € {0,1} und fiir eine global gleichméfBige Randdiskretisierung gilt
die globale inverse Ungleichung

Hu — QhuHHp(F) S chs_p|u

s = Tyl oy < ch*#lu

vrll sy < eh”~*||onl] e (ry- (2.9)

mit p < s < 7.

2.3 Nidherungsmethoden fiir Variationsprobleme

Im folgenden Kapitel werden nun allgemeine Ergebnisse zu Ndherungsmethoden zur Diskre-
tisierung von Variationsproblemen der Gestalt (2.2) angegeben. Der unendlich dimensionale

Raum X wird durch eine Folge von endlich-dimensionalen Ansatzraumen X, angenéhert.
Fir M € N sei
Xy = span{pp L, C X.

u € X als Losung der Variationsformulierung
(Au,v) = (f,v) fiir alle v € X

wird durch
M

upr = Zuk% € Xy

k=1
angendhert, wobei uj; Losung des Variationsproblems

<AUM,’UM> = <f, UM> fir alle vy € Xy (210)
ist. Diese Variationsformulierung ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem
Avu=f (2.11)

wobei
AM[& ]{Z] = <Ag0k, (pz), fg = <f, (pz), fij.l" ]{7,6 = 1, e M.

Die Eigenschaften der Matrix A,; ergeben sich aus den Eigenschaften des Operators A.
Fiir einen elliptischen Operator A gilt

(Apwv,v) = (Avp, vpg) > cf||vM||§< fir vy € Xy

Somit ergibt sich fiir die Matrix Ay, die positive Definitheit und die eindeutige Losbarkeit
des linearen Gleichungssystems (2.11).
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Satz 2.6 (Cea’s Lemma). Sei A : X — X' beschrankt und X-elliptisch. Fir die eindeutige
Lésung up € Xy der Variationsformulierung (2.10) gilt die Stabilititsabschitzung

1
lumllx < —llfllx
G

sowie die Fehlerabschdtzung
A
lu —unlx <% inf Jlu—walx.
C1 vm€EVM

Fiir den Nachweis der Konvergenz benttigt man folglich eine Approximationseigenschaft
des Ansatzraumes X,

lim inf |Jv—oy|x =0 firalleve X. (2.12)

M—oovp€X

Im Falle der symmetrischen Formulierung (1.4) wird jedoch auch f durch einen Operator
dargestellt, f = Bg. Dabei sind B : Y — X’ ein beschriankter Operator und g € Y gegeben.
Durch die Approximation dieses Operators entsteht ein zusétzlicher Approximationsfehler.
Ausgehend von der Variationsformulierung, gesucht ist u € X als Losung von

(Au,v) = (Bg,v) fir alle v € X,

wird g € Y durch eine Naherung gy ersetzt,

N

gn = Zgi¢i S Spaﬂ{wi}f\; EYyCY.

i=1

Zu bestimmen bleibt u,, € X, als Losung des gestorten Variationsproblems
<A1~LM,’UM> = <BgN,’UM> fir alle vy € Xy
Dies ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem
Apu = BNQ
mit
AM[ga k] = (A@ka%0€>> BN[Ea Z] = <sz7¢é>

mitk,/=1,..., Mundi=1,..., N. Die Losbarkeit des Gleichungssystems folgt wiederum
aus der X-Elliptizédt des Operators A.

Satz 2.7 (Strang-Lemma). Sei A : X — X' beschrinkt und X-elliptisch. Sei u € X
Lésung der kontinuierlichen Variationsformulierung (2.3), uy € Xy Losung der gestorten
Variationsformulierung (2.3). Dann gilt die Fehlerabschditzung.

. 1 .
o — iaellx < = { inf [ — vrllx + Bllg - gNHY} | (2.13)
Cl v EX
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Somit kann im Falle einer Approximationseigenschaft (2.12) des Ansatzraumes X, und
Konvergenz der Ndherung gn gegen die Randdaten g Konvergenz der Naherungslosung wy,
gegen u gezeigt werden.

Wird neben der rechten Seite f auch der Operator A nur ndherungsweise berechnet, muss
ein alternatives Lemma von Strang formuliert werden. Anstelle der diskreten Variations-
formulierung, gesucht sei u;, € X}, sodass

a(up,vy) = f(vy) fur alle v, € X,

erfiillt ist, wird eine approximierte Variationsformulierung betrachtet. Gesucht sei u;, € X},
mit

a(tp,vp) = f(uy) fir alle v, € X, (2.14)

Satz 2.8. (Lemma von Strang) Sei die gestorte Bilinearform a(vy,vy) aus (2.14) Xp-
elliptisch. Dann gilt fiir das gestorte Variationsproblem folgende Fehlerabschdtzung

llun = anllx < C( inf {Huh —vpllx + sup v, wn) = a(vmwh)l}
v €Xp

thXh ||whHX
wpEX}, HwhHX
Beweis. Siehe [4]. O

2.4 Diskretisierung der symmetrischen Formulierung

Durch die theoretischen Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels ist es nun moglich, die
symmetrische Formulierung (1.4) zu diskretisieren und Aussagen iiber Konvergenz und
Fehlerabschédtzungen zu treffen. Im folgenden stehen Ny, und Np, fiir die Anzahl der
Randelemente auf dem Dirichlet- und Neumann-Rand. Auflerdem werden mit Mr,, und
My, die Anzahl der Knoten am Dirichlet- bzw. Neumann-Rand bezeichnet. Es werden die
Ansétze

Nr, Mr

(@) =) tel(2) € Sp(Tp),  an(z) = Y @pi(z) € Sp(Tw) N HY?(Iy)

i=1

mit stiickweise konstanten Basisfunktionen (9 bzw. stiickweise linearen Basisfunktionen ¢,
verwendet. Die Naherungen (¢, 4,) ergeben sich als Losung der Variationsformulierung

CL(tNh,ah,Th, I/h) = F(Th, Vh) ﬁil" alle (Th, Vh) - S}?(FD) X S;ll(FN) N ﬁl/z(FN).
Hierbei sind
a(th, @n, Thy vn) = (Vin, )ty — (Kin, T)ry, + (K'th, vh)ry + (Din, Vn)ry,

1 5 N 1 - 5
F(7'> V) = ((51 + K)QD —Vagn — Nof, 7'>FD + <(§[ - K,)QN —Dgp — N, f, V)rN-
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Wie im kontinuierlichen Fall bereits gezeigt ist laut Lemma 2.3 die Bilinearform der Varia-
tionsformulierung (2.4) beschréinkt und H~/2(T'p) x H/?(T'y)-elliptisch. Somit ergibt sich
aus Cea’s Lemma (Satz 2.6) die eindeutige Losbarkeit der diskreten Variationsformulierung
(2.4) und die Fehlerabschatzung

I — ﬂh”?{lﬂ(r) + ||£ - th?{—m(r)

<ec inf i — vp|? + inf t— 73 _ .
a {vhesi(rN)ﬂﬁl/Q(Fz\r) H h||H1/2(F) Th€SH(Cp) | hHH V2

Durch Verwendung der Approximationseigenschaften (2.5) und (2.6) der Ansatzriaume
SYT) und S}(T) folgt bei exakter Auswertung der rechten Seite und unter den Vorausset-
zungen @ € H*'(I') und ¢ € Hz2(T)

1 = @302y + 1= ol ey < eah™ =l oy + 2l e

mit
< s

IN

2

Y

1 1 < o <1
— ——<s .
2 9= 2=
Insbesondere fiir s; = s und sy = s — 1 ergibt sich

% — ﬂh”.zr{l/z(F) + || - th%{—l/z(F) < Chzs_l{mﬁfs(l“) T |£§1§v;1(1“)}

fiir % < s < 2. Ist fiir die Losung v € H°/%(Q) erfiillt, so folgt
1@ = @l ey + 1= Gl -1y < P {lalfrey + [, o

Werden zusitzlich die Fortsetzungen der Randdaten gp € H*~Y2(T') und gy € HP=3/*(T)
durch gp, = 2N gpael € SHD) und gnp = oM, gn.ap? € SY(T) approximiert, so ergibt
sich aus dem Lemma von Strang (Satz 2.7) die Fehlerabschétzung

@ — ﬂh”?{w(r) + ||£ - Eh”?{flm(r)

gc{ inf u — vp|? + inf t— %
v, €SE(DN)NHY/2(TN) | h||H1/2(F) Th€SH(Cp) | hHH Y2

+ 1D = 9o pll3s2y + lGv — 9N,h||§{—1/2(r)}-

Dabei wird eine exakte Auswertung der Newtonpotentiale Ny f und Ny f vorausgesetzt.
Sei nun §pp, = Ingp und gy = Qnin, v € H?(Q), und durch Verwendung hinreichend
reguliirer Fortsetzungen §p € HP~V2(I') und gy € Hbe**(I'). Dann folgt durch Verwen-
dung der Approximationseigenschaften (2.5) und (2.6) und der Fehlerabschitzungen (2.7)
und (2.8) die Fehlerabschétzung

% — ﬂh”.zr{l/z(F) + || - th%{—l/z(F) < Chzs_l{mﬁfs(l“) T ﬁifﬁ;l(m}
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fiir 1/2 < s < max{2,p —1/2}. Sind die Fortsetzungen gp € H*(I') und gy € H],(T'),s0
gilt

1@ = @l /ey + 1= Gl 120y < il + ‘t@;w(r)}-
Aus der Fehlerabschétzung (2.4) kénnen mithilfe des Aubin-Nitsche Tricks (siehe z.B. [10])

und der inversen Ungleichung (2.9) Fehlerabschétzungen fiir die Lo-Norm hergeleitet wer-
den,

1@ — anlliowry < el {Jalfeg) + 17, @2

1E = Tnll Loy < Ch{m%ﬂ(r) + |ﬂ§f;w(r)}l/2-

Die Galerkin Variationsformulierung (2.4) ist &quivalent zu dem linearen Gleichungssystem
Vi =K\ (t\ (o
() (6)- () 19
mit den durch

Vh[£7 k] = <V<P27<P2>FD7DFLU7 7’] = <D90117()0]1'>FN7KFL[€7 Z] = <K(p217302>FD

erklarten Blocke und

Gre = ((%I + K)gp —Vin — Nof, o))ty 925 = <(%I — K")gn — Dgp — N f, 5)ry
fir k,l =1,...,Np, und 7,5 = 1,..., Mp,. Dabei ist V}, die Diskretisierung des Einfach-
schichtpotentials V' auf dem Dirichlet-Rand I'p mit konstanten Ansatzfunktionen, D, die
Diskretisierung des hypersinguldren Operators D auf dem Neumann-Rand I'y mit linea-
ren Ansatzfunktionen und K} die Diskretisierung des Doppelschichtpotentials K auf dem
Dirichlet-Rand I' p mit linearen Ansatzfunktionen. Fiir die Diskretisierung des adjungierten
Doppelschichtpotentials K, gilt K, = K.

Somit ist die Matrix des linearen Gleichungssystems (2.16) block-schiefsymmetrisch und
aufgrund der Elliptizitdt der Bilinearform (2.4) positiv definit.

Weiters werden die Fortsetzungen der Randdaten gp(z) und gy (x) entweder durch Interpo-
lation oder durch eine Ls-Projektion approximiert. Dann lédsst sich das Gleichungssystem
(2.16) schreiben als

Vi —Kin\ (t\ _ —V i, + K, Jnn Nof\ _ (f
(st 50)(5)- (%ME S ) )+ (39) - (g) (2.17)

Vhwa k] = <VQ02>Q02>FD>Dh[j> 'L] = <D903>Q0}>FN>Kh[€’ Z] = <Kg0},(p2>pD
Vh[g,p] = <Vg02,(p?>rD,ﬁh[q,i] = <DQP;7902‘1>FN7KFL[£7 CI] = <K90;7302>F
Mh[& q] = <Q0;, ()02% (NO.f)Z = <N0f7 SO2>F> (le)] = <N1.fa ()0;>

mit
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fiir ]{7,6 = 1,...,NFD, p = 1,...,NFN, Z,j = 17---7M1"N und q = 17---7M1"D- Anstel-
le des Gleichungssystems (2.16) kann durch die Invertierbarkeit von Vj, auch das Schur-
Komplement-System

Dy + Ky Vi Kla= f,— K ViU f

mit dem symmetrischen und positiv definitem Schur-Komplement
Sp = Dy + K[V, 'K, (2.18)

gelost werden.

Durch die Losung des linearen Gleichungssystems (2.17) oder des linearen Gleichungssys-
tems (2.18) kann somit die Poisson-Gleichung (1.1), sowie das System der linearen Elas-
tostatik (1.2) ndherungsweise gelost werden. Da jedoch die Fundamentallosungen globale
Funktionen sind, entstehen vollbesetzte Matrizen. Somit ist also sowohl die Berechnung
der Matrizen Vj,, Kj, K}, und Dy, als auch die Berechnung der Newtonpotentiale Nyf und
Npf mit einem hohen Aufwand verbunden. Um die Effizienz zu verbessern, wird in den
folgenden Kapiteln die Multipolmethode verwendet. Die Realisierung sédmtlicher Randin-
tegraloperatoren sowohl fiir den Laplace Operator, als auch fiir das System der linearen
Elastostatik wurde bereits in ([12, 13]) besprochen. Die folgenden Kapitel werden sich somit
vor allem auf die Realisierung der verbleibenden Operatoren Nyf und N; f konzentrieren.



3 Die Behandlung der
Newtonpotentiale im Falle der
Poisson-Gleichung

In diesem Kapitel wird die Auswertung der Newtonpotentiale Ny f und N f fiir die Poisson-
Gleichung (1.1) besprochen. Dazu wird zuerst eine direkte Auswertung fiir beide New-
tonpotentiale hergeleitet und anschliefend eine Methode zur indirekten Auswertung des
Newtonpotential Ny f vorgestellt. Weiters wird gezeigt, wie diese Auswertungen durch die
Multipolmethode beschleunigt werden kénnen. Dabei tritt ein weiterer Approximations-
fehler auf, fiir den eine entsprechende Fehlerabschétzung angegeben wird. In Abschnitt 3.5
werden zur Bestitigung der theoretischen Ergebnisse numerische Beispiele angegeben.

3.1 Direkte Auswertung des Newtonpotentials

Wie bereits in Kapitel 2.2 besprochen wird neben dem Rand I' = 92 auch das Volumen
Q = U T; in Ny nichtiiberlappende finite Elemente (Tetraeder) unterteilt. Sind entspre-
chende numerlsche oder analytische Integrationsformeln vorhanden, kénnen jedoch auch
beliebige andere zuldssige Elemente verwendet werden. Fiir die Auswertung der Newton-
potentiale miissen folgende Integrale berechnet werden:

(Nof)e = (Nof ey = [ @) [ UM f@dyds, fix =1, N,
D
fiir das Newtonpotential Ny f auf dem Dirichlet-Rand und
(Nif)e = (NLf, og)ry = /F Pr() N0 /Q U(z,y) f(y)dyds, fir £=1,..., Mrp,
N
fiir das Newtonpotential N, f auf dem Neumann-Rand.

3.1.1 Direkte Auswertung von N;f

Betrachtet man das Newtonpotential Ny f, so kann man das Volumenintegral auf die ein-
zelnen finiten Elemente T; aufspalten:

Nq

@ [vearwa=3 [ #e [ v,

35
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Weiters wird die Integrationsreihenfolge vertauscht.

éiﬁDﬁ@ﬁLfﬁ@wﬂﬁmw%xzéj/;ﬂ@Z;U%me%kay (3.1)

7

Da die Funktion f beliebig vorgegeben sein kann, ist es nicht immer méglich, das Volumen-
integral analytisch zu berechnen. Es wird daher eine Quadraturformel zur ndherungsweisen
Berechnung dieses Integrals verwendet. Das Referenzelement T ist gegeben durch das Te-
traeder

T={(cR*:0<6E<L,0<6<1-6,0<86<1-& - &)

Die Ecken des Tetraeders 7; werden mit z;,,x;,,r;; und x;, bezeichnet. Fiir y € T; gilt
dann die lokale Parameterdarstellung

3
Y =Ty + Zgj(xiﬁq - Iil) =Ty + ng fiir 5 eT
j=1

Tizl — Lig,1 Tig,l — Lig, 1 Lig,1 — Lig,1
Ji = Lig,2 — Liy,2 Lig,2 — Ly 2 Ty 2 — T4y 2
Tiy,3 — Ti1,3 Tig,3 — Liy,3 Tig,3 = Tiy 3

Fiir das Volumen des Tetraeders T; ergibt sich

1
T T 6
Die Quadraturformel habe auf dem Referenztetraeder 7' die Gestalt
~ q ~
| Fde~ Y wife)
T =

Dabei sind w; die Quadraturgewichte und &; die Quadraturstiitzstellen. Fiir ein beliebiges
Element T; ergibt sich dann die numerische Integrationsformel

[ 5wy = [+ 5)|det Tide ~ 6803 wsf (e, + 6),
T; T j=1

Bezeichnet man mit y§ = x;, + Ji§; die abgebildeten Integrationsknoten in 7, so ergibt
sich folgende Formel fiir eine numerische Integration

/T )y = 683w f ().
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Wendet man diese Integrationsformel auf das Volumenintegral in (3.1) an, ergibt sich die
Approximation

No q
U* (2, y)pp(x)dsedy = Y 60y w; f(yl) U*(z,y})¢pds,
z/ 0 [ U gtads.dy D) ) [ U

_ Z 6A; Z w; () (Ved) (yh).

Dabei ist (Vof)(y}) das Einfachschichtpotential angewandt auf konstante Testfunktionen
ausgewertet in den Punkten y; Dieses Integral ldsst sich exakt berechnen [16].
Somit ergibt sich folgende Formel fiir die ndherungsweise Auswertung des Newtonpotentials

Nq q
(Nof)em D 68 Y wi flyh) (Vi) () fiir £=1,..., Np,. (3.2)
i=1 j=1

3.1.2 Direkte Auswertung von N;f

Das Newtonpotential N; f wird auf dhnliche wie das Newtonpotential Ny f in Kapitel 3.1.1
behandelt. Zuerst wird die Integration im Volumen auf die einzelnen Tetraeder
aufgespalten,

ife= [ el v dy—z / D / U* (2, ) (y)dyds,.

Anschlieend wird die Integrationsreihenfolge Vertauscht,

(N1 f) Z—Z/ /71w “(@,y) e (x)dsdy

und ebenfalls eine numerische Integrationsformel mit ¢ Integrationspunkten angewandt,

Ng q
(N1 f)e = 68> w;f(y) (Wep) (y)).
i=1 j=1
Das Oberflachenintegral lasst sich in diesem Fall schreiben als das Doppelschichtpotential
angewandt auf lineare Ansatzfunktionen ausgewertet in den Punkten y; Dieses Oberflé-
chenintegral kann wiederum exakt berechnet werden [16]. Somit ergibt sich als Naherungs-
formel fiir die Auswertung des Newtonpotentials Vq f

Ng q
=1 j=1

Bemerkung 3.1. Hierbei ist bei der Wahl der Integrationsformel zu beachten, dass die
Integrationspunkte y; nicht am Rand des Tetraeders T; liegen dirfen. Bei der Auswertung
des Doppelschichtpotentials auf dem Rand T' muss die Sprungbedingung (1.17) beachtet
werden.
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3.2 Alternative Darstellung von N, f

Im vorangegangenen Abschnitt wurde bereits eine numerische Néherungsformel zur effi-
zienten Auswertung des Newtonpotentials N;f hergeleitet. Es ist jedoch auch moglich,
diese direkte Auswertung zu vermeiden. Dies wird moglich durch die folgende Beziehung
zwischen dem Newtonpotential Ny f und dem Newtonpotential N; f.

Lemma 3.1. Fir das Volumenpotential (N1 f)(z),x € ', gilt die Darstellung

(Nuf)(2) = (5T + KWV (Nof) (o). (3.4

Beweis. Aus der ersten Integralgleichung (1.19) folgt durch Invertieren des Einfachschicht-
potentials

mu(zr) = V_l(%[ + K)you(z) — V" HNof)(z) firx el
Durch Einsetzen dieser Beziehung in die zweite Gleichung aus (1.19) erhilt man
1
nu(e) = (Dyou)(z) + (51 + K )yu(e) + (Nif)(@)
= (Daou)(&) + (5 + KV (51 + K)gula) = V™ (Nof)(&)] + (8, f)()

— D+ T+ KW T+ K)lou(n) — (ST + KOV (Nof) (@) + (Nuf) (2)

2 2 2
und somit die Gleichheit
1
VT Nof) (@) = =(GT+ KW (Nof) (@) + (N1 f) () fir 2 €T
Durch einfaches Umformen ergibt sich die Aussage des Lemmas. O

Die Darstellung (3.4) kann verwendet werden, um das Newtonpotential N; f zu berechnen.
Dazu wird folgendermafien vorgegangen. Zuerst wird w = V"'Nyf € H~Y?(I') eingefiihrt,
d.h. w ergibt sich als Losung der Gleichung

Vw= Nof

w wird nun durch die Galerkin-Approximierende wy;, € Sy(T') angenihert, d.h. wy, ergibt
sich als Losung der Variationsformulierung

(Vwn, %) = (Nof,¢¥) fiirallei =1,..., Nr.
Diese Variationsformulierung ist dquivalent zu folgendem linearen Gleichungssystem

Viw = ﬁof (3.5)
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mit
Vili, j] = (V) ¢f)  fiird,j=1,...,Nr,
(Nof)i = (Nof,gy) firi=1,...,Np.

Somit ergibt sich als Ndherung des Newtonpotentials Ny f

~ 1

Testet man diese Gleichung mit linearen Ansatzfunktionen, ergibt sich folgende Beziehung

1

2M,? + K)w (3.6)

ﬁlf = (
mit

firi =1,...,Nprund j = 1,..., Mp,. Anstelle die Auswertung des Newtonpotentials
N, f direkt zu berechnen, kann also die Darstellung (3.6) verwendet werden. Zu beachten
ist, dass hier das Newtonpotential Nyf auf dem vollsténdigen Rand zu berechnen ist. Die
Matrizen M}, K, und Vj, werden bereits fiir die rechte Seite und fiir die Matrix des linearen
Gleichungssystems (2.16) benotigt. Im linearen Gleichungssystem (2.16) werden jedoch nur
Teile der Matrix benétigt, wihrend in der Beziehung (3.6) die komplette Matrix V}, und ein
grofler Teil der Matrix K} berechnet werden muss. Es stellt sich daher die Frage, welche
Methode der Auswertung zu bevorzugen ist. Diese Frage wird in Abschnitt 3.5 anhand von
numerischen Beispielen ndher untersucht.

3.2.1 Approximationsfehler durch die alternative Darstellung

Das Einfachschichtpotential V ist beschriankt (Satz 1.7) und H~'/?(I')-elliptisch (siche
1.18). Cea’s Lemma (Satz 2.6) kann also direkt angewandt werden und es ergibt sich fiir
den Approximationsfehler

||w - wh||H71/z(p) § ¢ inf ||w - UhHH*l/Q(F) S Ch8+1/2|w|Hs(p) (37)
vaSQ(F)

fiir s € [—3,1]. Fiir das Newtonpotential N, f gilt dann

. 1 1
[N f = Nifllg-12ry = ||(—§[ + K'w — (—51 + K" wp| 172

Durch die Beschréinktheit des Operators (—17 + K') (Satz 1.7) folgt

1
(=51 + K)(w = wn)ll 172y < ellw = wnllg-1r2e)- (3.8)
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Einsetzen von (3.7) ergibt

[N f — le”H*l/?(F) < Chs+1/2|w

fiir s € [—31,1]. Dabei wird w € H*(T') vorausgesetzt. Fiir f € H'(Q),r e [—1, 3] gilt
fiir einen glatten Rand I' = 9Q Nof € H'™3/%(T) und somit w € H™Y2(T). Fiir einen
Lipschitz-Rand kann aus f € H"(Q) fir r € [—1,2] nur gefolgert werden, dass w €
H™2T) fir r € [-1,—%]. Somit kann im Falle eines Lipschitz-Randes eine

maximale Ordnung von 1/2 erreicht werden. Sei im folgenden der Rand glatt. Nach dem
Lemma von Strang (Satz 2.7) ergibt sich
@ — ﬂh”?{w(r) + ||£ - th?{,m(F)

gc{ inf  — vp|? + inf t— 1%
vhes,ll(FN)mﬁl/?(FN) || hHHl/z(r) nesd(Ip) || h||H 1/2(T)

+ 190 — gD,h||§{1/2(r) + gy — gN,hH?{fl/z(r) + flw— wh”?plﬂ(r)}-

Bei hinreichend reguliren Fortsetzungen jp € H*~Y2(T) und gy € Hb/?(T) gilt

1% = a2y + 1E = Eull sy < ch® Hlal;

He(T) T [

Hs 1 + |f ﬁ573/2(9)}

fir 1/2 < s < max{2,p — 1/2}. Fiir eine hinreichend glatte Losung u € H°/%(Q) folgt
somit die optimale Konvergenzordnung

1% = @nll31/2y + I = Tl 31y < B {l@l gy + 1EF, o) + | F 23

3.3 Die Realisierung der Newtonpotentiale mit der
Multipolmethode

In folgendem Abschnitt wird die Auswertung der beiden Newtonpotentiale Ny f und Ny f
mithilfe der Multipolmethode beschleunigt. Die Multipolmethode wird bei der Beschrei-
bung der Realisierung von Ny f kurz nach [12, 15] beschrieben.

3.3.1 Die Realisierung von N;f

Fiir die Realisierung des Newtonpotentials Ny f

(Nof)e =(Nof. eD)rp = / () / U* (2, y)f (y)dyds,

1
- dyds, firf=1,... N
Z/F ) [, g e fi g
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durch die Multipolmethode wird der Kern des Integrals durch eine Reihenentwicklung
ersetzt und somit die Integration von x und y getrennt. Dazu werden harmonische Ku-
gelfunktionen verwendet. Der Kern des Newtonpotentials Ny f kann fiir z # y durch die
Legendre-Polynome geschrieben werden als

ZW i), =t g2l
« Jy[**! ule-9) ||’

1 4
Pulu) = o

Eine Approximation des Kerns erhéilt man durch Abschneiden der unendlichen Reihe beim
Entwicklungsgrad p,
2"
»(@,9) Z ‘y‘n—l—l Po(2-9).

Nun werden die Legendre-Polynome durch Kugelfunktlonen dargestellt

j)= Y Y, (@YD),

m=—n

k(z,y) =

yl

wobei

(u? —1)" fir |u| < 1.

Durch geeignete Umformulierung (vgl. [23, 25]) erhélt man die Darstellung

(3.10)
n=0 m=—n
mit
Ry = — 2 T b ) (B i)™
n - (n+m)‘dum n u=x3z\+*1 2 5
m am o 1
S w) = (= )l Palo) gy (B £ )" s
und m > 0. Der Fehler lasst sich dabei abschétzen durch
1 [\ .
|k(x,y) — kp(z,9)| < fiir |y| > |z]. (3.11)
lyl — I \ |yl

Wie die Fehlerabschitzung zeigt, kann diese Darstellung nicht fiir alle x und y verwendet
werden, sondern nur fiir Elemente 7}, die weit genug vom Randelement 7, entfernt sind. Das
Gebiet muss also in ein Nahfeld NF(¢), in dem die Darstellung nicht gilt, und in ein Fernfeld
FF(¢), in dem die Darstellung gilt, unterteilt werden. Die durch die Kernapproximation
definierte Approximation des Newtonpotentials Ny f lautet dann

(Nof)e= ) k(z, y) £ (y)dyds,
ZENF /1; /z
+ D / /k (z,y)f(y)dyds,. (3.12)

i€FF(L
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Die erste Summe aus (3.12) kann wie in Abschnitt 3.1 behandelt werden. Dadurch ergibt
sich die Darstellung

3 / 0 [ e fadus~ 3 6, S u VA = Y N

iENF(£ iENF(L) j=1 iENF(L)

Die zweite Summe wird durch Einsetzen der Approximation zu

Z@ / / [ kot s )iy,
/FDW /ZZSZ? VR () £ (y)dyds,

EFFM Ti =0 m=—n
—Z Z / P ()R (x)dss > / Si(w)f(y)dy.
e P ierr(e) VT

Definiert man die Koeffizienten

0.0 = [ @@Ri@ds, w208 = [ S0l (313)

T Ty

mit Bezug auf einen Koordinatenursprung O eines lokalen Koordinatensystems bei 7,, dann
kann das Newtonpotential Ny f geschrieben werden als

(Nof)e= > NOM+—ZZM’“O£ Z L™0, k)

kENF (¢ n=0 m=—n kEFF (¢ (314)
= Z Nolt, k] +—Z Z MO, 0) L™ (FF(())
kENF (¢ n=0 m=—n
mit
L™(FF(0)) = Z L™O,k) firn=0,...,pund m = —n,... n. (3.15)
kEFF (¢

Da die Koeffizienten L™(FF(f)) vom jeweiligen Fernfeld abhingen, ist immer noch ein
quadratischer Aufwand notwendig, um diese Summen zu berechnen. Fiir eine effizientere
Berechnung werden nun immer moglichst viele Koeffizienten zusammengefasst. Zuerst wird
eine hierarchische Struktur iiber den Volumenelementen 7; und den Oberflachenelementen
7, erstellt. Diese hierarchische Struktur wird wie folgt erstellt. Alle Elemente liegen in
einem Wiirfel, der das Gebiet 2 umfasst. Dieser Wiirfel bildet den Cluster w}. Dieser
Cluster wird gleichméfig in acht Cluster wjl- unterteilt. Jedes Element wird durch seinen
Schwerpunkt einem der acht Sohne zugeordnet. Cluster, die keine Elemente enthalten,
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werden geloscht. Diese Unterteilung wird bis zu einer gewiinschten Baumtiefe L rekursiv
fortgesetzt, solange die durchschnittliche Anzahl von Elementen pro Cluster nicht eine
Mindestanzahl unterschreitet. Fiir jeden Cluster sei C? der Clustermittelpunkt und 7"3\ =
SUD e |z — C]’\| der Clusterradius. Der Cluster w? liegt im Nahfeld des Clusters w])-‘, sobald
die Bedingung

dist{C?, CJ)‘} < (d 4 1) max{r}, (3.16)

7 R

erfiillt ist. Wichtig ist weiters, dass das Nahfeld aller Schne w} C w}~' im Nahfeld des
Vaters enthalten ist. Der Cluster w! sei der Cluster von 7, und ij sei der Cluster von T}.
Fiir ein Element 7, kann das Nahfeld NF(¢) und das Fernfeld FF(¢) definiert werden als

NF(0) := {k,1 < k < Ngq : (3.16) ist erfiillt},
FF(¢):={1,..., Nq} \ NF(¢).

Jetzt miissen noch die Koeffizienten L™ (FF(()) effizient berechnet werden. Um dies zu er-
reichen, werden Entwicklungen mit einem verschiedenen Koordinatenursprung verwendet.
Sei w ein Cluster im Fernfeld des Clusters w}” und sei das Randelement 7, in w;} enthalten.
Laut (3.14) ist der Fernfeldanteil des Randelements gegeben durch

L p n
5 = %Z S Mr(er o Y Lr(CE k). (3.17)

n=0 m=—n L
Tkij

Dabei wird der Koordinatenursprung im Cluster w’ gewiihlt. Diese Entwicklung wird als
die lokale Entwicklung bezeichnet. Alternativ kann jedoch auch eine Approximation durch
die sogenannte Multipolentwicklung

L p n
Dy = ﬁz S LpCr ) Y MPCEk) (3.18)

n=0 m=—n L
Tkéwj

verwendet werden, wobei in diesem Fall der Koordinatenursprung im Cluster ij liegt.
Die aufsummierte lokale Entwicklung enthélt alle Informationen der Elemente auflerhalb
des Nahfeldes des Cluster w’, wihrend die Multipolentwicklung alle Informationen der
Elemente, die im Cluster w/ liegen, enhiilt.

Fiir jedes Tetraeder Ty werden die Koeffizienten

NI(CE k) = /T R™(2) f(2)dx (3.19)

berechnet. Zuerst werden die Koeffizienten der Multipolentwicklung (3.19) fiir alle Cluster
ij auf dem feinsten Level berechnet

A
Tkewj
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Durch eine Translation

ME(CYH = Y YOS RUCCMTMHCT )

w?+1 ESéhne(w?) s=0 t=—s

konnen die Koeffizienten fiir die Multipolentwicklung der Véter bestimmt werden. Dies wird
solange angewandyt, bis fiir alle Cluster die Koeffizienten der Multipolentwicklung bestimmt
sind. Diese Multipolentwicklungen miissen nun in lokale Entwicklungen konvertiert werden,

Lm C)\ Z Z nSZI‘,—st C)\C}\>Mt(c)\ )
s=0 t=—s

Dies geschieht auf dem hochst moglichen Level, um die Anzahl der Konvertierungen zu
minimieren. Das héchst mégliche Level ist das Level, in dem die beiden Cluster w;* und w?}
im Fernfeld voneinander sind, wiahrend die entsprechenden Vétercluster schon im Nahfeld
voneinander sind. Um die lokale Entwicklung jedes Clusters zu erhalten, werden die lokalen
Entwicklungen durch eine Translation vom Cluster w?* auf dessen Sohne w? iibertragen,

Lm C)\-l-l . Z Z Rt m CAcA+1)Lt(CA )
s=n t=—s

Somit ist die Bestimmung der L™(FF(£)) abgeschlossen und somit kann der Anteil des
Fernfeldes an der Summe (3.14) berechnet werden. Die entsprechenden Translations- und
Konvertierungsformeln kénnen durch Additionstheoreme fiir die harmonischen Kugelfunk-
tionen hergeleitet werden (vgl. [23, 25]).

3.3.2 Realisierung von N;f

Fiir das Newtonpotential V1 f muss das Multipolverfahren nur geringfiigig abgeéndert wer-
den. Zu berechnen ist

(NLf)e =(Nif s bhry = / ()71 / U* (2, y)f (o) dyds,

1 1
—Z/ 71:(;/ — f(y)dyds, firl=1,..., Mp,.
Ty 7, 47 [z — Y|

Aufteilung in Nah- und Fernfeld ergibt

(Nuf)e Z/ Tt /Tiua:,y)f(y)dydsx
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Die erste Summe kann wie in Abschnitt 3.1 behandelt werden und fiithrt zur folgenden
Darstellung

> [ et [ v nsms,

iENF(£) T
~ Z 6A; Zwyf v (W) (y;) = Z Mz,

1ENF () Jj=1 iENF (¢

Im Fernfeld verwendet man die Approximation der Kernfunktion und es ergibt sich

Z( / s [ UGy,
£ A [ S s,

eFF(Z Ti =0 m=—n
m 1 L
Yy = [ denarrds, 3 [ SEw
n=0 m=—n I'n iEFF(¢) T

Mit den Koeffizienten

M0, 1) = / )R (@) s, L0, 0) = [ BT(y)f)dy

T;

und
L™(FF(/ Z L™O, k)
kEFF

folgt fiir das Newtonpotential N; f

(Nifle= 3 N+ =3 3 MO, 0L (FF()

1€ENF (L) n=0 m=—n

Die Koeffizienten L"(FF(¢)) kénnen auf die selbe Weise berechnet werden wie fiir das
Newtonpotential Ny f. Bei der Berechnung der Koeffizienten M (O, ) miissen lineare Test-
funktionen und die Normalableitungen der Koeffizienten R"(x) verwendet werden.

Fiir die Berechnung des Newtonpotentials N; f existiert noch eine weitere Moglichkeit, die
in Abschnitt 3.2 vorgestellt wurde. Es kann die alternative Darstellung (3.4) verwendet
werden. Dabei muss zuerst das lineare Gleichungssystem

Viw = Ny f (3.20)

gelost werden. Im Anschluss erhédlt man eine Approximation des Newtonpotentials N; f

durch .
N, f= (—§ME + Kj)w
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Dabei wird der Vektor N,f durch die in Abschnitt 3.3.1 beschriebene Multipolmethode
berechnet. Weiters kann die Matrix-Vektor Multiplikation mit dem diskretisierten Einfach-
schichtpotential V;, und mit dem diskretisierten adjungierten Doppelschichtpotential Kj,
durch die Multipolmethode beschleunigt werden (vgl. [13], [12]). Das lineare Gleichungssys-
tem (3.20) muss dann mit einem iterativen Verfahren, wie zum Beispiel dem CG-Verfahren,
gelost werden.

3.3.3 Aufwandsabschéitzung

Es sollen nun kurz der Aufwand fiir die Auswertung der Newtonpotentiale fiir die Stan-
dardmethode mit dem Aufwand der Multipolmethode verglichen werden. Betrachtet man
die direkte Berechnung (3.2) des Newtonpotentials Ny f

Nq q
(Nof)e =~ Z6Ai S wif() (Ve (yh) fiir £=1,... Ny,

J=1

so ergibt sich ein Berechnungsaufwand von O(Ng - Nr,,) und fiir die Auswertung (3.3) des
Newtonpotentials Ny f

Ngq q
(Nif)em Y 68> wif(yh)(Wep)(yh) fiir £=1,..., Mr,

i=1 j=1

ein Berechnungsaufwand von O(Ng - Mr,, ) wesentlichen Operationen. Berticksichtigt man
No = O(Np*?) und My = O(Np), so ergibt sich ein Berechnungsaufwand von O(Np*/?)
fiir beide Newtonpotentiale.

Die Multipolmethode wird mit einem Entwicklungsgrad p durchgefiihrt. Eine Entwicklung
vom Grad p wird durch O(p?) Koeffizienten beschrieben. Weiters wird die Anzahl der
Cluster im feinsten Level mit ar fiir den Clusterbaum der Randelemente und mit aq fiir
den Clusterbaum der Volumenelemente bezeichnet. Die Anzahl der Elemente im feinsten
Level verhilt sich wie O(log? Np) und somit ergibt sich

N;
ap:(9< 2F )
log® Nr

Fiir ag gilt die entsprechende Beziehung

N
aQ:O( 2Q )
log® Nq

Die Gesamtclusteranzahl kann wegen der Baumstruktur nicht mehr als 2ar bzw. 2aq be-
tragen. Fiir die Multipolmethode ist der Aufwand fiir die einzelnen Operationen in Tabelle
3.1 zusammengefasst. Fiir simtliche Translations- und Konvertierungsoperatoren gilt eine
Aufwandsabschiitzung von O(p*). Gilt fiir den Multipolentwicklungsgrad p = O(log Nr), so
ergibt ein Einsetzen simtlicher Beziehungen einen Gesamtaufwand von O(Np*?log® Np)
wesentlichen Operationen fiir die Auswertung der Newtonpotentiale mit der Multipolme-
thode.
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Operationen Aufwand

Berechnung der Multipolentwicklung fiir sémtliche Volumenelemente. NqoO(p?)

Translationen der Multipolentwicklungen aller Volumencluster auf ihre Vi- | 2aqO(p?)
tercluster.

Konvertierung der Multipolentwicklung in eine lokale Entwicklung fiir die | c;2arO(p?)
komplette Interaktionsliste. Fiir jeden Cluster miissen hochstens c; Kon-
vertierungen durchgefiihrt werden.

Translationen der lokalen Entwicklungen auf alle Séhnecluster. 2arO(p*)

Auswertungen der lokalen Entwicklungen fiir alle Randelemente. arO(p?)

Tabelle 3.1: Aufwandsabschéatzung fiir den Multipolalgorithmus fiir das Newtonpotential.

3.4 Abschitzung des Approximationsfehler

Durch die ndherungsweise Auswertung der verschiedenen Operatoren durch die Multipol-
methode stellt sich nun die Frage nach einer entsprechenden Abschétzung des Approximati-
onsfehler. Dabei werden hier Fehler durch numerische Integration oder eine Approximation
von Randdaten vernachlassigt. Somit wird angenommen, dass sowohl die Nahfeldberech-
nung als auch die Integration der Koeffizienten R} und S)" exakt ist. Weiters wird eine
gleichméflige Vernetzung des Gebietes vorausgesetzt, um die Giiltigkeit der globalen inver-
sen Ungleichung (2.9) zu garantieren. Entsteht die Approximation der Operatoren durch
eine Multipolapproximation, werden die approximierten Operatoren von Nof und Ny f
mit Nof und N; f bezeichnet. Mit N; f wird die Approximation bezeichnet, die iiber die
alternative Darstellung (3.4) entsteht.

Der Approximationsfehler der Multipolmethode kann durch verschiedene Parameter ge-
steuert werden. Wichtig sind vor allem der Entwicklungsgrad p, der Nahfeldparameter d
und der Clusterradius r. Mit diesen Parametern ergeben sich folgende Fehlerabschétzungen.

Lemma 3.2. Seien z,y € R und |z| < r,|y| > dr mit d > 1 und r > 0. Dann gelten
folgende Fehlerabschitzungen fiir den Kern k(x,y) = |v—y|™" und der lokalen Entwicklung

(3.10) [6]

)k(x,y) - kp(a:,y)‘ < (d_ll)r (é)pﬂ, (3.21)
‘;Lm(k(x,y) - kp(x,y))) < (dljﬁ (p+ L+ —— d 1) (;)pﬂ. (3.22)

Fiir die Parameter der Multl olmethode ergeben sich folgende Abhéangigkeiten von der Git-
terweite h = max;—1, . A . Die Anzahl der Randelemente Np verhilt sich wie O(h™2),
und somit die Anzahl der Volumenelemente wie O(h™3). Da sich die Anzahl der Elemente
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im feinsten Level wie O(log? h=2) verhalten soll, gilt die Abschiitzung
r > ch. (3.23)

Lemma 3.3 ([12, 15]). Sei p ~ log Nr, die Vernetzung gleichmdf$ig und der Nahfeldpara-
meter d fix. Dann gelten die Fehlerabschdtzungen fir die approximierten Randintegralope-
ratoren des Einfachschichtpotentials V', des Doppelschichtpotentials K, des adjungierten
Doppelschichtpotentials K' und des hypersinguldren Integraloperator D wie folgt

|(V — f/)t||L2(p) < ch?||t]| Loy fir alle t € Lo(T), (3.24)
(K — K)ul|pyry < ch?|ul| Ly fiir alle u € Ly(D), (3.25)
1K' — K"}t Lory < ch?|[t]| o) fiir alle t € Ly(T), (3.26)

(D = D)u,v) < cb?|Jull gayl|v]l ey fiir alle u,v € H'(T) (3.27)

Lemma 3.4. Sei p ~log Nr, die Vernetzung gleichmdjf$ig und der Nahfeldparameter d fiz.
Dann qilt die Fehlerabschdtzung fiir die Multipolapproximation Nof des Nwetonpotentials

Nof )
|(No = No)llzairy < ch®| fllaey i alle | € Lo(S). (3.28)

Beweis. Mit der Fehlerabschitzung (3.21) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt
man

1 2

I = 80}y = g7 .| [ (6 0) = Ryl S )y

= 16w2/</ [k (z,y) = kp(z, y))I1f(y )Idy)2dsx
= 1617r2 (d—l) r2 G)mz/(/ |/ (y \dy) ds,

< |Q||F| 1 1 e Hf||2
= 1672 (d—1)%2 \d L@

Laut Vorraussetzung kann p so gewihlt werden, dass es sich verhilt wie log h~3 und somit
existiert eine Konstante ¢, sodass gilt

p+1
s (é) < ch?.

Einsetzen dieser Abschitzung und der Abschétzung (3.23) ergibt die Behauptung. O

ds,

Lemma 3.5. Sei p ~ log Nr, die Vernetzung gleichmdf$ig und der Nahfeldparameter d
konstant. Dann gilt fiir die Multipolapproximation N1f des Newtonpotentials N1 f die Feh-
lerabschdtzung

I(Ny = N1) fll oy < b (| flla)  fiir alle f € Ly(€). (3.29)



3.4 Abschétzung des Approximationsfehler 49

Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis des Lemmas 3.4. Zuerst wird der Betrag
ins Integral gezogen, anschliefend Abschitzung (3.22) verwendet und schlussendlich die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandst:

2

~ 0
I = S ey < 153 [ |5 [ () = byl | ds.
1 0 ?
<o [ ([ |t w10 ) as,

1 147 d 1 2p+2 2
= 62 (d— 1) <p+ b ﬁ) <8) /F</Q ‘f<y)|dy> dsa

Q1 d NN
T\ o)) e

Nach Voraussetzung kann p so gewihlt werden, dass es sich verhilt wie log h~7/? und somit

existiert ein ¢, sodass gilt
1 1 p+1
1+—) (= < ch™2.
(et () =

p muss dabei anders als im Beweis des Lemmas 3.4 gewéhlt werden. Mit der Abschéatzung
(3.23) ist die Behauptung bewiesen. O

Das Newtonpotential N;f kann auch auf alternative Weise durch die Darstellung (3.4)
berechnet werden. Dabei werden verschiedene Approximationsfehler gemacht. Es werden
sowohl das Einfachschichtpotential V' als auch das adjungierte Doppelschichtpotential K’
durch die Multipolmethode approximiert. Die approximierten Operatoren werden mit V
und K’ bezeichnet. Weiters wird V"N, f durch eine Funktion w, € S?(I') approximiert
und schlussendlich wird auch das Newtonpotential Nyf durch No f approximiert. Einfach
bedienbar

Lemma 3.6. Seip ~ log Nr und die Vernetzung gleichmdipig. Zusdtzlich sei der Rand glatt.
Dann gilt fiir die Approximation Nyf des Newtonpotentials Nof die Fehlerabschitzung

1N = Nifll -1y < B\ £l 120y (3.30)

Beweis. Die Approximationsfehler werden getrennt betrachtet:

. 1 1 5
[NV f = Nifllg-12my = ||(—§[ + K'w — (—51 + K wi) | gr-172r) (3.31)
1 1 ~

1 ~ 1 ~
+ ||(—§[ + K" )w — (—51 + K wn) | gr-172r) (3.33)
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mit
w= V" (Nof)()
und wy, als Losung der Variationsformulierung
(Vwp, ©9) = (Nof, ) fir £=1,...,N. (3.34)
Die Norm (3.32) lésst sich wie folgt abschétzen

1 Lo, = X
I(=5 1 + K yw—(=5 1 + K} l-svzqey < 10K = Kl ey

und nach Abschéitzung (3.26) gilt
(K = K"wl|ymy < ch|[w] Ly
Mit den Abbildungseigenschaften (1.7) der Randintegraloperatoren ergibt sich
(=g + K = (5 T+ K yw)lgraqey < | Nof iy
< 2|\l vrmy < P2l

Fiir die zweite Norm (3.33) folgt aus der Beschréinktheit des Operator (—31 + K')

1 ~ 1 ~
(=51 + Kw—(=51 + K Ywn)llavaqey < ellw = wnll sy

Der Fehler der approximierten Variationsformulierung (3.34) kann mit dem Lemma von
Strang abgeschétzt werden. Dabei gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der in-
versen Ungleichung (2.9)

(V= V)wn, m)| < IV = V)wnllayeh™ 2 mmll g1y
und somit fiir das Supremum durch Einsetzen der Abschitzung (3.24)

wp L= V7))

< ch®|Jwn]| Lymy-
Th€H-1/2(T) ||7_h||H*1/2(1“)

Mit Satz 2.7 und der inversen Ungleichung (2.9) folgt andererseits

[wnllzawy < llwn = @uwl Loy + |@nw]| Loy
< ch ™ |lwy, — Quwll g-1/2ry + cllwl Ly(r)
< ch™V2 [||lwy — Wl -2y + lw = Quwll g-1/2ry] + cllwll Lo
< ch™ 2 llwn — wll g2y + 2wl omy ] + ellwl
< ch V2w — Wl =172y + cl|w|| Loy
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und somit

1O = Py 7))

< chllw — wi | g2y + B |w]| L)
mer—2wy Tl a2

Weiters gilt . )
[(Nof — Nof, )| < ch 2| Nof — Nofllza@llallg-172(ry

und fiir das Supremum durch Einsetzen von (3.28)

10 = Nofm)

< Ch3/2||fHL2(Q)-
mer-v2r)y N Thlla-12r)

Mithilfe des Lemmas von Strang (Satz 2.7), den Abbildungseigenschaften (Satz 1.7) und
der Approximationseigenschaften (Satz 2.5) des Raumes SY(T") folgt dann

1 ~ 1 >
I(=5 1+ Kw=(=5 1 + Kwn)lg-vey < b1l e

Zusammenfiigen der beiden Abschétzungen ergibt das Lemma. O

Nachdem fiir alle Operatoren Abschétzungen gefunden wurden, werden diese nun kom-
biniert, um mit Hilfe des Lemmas von Strang (Satz 2.8) eine Fehlerabschétzung fir die
Losung der approximierten Variationsformulierung zu finden.

Satz 3.7. Seien t und u die eindeutigen Lisungen der Variationsformulierung (2.4). Sei
p ~ log Nr, die Vernetzung gleichmdafig und der Rand I' = 0 glatt. Dann gilt fir die
Ndiherungslosungen t,u der Multipolmethode die Fehlerabschditzung.

16— 2y 0 2y < € (B 0y + 1 il + 7
fallst € HP (T') und u € H*(T') mit 0 <p <1 und 1 <p<2.

Beweis. Zuerst wird der Fehler der rechten Seite abgeschétzt. Dazu wird der Fehler mithilfe
der Dreiecksungleichung aufgespalten und anschliefend die Cauchy-Schwarz Ungleichung
verwendet:

|F(wn, sn) — F(wn, s1)| < [V = V)gnl|oyllsall oo
+ (K = K)gpll o llsnll Loy
+ (K" = K")gn | o lwn Ly
+ (D = D)jp, wn)]
+ [[(No = No) £l Loy |5l o )
+ [|(N1 — Nl)f”H*l/?(F)||wh||H1/2(F)'
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Nach Einsetzen der Abschitzungen (3.24), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) und (3.29) erhélt

man

\F(wh,sh)—ﬁ’(wh,sh)\gc(h2||§N||L2 VIsull Loy + B2 Gnl o llsnl o)
+ PGl Loy llwnll Loy + 22 Gn e oy lJwn |z

+ W21 f W gy Isnll oy + h3/2!|f||g1/z(g>||wh||H1/z(r)>-

Mit der globalen inversen Ungleichung fiir s, € SP(T') und w;, € S} und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung ergibt sich

|F(wp, s1) — F(wp, sp)]
< ch*(lgnllzary + 190120y + 11 720)) (lsnll -2y + lwnllze )
< 2 (1gwll oy + 131wy + 1 iz (Isall ey + 1wnl3 )2
Somit gilt fiir das Supremum die Abschitzung

|F(wh, Sh) F(wh, Sh)|
sup
(wh Sh EZh (||Sh||H I/Q(F + ||wh||H1/2( ))

75 < B2 (lgwllzaw) + 1gnllm ) + 11l 720)

mit Z, = SY(I'p) x SH(T'x) N HY*(T'p). Ahnlich wird fiir die Bilinearform vorgegangen:

|a(vp, Th; WhySk) — a(Vn, Th; Wh, Sk
<INV = V)7l Lo llsall Loy + (K — K)vp|| Loy lsall 2o
+ (K" = K') 7| ooy lwn | oy + [{((D = D)vg, wp)|

SCh2<||Th||L2(F)||Sh||L2(F) + lvnll Lo llsnll 2y
o 7l oyl acey + ol oy el )
Mittels der inversen Ungleichung (2.9) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt man
|a(Vn, Th; Wh, 88)—=@(Vk, Ths Wh, Sn)]
< ™ (|[mnll oy + llonllary) (Nsnllz-2y + lwnll e y)
< e (I[rallay + Nenlliny) (HsnlZosray + Ny )
und somit

a(Vn, Th; Wh, Sp) — A(Vk, Th Why Sp
p )~ S < 2 (e + ey

(Wh,SKh)EZR

HShHH 1/2(T) + Hwthlﬂ(r)
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Mit Satz 2.7 und der inversen Ungleichung folgt

I7all oy < b2t = Tullg-r2r) + elitl oy
Durch dhnliche Schluf3folgerungen gilt

lonllary < ch™2[lw —wnl| sy + ellull ey
und damit ergibt sich

|a(Vn, Th; Why S1) — A(Vk, Th Wh, Sn)]

sup
(Wh,SKh)EZR

1/
<||3h||§{71/2( ‘i‘HwhHip/z ))
< ch (It = mullg-1r2my + 1w = vall ey + b ([t oy + el mry) -

Durch das Lemma von Strang (Satz 2.7) erhiilt man somit fiir die Niherungslosungen
und

It = Bl vrzy + Nl = @nllngry < {é”t = Thllfg-syaqey + e = U"Hzm(ﬂ}

e LUy + il gy + 1100y }-
Durch die Approximationseigenschaften der Ansatzraume folgt die Aussage des Satzes. [

Fir t € H)(I') und u € H*(I') vereinfacht sich die Abschétzung zu

~ . 1/2 1/2
(Ht — tllFa gy + lu— Uh”?{l/z(r)) < ch®? <||t||%{gw(r) + [lullfzry + ||f||H1/2 ) -

Bemerkung 3.2. Satz 3.7 gilt sowohl fiir die Realisierung des Newtonpotentials Ny f durch
die alternative Darstellung (3.4), als auch durch eine direkte Auswertung. Fir die Fehlerab-
schitzung der alternativen Darstellung wird jedoch die Glattheit des Randes vorausgesetzt.
Wird eine direkte Auswertung durchgefiihrt, so kann auf die Glattheit des Randes verzichtet
werden.

AuBlerdem konnen aus der Abschétzung (3.7) mit Hilfe des Aubin-Nitsche Tricks [10] auch
Abschitzungen fiir die Lo(I')-Normen hergeleitet werden.

Lemma 3.8. Seient € H'(T') und u € H*(T') die eindeutigen Lésungen der Variations-
formulierung (2.4). Sei p ~ log Ny und die Vernetzung gleichmdflig. Dann gelten fir die
Niherungslosungen t,u der Multipolmethode die Fehlerabschdtzungen

1/2
It = Fulleacey < ch (1) + Nl + 17 1) (3.35)

1/2
s = nllzacey < ch® (Nl ey + Nty + 1 1By (3.36)
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3.5 Numerische Beispiele

3.5.1 Vergleich: direkte Auswertung - Multipolmethode

In folgendem numerischen Beispiel wird die klassische Randelementmethode mit der durch
die Multipolmethode beschleunigten Randelementmethode verglichen. Es wird dazu das
Dirichlet-Randwertproblem

betrachtet, dessen Losung u(x,y,z) = x? ist. Der Wiirfel wurde gleichméBig verfeinert.
Das lineare Gleichungssystem (2.17) wird mit dem CG-Verfahren gelost, wobei die Matrix
V), mit einem algebraischen BPX (ABPX) (vgl. [19]) vorkonditioniert wird. In Tabelle 3.2
werden die erhaltenen Werte angegeben.

[Ny [ No | Nof | Aufstellen | Lésen | It | [t — 4]l o) |
0 w0 ] 0 |54 zion
s o || 0 |28 1veor
e L I T PR A
6144 98204 38 | 51 11|34 428602
24576 780452 505 | 353 72|38 214002

Tabelle 3.2: Vergleich Standardverfahren und Multipolverfahren

Dabei werden in der jeweils ersten Zeile die Ergebnisse der direkten Auswertung und in der
darauffolgenden Zeile die Ergebnisse der Multipolmethode angegeben. Die erste Spalte ent-
hélt die Anzahl der Randelemente und die zweite Spalte enthélt die Anzahl der Tetraeder
im Volumen. Darauf folgt die fiir die Auswertung des Newtonpotentials Ny f benotigte Zeit,
gefolgt von der Gesamtzeit zum Aufstellen des linearen Gleichungssystems. Im Anschluss
werden die Zeit und die Iterationszahlen angegeben, die zum Losen des linearen Gleichungs-
systems vom CG-Verfahren bené6tigt wird. Schliellich wird noch der Fehler der berechneten
Neumann-Daten in der Ly(I")-Norm angegeben. Die Multipolparameter wurden so gewéhlt,
dass sich der Approximationsfehler nicht vom Standardverfahren unterscheidet. Wie laut
(3.35) zu erwarten ist, halbiert sich der Fehler der Neumann-Daten pro Verfeinerungsstu-
fe. Auch der Berechnungsaufwand und der Speicheraufwand verhalten sich wie erwartet.
Der grofite Anteil an der Berechnungszeit wird bei der Berechnung des Newtonpotentials
benoétigt. Da sich pro Verfeinerungsstufe die Anzahl der Randelemente vervierfacht und
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die Anzahl der Tetraeder verachtfacht, erhoht sich der Berechnungsaufwand fiir die Stan-
dardmethode pro Verfeinerungsstufe mit dem Faktor 32. Bei der Multipolmethode tritt
dabei wie erwartet der Faktor 8 auf. Bereits in der zweiten Verfeinerungsstufe zeigt sich
der Vorteil der Multipolmethode. In der letzten Verfeinerungsstufe wiirde die direkte Aus-
wertung bereits ca. 32 Stunden bendtigen das lineare Gleichungssystem aufzustellen, die
Multipolmethode benétigt dafiir nur ca. 10 Minuten.

3.5.2 Vergleich zwischen direkter und indirekter Auswertung
von N f

In Abschnitt 3.1 wurde zuerst die direkte Auswertung des Newtonpotentials N; f bespro-
chen. Weiters wurde in Abschnitt 3.2 eine alternative Methode zur indirekten Auswertung
des Newtonpotentials Njf vorgestellt. Diese beiden Methoden sollen nun verglichen wer-
den. Dazu wird das gemischte Randwertproblem
—Au(z) = -2 fiir v € Q = (0,1)3,

You(z) = gp(z) fir z € I'p,

mu(x) = gy(x) fir x € I'y,
der Poisson-Gleichung gelost. Dabei wird als Dirichlet-Rand I'p = {(z,y,2)T € 9Q : z = 0}
und als Neumann Rand 'y = 9Q \ T'p festgelegt. Als Losung wurde u(z,y, z) = 22 vorge-
geben. Die Randdaten und die Funktion f wurden entsprechend gew&hlt. Ausgehend von
einem global gleichméfligem Netz wurde der Wiirfel gleichméflig verfeinert. Das Randnetz
ist die Einschrankung des Volumennetz auf den Rand. Das lineare Gleichungssystem (2.17)
wurde mit dem GMRES-Verfahren gelost. Zur Vorkonditionierung wird ein algebraischer
BPX-Vorkonditionierer (ABPX) (vgl. [19]) fiir das Einfachschichtpotential und der Ope-
rator entgegengesetzter Ordnung (vgl. [13]) fir den hypersinguldren Operator verwendet.
In der Tabelle 3.3 werden die Zeiten fiir das Aufstellen des linearen Gleichungssystems
verglichen.

Nr Ng indirekte Auswertung direkte Auswertung
Nof Viw= N,f Gesamtzeit | Nof Nif Gesamtzeit

96 192 0 0 2 0 0 2

384 1536 1 0 5 0 3 7

1536 12288 6 2 18 1 15 25

6144 98304 31 8 74 6 76 108

24576 789432 | 241 48 445 15 590 735

98304 6291456 | 1168 397 2160 243 2880 3608

Tabelle 3.3: Vergleich zwischen direkter und indirekter Auswertung

In der ersten Spalte werden mit N die Anzahl der Elemente der Randdiskretisierung an-
gefithrt. Mit N wird die Anzahl der Elemente im Volumen angegeben. Danach werden
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zuerst die Ergebnisse der indirekten Auswertung und im Anschlufl die Ergebnisse der di-
rekten Auswertung angefithrt. Dabei wird jeweils die Gesamtzeit fiir das Aufstellen des
linearen Gleichungssystems angegeben. Zusétzlich werden die Zeiten fiir das Auswerten
des Newtonpotentials Nyf und die Zeit fiir die Berechnung des linearen Gleichungssys-
tems V,w = N, f angegeben. Bei der direkten Auswertung wird die Zeit fiir die direkte
Auswertung der Newtonpotentiale Nyf und N;f extra angegeben. Zusitzlich scheint in
der Gesamtzeit noch die Zeit fiir das Aufstellen sémtlicher Randintegraloperatoren und
die Zeit fiir die Berechnung der Vorkonditionierung auf. Vergleicht man die beiden Metho-
den, ergibt sich bei der Gesamtzeit ein deutlicher Zeitvorsprung fiir die indirekte Methode.
Im Falle der direkten Auswertung muss das Newtonpotential Ny f fiir den Dirichlet-Rand
ausgewertet werden und das Newtonpotential Ny f auf dem Neumann-Rand. Anstelle der
Berechnung von N; f wird bei der indirekten Auswertung das Newtonpotential Ny f auch
auf dem Neumann-Rand ausgewertet. Die Auswertung des Newtonpotentials Nyf ist je-
doch wesentlich giinstiger, unter anderem deswegen, weil nur eine Formfunktion pro Ele-
ment berechnet werden muss, wiahrend beim Newtonpotential /V; f drei Formfunktionen zu
berechnen sind. Bei der indirekten Auswertung ist noch zusétzlich das Gleichungssystem
Viw = N, f zu losen. AuBerdem kommt noch ein hoherer Berechnungsaufwand durch das
Aufstellen der vergroferten Matrizen V,, und Kj hinzu. Dieser zusétzliche Aufwand féllt
jedoch verhéltnisméafig wenig ins Gewicht, was die schnellere Gesamtzeit fiir die indirekte
Auswertung erklart.

Nr Nq indirekte Auswertung direkte Auswertung
@ — anllroy Nt = thllrom) [ 18— @nllrow) (18— thllom
96 192 5.83e-02 1.55e-01 5.65e-02 1.55e-01
384 1536 1.47e-02 8.15e-02 1.43e-02 8.17e-02
1536 12288 3.70e-03 4.17e-02 3.60e-03 4.18e-02
6144 98304 9.27¢-04 2.12e-02 8.95e-04 2.16e-02
24576 789432 | 2.35e-04 1.06e-02 2.28e-04 1.06e-02
98304 6291456 | 5.93e-05 5.32e-03 5.72e-05 5.33e-03

Tabelle 3.4: Vergleich der Approximationsfehler

Weiters werden in der Tabelle 3.4 die Approximationsfehler der beiden Zugénge verglichen.
Zuerst werden wieder die Anzahl der Elemente der Randdiskretisierung und danach die An-
zahl der Elemente der Volumendiskretisierung angegeben. Danach wird der Dirichlet- und
der Neumann-Fehler zuerst der indirekten Auswertung und im Anschluss der direkten Aus-
wertung angegeben. Die Fehler verhalten sich wie in den Fehlerabschétzungen (3.36) und
(3.35) vorhergesagt. Wiahrend sich der Dirichlet-Fehler viertelt, halbiert sich der Neumann-
Fehler. Der Neumann-Fehler unterscheidet sich bei beiden Methoden kaum. Der schlechtere
Dirichlet-Fehler der indirekten Auswertung erkldrt sich durch den zusétzlichen Approxi-
mationsfehler, der durch die Approximation von w durch wy, € SP(I') auftritt.



4 Behandlung der Newtonpotentiale
des Systems der linearen
Elastostatik

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels auf das System der
linearen Elastostatik iibertragen. Dabei kdnnen mit einigen Modifikationen die erhaltenen
Verfahren fiir die Auswertung der Newtonpotentiale fiir die Poisson-Gleichung wiederver-
wendet werden, um eine Auswertung der Newtonpotentiale NFf und NP f des Systems
der linearen Elastostatik zu erhalten. Zur leichteren Lesbarkeit werden im folgenden Ka-
pitel die Randintegraloperatoren Vg, K, K}, und Dg der linearen Elastostatik gesondert
gekennzeichnet. Fiir den Approximationsfehler der Multipolmethode werden entsprechen-
de Fehlerabschédtzungen angegeben und schlulendlich werden die theoretischen Resultate
durch numerische Ergebnisse bestétigt.

4.1 Direkte Auswertung

Fiir die direkte Auswertung des Newtonpotentials NF f wird wie im Falle der Poisson-
Gleichung vorgegangen. Fir k=1,...,3und j =1,..., Np, gilt

(NEP)); = / S) [ S U y) ) dydss

Q1

Wie in Abschnitt 3.1 wird zuerst die Integration im Volumen auf die einzelnen Tetraeder
aufgeteilt, anschliefend die Integrationsreihenfolge vertauscht und schliellich das Volu-
menintegral durch eine numerische Interation approximiert. Da es sich wie im Falle der
Poisson-Gleichung um ein schwach singuléres Integral handelt, ist die Vertauschung der

o7
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Integrationsreihenfolge moglich. Somit folgt

(NS F)r) Z/ P)(x / ZUM ,y) foly)dyds,

T =1
= fow) | Ui, y) ) (x)dsydy
;;/ e\y / A
DHALY Zfz i) [ Ve i) wds.
i=1 (=1 I'p

Das verbleibende Oberldachenintegral tritt auch bei der Berechnung des Einfachschichtpo-
tentials der linearen Elastostatik angewandt auf konstante Ansatzfunktionen auf und kann
analytisch berechnet werden (siehe [16]). Somit ergibt sich als Naherungsformel fiir die
Auswertung des Newtonpotentials NF f fir j =1,...,3und £ =1,..., Np

(NEf)e) ZZM Zfe o / Uzl 40 (2)ds,. (4.1)

Fiir die Berechnung des Newtonpotentials N f wird der direkte Zugang nicht realisiert,
sondern es wird wie fiir die Poisson-Gleichung die alternative Darstellung (3.4) verwendet

Lemma 4.1. Fiir das Volumenpotential (N f)(x),x € T, gilt die Darstellung

1 _
(N f)(@) = (=51 + Kp)Vig (NG ) (). (4.2)
Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 3.1. O
Analog wie fiir die Poisson-Gleichung wird V' (NF f) durch w, € SY(I') angenihert. Zu

berechnen bleibt dann
E

557 - (o o
mit w als Losung des Gleichungssystems

Viyw = N, f.
Dabei gilt fiir den Approximationsfehler analog zu Abschitzung (3.9) in Abschnitt 3.2.1

INT f — NfEfHHfW(r) < ch* 2w

Durch das Lemma von Strang ergibt sich fiir die Variationsformulierung unter Annahme
eines glatten Randes und einer hinreichend glatten Losung die Abschétzung

it = @l Zseqey + 1 = Bl ey < ch®{ il + 1w + 12 -
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4.2 Realisierung der Newtonpotentiale mit der
Multipolmethode

Um die Realisierung der Operatoren des Systems der linearen Elastostatik durch die Mul-
tipolmethode auf die Realisierung der Operatoren im Falle der Poisson-Gleichung zuriick-
fithren zu konnen, wird die Fundamentallosung des Systems der linearen Elastostatik

1+v Oke I (IL"k - yk)(:)sg - ye)

* - -7 —4
Uké(xuy) 87TE(1—|—1/) (3 V)|Zl§'—'y| |27—y|3

durch die Fundamentallésung der Poisson-Gleichung und deren partiellen Ableitungen dar-
gestellt. Verwendet man die Eigenschaft

_wi; — yzi 1 — xéfk Yk yél"k “ Yk _ (xe — yo) (w1 — i)
Ory |v —y| Oy |z — y| |z —y3 |z —y3 |z —y3

Y

so ergibt sich

1
lz—yl]

1+v

o 1 0 1
8TE(l+v)

1
x—i__
e —y[ 2 0wz —y| 2

0
Ui 1) = (- 40) i
Diese Darstellung garantiert jedoch die Symmetrie der Multipol-Approximation nur inner-
halb eines Blocks. Um die Symmetrie zwischen den einzelnen Blécken sicherzustellen, wird
die Darstellung des Blocks mit vertauschten Indizes k£ und ¢ hinzuaddiert und das Ergebnis

halbiert:
0 1

Oke 1 0 1 1
— _l’ N

lt —y| 2 é@xk |z — y| 2yé0yk |z — y|
1
2

i) = gy |6 49

1 0 1 0 1

- I — —Tj—— )
2 "0z |x —y Oy |z — y

Die Symmetrie der Multipol-Approximation ist fiir die Auswertung der Newtonpotentiale
unwichtig. Jedoch fiir die Realisierung der Randintegraloperatoren ist Symmetrie von Vor-
teil. Die Realisierung der selbstadjungierten Randintegraloperatoren fiir das System der
linearen Elastostatik findet man z.B. in [14, 13]. Einsetzen dieser Darstellung der Funda-

mentallsung in das Newtonpotential N f und Summation iiber ¢ ergibt fiir k, £ = 1,...,3
1+v)
NE _ (
(N ula) QE(l_V[ /fk Ly

Mw

8;/9( )Hf( )dy (4.3)

1 0 1
87/9( — + Uk yz) 7|$_y‘fé(y)dy]-

(=1

w |l

(=1
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Ersetzt man den Kern

1

durch die Multipolapproximation ky(z,y), so ergibt sich der durch die Multipolapproxima-
tion definierte Operator NF f

(N te) =g 3= w0 [ o)

_i;ﬂ [ (e + e ) 2 (2.9) fulw)dy (0.0

3

- Zl 8%/9 (yea—yk + ykg—yg) ky(, y)fz(y)dy}-

/=

Fiir die Auswertung der durch das Newtonpotentials Nf induzierten Linearform ergibt
sich dann

0 0
(xe— +ang - ) kp(z,y) fo(y)dyds,
Ly

/
-~ /Tk(x) %/Q (ygai%wka%) kp(fﬂay)fz(y)dydsm}

(17 = g6 - ) I ID Y RICLABTS oy A0
_ 8i7r ;gm_z_n;/rm(x) (a?gaixk + xk%) an(x)dsx; /T fe(y)Sm(y)dy
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Die ersten beiden Zeilen kénnen zusammengefasst werden zu

(NG f.7)r = 2E1_V [8WZZZZ/@[ (3 — 40)dke

=1 n=0 m=—n (=1

— (waikjok@& )}Rm deZ/ fely
yyyy Tk(fﬁ)an(x)dsx; [ 1) (s + 8)Smmy]

8?%

Diese Darstellung approximiert das Newtonpotential NF f nur fiir bestimmte z und y. Die
Auswertung des Newtonpotentials N f muss daher in ein Nah- und ein Fernfeld unterteilt
werden:

(NCHi= Y. | #@ ZUkezy)fe( )dyds,
Je@ ]

iENF(j Ti =1
+ / 5 (x / ZUM (. y) fe(y)dyds,.
ieFF(j) YT Ti y=1

Die Summe iiber das Nahfeld kann néherungsweise mittels (4.1) berechnet werden. Fiir das
Fernfeld kann die Multipol-Approximation fiir NF f verwendet werden. Es gilt

(N5’ F)) Z ZGA Zfz (U, /Ukz x yh)%( z)ds,

iENF(j) £=1

+2E 1—v) {8WZZ Z /% { (3 —4v)dke

=1 n=0 m=—n

) 0 \] o
— (Z’gﬁ—xk +$kax£):|R dSm / fg

1€FF(j

ZZ/% VR (2)ds, /Zfz <yz—+ykaa)5m()

n=0 m=—n 1€FF(j LZ 1

firk=1,...,3und j =1,..., Np,. Diese Summe kann mithilfe der Multipolmethode effi-
zient berechnet werden. Das Newtonpotential N f kann dabei mit sechs Multipolaufrufen
und neun Multipolauswertungen realisiert werden. Dabei miissen bei der Multipolmethode
aus Abschnitt 3.3.1 folgende Koeffizienten gedndert werden. Beim Aufruf der Multipolme-
thode muss bei den Koeffizienten (3.19)

Mgl(C]-A,k):/T w1 R (x)dx
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der Faktor w; ensprechend variiert werden. Bei der Auswertung (3.14) muss bei den Koef-
fizienten (3.13)

20,0 = [ )R @i,
T'p

der Faktor w, angepasst werden. Die entsprechenden Faktoren werden in Tabelle 4.1 zu-

sammengefasst.

Aufruf Auswertung

w1 wgfl'ir£:1‘w2fﬁr€:2‘w2fﬁr€:3

N K11 K12 K13

E Ko Kaz2 Kas

I3 Ks1 Ks2 Ks.3
wh(f,x) -V -3
w?(f,z)-V -5
w3(f,z) -V -5

Tabelle 4.1: Realisierung des Newtonpotentials NZ f

Dabei ist die Konstante a und der Operator Ky, gegeben durch

1 (I+v)
T m2EQ —v)

und ) ,
_ 0 @ 0
Kre(r) = a(3 — 4v)drep; () — §goj(x) (x’“a—:c@ + ”a_xk) _
Die Vektoren w(® (¢, z) besitzen fiir j = 1,...,3 die Komponenten

3
Wi (t,x) =y fi (@) + 60 Y yefelw).
(=1

Fiir die Realisierung des Newtonpotentials N f wird die alternative Darstellung (4.2)
verwendet. Da neben dem Newtonpotential N f auch die Anwendung der Randintegral-
operatoren Vg und K’ mithilfe der Multipolmethode realisiert werden kénnen (vgl. [13]),
kann auch das Newtonpotential N¥ f effizient berechnet werden.

4.3 Fehlerabschitzungen

Wie fiir die Poisson-Gleichung ist auch fiir das System der linearen Elastostatik der Ap-
proximationsfehler zu untersuchen. Es werden zuerst Approximationsabschiatzungen fiir
die durch die Multipolmethode definierten Randintegraloperatoren hergeleitet. Die Para-
meter der Multipolmethode sind der Clusterradius r, der Nahfeldparameter d und der
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Entwicklungsgrad p. Fiir die weiteren Betrachtungen vergleiche Abschnitt 3.3.1. Folgende
Fehlerabschétzungen sind hilfreich.

Lemma 4.2. Fir z,y € R® und |z| < r,|y| > dr mit d > 1 und r > 0 gilt die folgende
Fehlerabschitzung fir eine spezielle Richtungsableitung |x|w -V, mit |w| # 0 der Differenz
k(x,y) — ky(z,y) des Potentials k(z,y) und seiner lokalen Entwicklung k,(z,y):

‘\xm Vo (k(z, y) — kp(x,y))‘ < |w\(;_+71”)r (p+ 14 %1) (é)pﬂ, (4.5)

ot utkta.0) —ote| < i (o1 2 () e

Beweis. Siehe [13] 0

Satz 4.3. Fiir eine global gleichmdffige Randdiskretisierung und einen Multipolentwick-
lungsgrad p «~ log Nr gelten die folgenden Fehlerabschdtzungen fiir die Approximation der
Randintegraloperatoren der linearen Elastostatik

(Ve = Vet amy < e h? 1t o)
I(Kg — Kg)ull L) < e b2 llullm
(Kg — Kp)t,v)r| < Ck;Eh2Ht||L2(F)||UHH1(F)
[((Dg — Dp)u,v)r| < cp, b2|lullgwllollm
fiir alle t € Ly(T),u € HY(T),v € HY(T).
Beweis. siehe [13, 14]. O

Satz 4.4. Fir eine global gleichmdflige Randdiskretisierung und einen Multipolentwick-
lungsgrad p «~ log Nr gilt die folgende Fehlerabschitzung fiir die Multipolapprozimation
NF des Newtonpotentials der linearen Elastostatik:

I(NG = N Fllzacry < e || £llzaco) (4.7)

Beweis. Betrachtet man die Lo-Norm der Differenz der Darstellung (4.3) und (4.4), so
erhdlt man

Z [ |t -
< Z [ (18- w0080 - s

g W)~ WP + W2 ) ~ W Jds, (49

2

(NEt) ()| ds,
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mit
> d
Wy (@) :Z/Q (Wg—xk +xka—w) k(z,y) fo(y)dy,
/=1
__ 3 P
703 [ (s e s
x (7) 2 ), ifzﬁxk F o o(2,y) fo(y)dy
und
Wi~ L ( 9, —)k<x ) fulw)d
k z—147r o W@k yka yY)Je\y)ay,

3
w2y N L / 9 90
Wk(x)_;47r g W&yk‘i‘ykﬁw ko(z,y) fo(y)dy.

Fiir die Approximation des Newtonpotentials Nyf der Poisson-Gleichung kann die Ab-
schitzung (3.28) verwendet werden. Es gilt

3

3
2(3 — 4)?|(Nof = No) fll7,ry < i (3 —4v)*h?* Z 1£117,0)-
k=1

k=1
Fiir den zweiten Teil ergibt sich

W) — ()] =[S / (x8%+8i) (k(z.y) — kol 9) foly)dy

< Z [ it 9.0t 9) = ol o

mit dem Vektor w € R?, wobei

Ly Tk

w; = O + i

| z] x|

Durch Anwendung von (4.5) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich

Wie) ~ )] <ol (p+ 1+ 75 (é)z 1wy

l+7 d AR
<lw|—" _ Z /2 )

Fiir den letzen Teil gilt analog

W) - Wil = (3 [ @%w%y) (k(a,y) = kyl,y)) foly)dy

VAN

/Q oo - ¥y (k(z, ) — Kyl 1) ()] dy

12
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mit dem Vektor w € R? mit
Ye Yk

lyl "yl
Durch Anwenden von Abschétzung (4.6) und der Cauchy-Schwarz Ungleichung ergibt sich
entsprechend

Wete) = e <lul e (p 1+ 5 (g)z 15wy

1+7 d 1\
<|lw|—1-2_ - - /2 )
_|w|(d_ T <p+1+ d—l) <d) Q) fll o)

Wegen p ~ log Nr existiert eine Konstante, sodass gilt

1 d 1\
— (= < ch?.
@1 (“”d—l) (d) =ch

Fiir den Clusterradius r gilt 7 > ch und somit erhélt man

(Wi(z) = Wh@)| < erh?| fll @

w; = Ok + Oie

und .
Wi () = Wi(@)] < e2h?|| fl Lo
Fiir den Lo-Fehler der Approximation erhélt man schlufiendlich

. 3(1 + v)?
IONG” = N Loy < gy —

3
1
+ Z EA01h4||f||%z(Q) + eh || flI7, 052 < b f117 @)
k=1

CNh4||f||%2(Q)

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Satz 4.5. Fir eine global gleichmdflige Randdiskretisierung, einen glatten Rand I' = 02
und einen Multipolentwicklungsgrad p « log Ny gilt die folgende Fehlerabschdtzung fiir die
Approzimation NlE f des Newtonpotentials der linearen FElastostatik durch die alternative
Darstellung (3.4):

I(NE = NE) fllzary < b1 Fll g2 ). (4.9)

Beweis. Da fiir simtliche Operatoren der linearen Elastostatik dieselben Fehlerabschét-
zungen wie fiir die Operatoren der Poisson-Gleichung gelten, kann der Beweis analog zum
Beweis von Lemma 3.6 gefiihrt werden. O

Satz 4.6. Seien t und u die eindeutigen Liosungen der Variationsformulierung (2.4). Sei
p ~ log Nr und die Vernetzung gleichmdfig. Dann gilt fir die Niherungslosungen t, i der
Multipolmethode die Fehlerabschdtzung

= 2022y = W ey < 0 (B N ) + B2 ey + B2 )

fallst € HP (T') und u € H*(T') mit 0 < p <1 und 1 <p<2.
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Beweis. Da fiir simtliche Operatoren der linearen Elastostatik entsprechende Abschétzun-
gen wie fiir die Operatoren der Poisson-Gleichung gelten, kann der Beweis analog zum
Beweis des Satzes 3.7 gefiihrt werden. O

4.4 Numerische Beispiele

4.4.1 Vergleich: direkte Auswertung - Multipolmethode

In folgendem numerischen Beispiel wird die Anwendung der Multipolmethode mit dem
Standard-Randelementverfahren mit direkter Auswertung des Newtonpotentials vergli-
chen. Fiir Q = (0,1)? wird das Randwertproblem

3
—Zai(fw(u,l’):fl(l’) fﬁrer,izl,...,S
=1 9T
You(x) (x) fiir v € I'p,

=4p
mnu(z) = gy(x) fiir x € 'y,

gelost. Dabei wird als Dirichlet Rand I'p = {(x,y,2)T € 92 : z = 0} und als Neumann
Rand I'y = 99 \ I'p vorgegeben. Als Losung wird zuniichst u(z,y, 2) = (22,93, 2%)T vor-
gegeben und die Cauchy-Daten und die Volumenfunktion f(x) entsprechend bestimmt.
Der Wiirfel wird gleichméssig verfeinert. Das resultierende Gleichungssystem (2.17) wird
mit dem GMRES-Verfahren geltst. Zur Vorkonditionierung wird ein algebraischer BPX-
Vorkonditionierer (ABPX) (vgl. [19]) fiir das Einfachschichtpotential und der Operator
entgegengesetzter Ordnung (vgl. [21]) fiir den hypersinguldren Operator verwendet. Die
verschiedenen Blocke wurden mittels der Eigenwerte entsprechend skaliert.

In Tabelle 4.2 werden die erhaltenen Werte zusammengefasst. Dabei werden jeweils zuerst
die Ergebnisse der Standard-Randelementmethode und in der darauffolgenden Zeile die
Ergebnisse der Multipolmethode angegeben.

In der ersten und zweiten Spalte sind die Anzahl der Randelemente bzw. Volumenelemen-
te angegeben. Die Zeit zum Auswerten des Newtonpotentials Ny f wurde in einer eigenen
Spalte angegeben. Darauf folgt die benotigte Zeit zum Aufstellen des linearen Gleichungs-
systems. Diese Zeit inkludiert die Zeit zum Auswerten des Newtonpotentials Nyf, dem
Aufstellen sémtlicher Randintegraloperatoren, dem Berechnen von N; f und dem Erstellen
samtlicher Vorkonditionierer. Im Anschluss folgt die Zeit, die fiir das Losen benotigt wird,
gefolgt von der Anzahl der benétigten Iterationsschritte. Schlulendlich wird der Approxi-
mationsfehler der Dirichlet- und der Neumann-Daten in der Ly (I")-Norm angegeben.

Das Berechnen der beiden letzten Level war mit der Standard-Randelementmethode nicht
moglich, der Arbeitsspeicher reichte nicht mehr aus. Wie erwartet steigt die Zeit zum
Berechnen des Newtonpotentials Ny f am schnellsten. Dabei erhoht sich die Zeit bei der
Standard-Randelementmethode mit Faktor 32. Dies fithrt dazu, dass bereits bei Level L = 4
mit 6144 Randelementen der Aufwand zur Berechnung des Newtonpotentials Ny f bei der
Standard-Randelementmethode bei iiber zwei Stunden liegt und somit theoretisch bei dem
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‘ Ny ‘ Ng ‘ Nof ‘ Aufst. ‘ Losen ‘ it ‘ @ — Gn || Lo(r) ‘ [t = tnllzo() ‘
o 12 o |5 |o |so|umen |1
0y N o (st s | oo
36|18 ) |5 | || tsenr | soseror
o o0t B o e || dase0s | 1aeror
24576 TSO132 0 Tog1 | 3354|2274 |50 | 121603 | 7.70e+00
98304 G296 | 93606 | 20541 | 3859 | 53 | 3.72e-04 3.90e-+00

Tabelle 4.2: Vergleich: direkte Auswertung - Multipolmethode.

darauffolgenden Level bei ca. drei Tagen liegen wiirde. Mithilfe der Multipolmethode kann
jedoch fiir L = 4 das Newtonpotential Nyf innerhalb von zwei Minuten und in Level
fiinf in ca. 16 Minuten gelost werden. Dabei ist der Unterschied im Approximationsfehler
vernachléssigbar.

Der Fehler der Neumann-Daten halbiert sich wie erwartet. Der Dirichlet-Fehlers verringert
sich fiir dieses Beispiel ca. mit Faktor 3.4 und nicht 4, wie vielleicht zu erwarten ist. Dabei
scheint die Berechnung des Newtonpotentials Vi f iiber die alternative Darstellung die
Konvergenzordnung zu driicken. Satz 4.5 setzt ndmlich einen glatten Rand vorraus und
diese Bedingung ist im Falle des Wiirfels nicht erfiillt.
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5 Elektromechanische Kopplung

Durch Auswertung der Newtonpotentiale konnen sowohl die Poisson-Gleichung als auch das
inhomogene System der linearen Elastostatik mit Hilfe der Randelementmethode effizient
behandelt werden. Jedoch wird dabei auf einen wesentlichen Vorteil der Randelementme-
thode verzichtet. Das Problem wird nicht mehr ausschlieflich auf dem Rand betrachtet,
sondern es wird ein Volumennetz zur Auswertung der Newtonpotentiale benotigt. Aufer-
dem ist der Aufwand zur Auswertung eines Volumenpotentials hoher, als der Aufwand fiir
die Auswertung eines Randpotentials. Gelingt es also, das Newtonpotential auf ein Ober-
flachenintegral zuriickzufiihren, kann also nicht nur das Volumennetz vermieden werden,
es kann auch der Berechnungsaufwand verringert werden. Im folgenden wird nun eine Me-
thode vorgestellt, wie fiir eine spezielle Wahl der Volumenfunktion f das Newtonpotential
auf ein Randintegral zuriickgefiihrt werden kann. Diese Methode wird im folgenden auf die
elektromechanische Kopplung angewandt.

5.1 Herleitung einer reduzierten Darstellung des
Newtonpotentials

Sei f(z) der inhomogene Anteil der Poisson-Gleichung (1.1),
—Au(z) = f(z) firz € Q.

Folgende Eigenschaft der Fundamentallosung lédsst sich durch Differenzieren leicht iiber-
priifen.

1 1
Ayz|lz —y|=—— firz#uy. (5.1)
2 |z =y

Satz 5.1. Sei f eine harmonische Funktion in ). Dann gilt folgende Darstellung fiir das
Newtonpotential Nof der Poisson-Gleichung:

(Mo / r—r dsy——/|x—y| Fy)ds, firzeq.

Beweis. Fiir das Newtonpotential Ny f gilt die Darstellung

Fof)o) = [ Uty =4 [ fwy firaco

Q\x—?ﬂ
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Durch Einsetzen der Beziehung (5.1) folgt

1

(Faf)@) = g [ Ade=lftu)dy fira e

Weiters ergibt die zweite Greensche Formel (1.8)

(Nof)(a /mwmf@+—/ 1 — ylf (y)ds, — /uwFﬁ)%

Wegen Af(y) = 0 fiir y € Q wird das Volumenintegral zu Null und es ergibt sich die
Aussage des Satzes. O

Um diesen Satz auf das System der linearen Elastostatik {ibertragen zu konnen, muss zuerst
eine zu (5.1) dquivalente Aussage fiir die Fundamentallsung des Systems der linearen
Elastostatik gefunden werden. Die Fundamentallosung der linearen Elastostatik lautet

1 11+v Oke (Te — yi) (20 — Ye) ,
—4 fir k.,(=1,...,3.
Uké(x y) 87TE1—I/ |:(3 V)|Zl§'—'y| + |$_y|3 ur r, ) 73

Fiir k # ¢ und = # y gilt

1 (e — ye)(@x — Yk) _ (e — yo) (T — Yi)
Ay[4 Ty } = gP

)

und fiir £k = ¢ und = # y gilt

A l(m—yz)z_‘_lm_ = 1 _(xz—yé)z
a e—yl AT T =y ey

Somit ergibt sich fiir die Fundamentallosung der linearen Elastostatik folgende Beziehung

Uiz, y) = AyVie(x,y) fir k,0=1,...,3 und z #v. (5.2)
Satz 5.2. Erfillt die Volumenfunktion f komponentenweise die Laplace-Gleichung, so gilt

fiir x € Q folgende Darstellung fiir das Newtonpotential NE f des Systems der linearen
Elastostatik

(N f)e = Zﬁ—vkéxyfk y)ds, — /ZVMSCy fe(y)ds, firt=1,...,3.

I k=1
mit
1 11+v (zr — yx) (T — yr) ..
Vi = —— 7—8 —y|é k{=1...23.
kﬁ(x>y) 39rEl—v |:( I/)|Zl§' y| ké“’ |:17—y| fUT ) ) )
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Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis fiir Satz 5.1,

(NEf)i = ZUMxyfg dy—Z/AVMxy)fg()dy firk=1,...,3.

Q1

Verwendet man die Beziehung (5.2) und die zweite Greensche Formel (1.8), so ergibt sich

(NEf) k—/QZvM £ ) A fo(y)dy

=1
/ —ngxyfk )ds, — /ZVMxy fr(y)ds, furk=1,...,3.
Fél

Das Volumenintegral verschwindet und somit ergibt sich die Behauptung.

5.2 Elektromechanische Kopplung

Die Ergebnisse des vorherigen Kapitels sollen nun auf eine elektromechanische Kopplung
angewandt werden. Gegeben sei ein elektrostatisches Feld F(z), fiir welches die folgenden
Eigenschaften gelten (vgl. [22])

curlE(x) = 0, (5.3)
div(e,e0E(x)) = o(x), (5.4)

mit der Ladungsdichte o(z), der relativen Permittivitit e,(x) und der Dielektrizitétskon-
stante 9. Laut (5.3) ldsst sich E schreiben als ' = —V¢ und durch Einsetzen in (5.4)
ergibt sich

—div(e,eoVp) = o(x).

Unter der Annahme, dass ¢, in €2 einen konstanten Wert annimmt, ergibt sich weiters

—Ap(r) = —

fiir x € Q. (5.5)
Er€o

Durch das elektrostatische Feld wird eine Kraft f im Gebiet 2 ausgeiibt. Fiir diese Volu-
menkraft f gilt
f(x) =o(x)E(x) firz € Q.

Nimmt die Ladungsdichte g(x) in Q einen konstanten Wert pq an, so ergibt sich fiir die
Kraft mit (5.5)

A(F())s = 00A(E @) = gald (-a% <x>)

0 0 o

- _ A - _
tag - o(x) LY r—
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Somit sind die Voraussetzungen fiir Satz 5.2 erfiillt. Berechnet man also die Verformung
des Gebietes €2, die durch die Kraft f(z) entsteht, mithilfe des Systems der linearen Elas-
tostatik, kann das Newtonpotential NF f geschrieben werden als

= QQ/ —VM (z,y)Ee(y)ds, — QQ/ZVM x y Ey(y)ds,. (5.6)
r r

Zl (=1

Fiir die Bilinearform erhilt man

(Ng' f,7) /ZTk r)oq(w /i o(x,y)E(y)ds,ds,
_/FZTkQQ/ZVM 2.y) 5 —Edy)ds,ds,. (5.7)

k=1

und fiir die Auswertung des Newtonpotentials NF f folgt
(NG i)k = 0 {/ % / —ng(x,y)Eg(y)dsydsx
I=1

3
)
— Q:)s/ Vie(x,y)=—E,(y)ds,ds,
JLtw) [ S vitrg, Eitis,

mit
1 11+v

Vie(z,y) = 9 El— D

{(7 — 8|z — y|dke + ( _‘yk)(mj — ‘W)} fir k,/=1,...,3.
r—Yy

Fiir die Berechnung des Newtonpotentials N¥f kann die alternative Darstellung (3.4)
verwendet werden.

5.3 Numerische Beispiele

5.3.1 Vergleich der direkten Auswertung mit der Auswertung
der reduzierten Darstellung

In folgendem Beispiel wird die Auswertung der reduzierten Darstellung (5.2) des Newton-
potentials NFf mit einer direkten Auswertung (4.1) des Newtonpotentials NF f vergli-
chen. Als Gebiet wurde der Einheitswiirfel Q = (0,1)% gewiihlt. Es wurde ein Dirichlet-
Randwertproblem gelost. Dabei muss das Newtonpotential Ny f fiir den gesamten Rand
' aufgestellt werden. Als Losung fiir das Randwertproblem wurde u(x,y, z) = (2?,y3, 23)
vorgegeben. Fiir die Volumenfunktion f(z) ergibt sich somit eine lineare Funktion, welche
komponentenweise harmonisch ist, womit die Bedingung fiir Satz 5.2 erfiillt ist. Somit sind
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die beiden Auswertungen der Newtonpotentiale dquivalent. Um die Randintegraloperato-
ren der reduzierten Darstellung auszuwerten wurden als numerische Integrationsformeln die
Siebenpunktformel fiir Dreiecke verwendet. Dadurch ergibt sich auch ein unterschiedlicher
Approximationsfehler fiir beide Methoden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

[ Nr [ No | Nof | Aufstellen | Losen | #it | [[t — o]l o) |
AN N I T ESRN E 0 vyt
I R O FAR P gl Froi:
G o TS P S O L X0t
536 128 oy g |16 s |atceror
1449804 |5 qogs |41 |13 | 201et01

Tabelle 5.1: Vergleich der direkten Auswertung des Newtonpotentials Ny f mit der Auswer-
tung der reduzierten Darstellung des Newtonpotentials.

Dabei sind die Ergebnisse der direkten Auswertung jeweils zuerst und anschliefend die Er-
gebnisse der Auswertung der reduzierten Darstellung angegeben. In der ersten und zweiten
Spalte werden jeweils die Anzahl der Randelemente und der Volumenelemente angegeben.
Im Anschluss folgt die Zeit fiir die Auswertung des Newtonpotentials Ny f. Dabei zeigt
sich, dass bei kleinen Beispielen die direkte Auswertung schneller ist. Dies lédsst sich da-
durch erklidren, dass im Falle der direkten Auswertung ein Volumenpotential auszuwerten
ist, wiahrend bei der reduzierten Darstellung zwei Randpotentiale auftreten. Auflerdem
wurden fiir die Randelemente numerische Integrationsformel mit hoherer Ordnung verwen-
det. In der letzen Verfeinerungsstufe ist jedoch bereits die reduzierte Darstellung erheblich
schneller. Wie erwartet steigt dabei der Aufwand der Auswertung fiir das Volumenpotential
mit Faktor 32 wihrend sich der Aufwand zur Berechnung des Randpotentials mit Faktor
16 erhoht. Vergleicht man den Approximationsfehler der Neumann-Fehler in der letzten
Spalte, halbiert sich der Fehler pro Verfeinerungsstufe erwartungsgeméf. Der Approxima-
tionsfehler der Losung berechnet durch die reduzierte Darstellung ist geringfiigig besser.
Hier zeigt sich die hohere Ordnung der numerischen Integrationsformeln.

5.3.2 Earthing Knife

Um auch ein nichtakademisches Beispiel zu betrachten, wurde ein gemischtes Randwert-
problem mit dem Netz ,Earthing Knife“ (Abbildung 5.1) gerechnet. Dieses Netz besteht
aus 4130 Randelement und 13030 Volumenelementen. Dabei wird das ,,Earthing Knife* an
der Platte festgehalten, indem dort Dirichlet-Daten gleich Null vorgegeben werden. Fiir
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SOV
AV

Abbildung 5.1: Earthing Knife

die restlichen Elemente werden Neumann-Randdaten gleich Null vorgegeben. Weiters wird
eine Volumenkraft vorgegeben, die durch ein elektrisches Feld erzeugt wird. Das elektri-
sche Feld erfiillt dabei sdmtliche Voraussetzungen aus Abschnitt 5.2, und somit kann das
Newtonpotential Ny f durch die reduzierte Darstellung (5.7) berechnet werden. Auerdem
wird das Newtonpotential Ny f mithilfe der Multipolmethode {iber das Volumennetz aus-
gewertet. Das Newtonpotential N f wird iiber die alternative Darstellung (3.4) realisiert.
Das erhaltene lineare Gleichungssystem (2.17) wird mithilfe des Schur-Kompliments (2.18)
gelost. Samtliche Randintegralperatoren werden mithilfe der Multipolmethode realisiert.
Das Einfachschichtpotential wird dabei mithilfe einer LU-Zerlegung invertiert. Zur Vor-
konditioniertung wird erneut ein algebraischer BPX-Vorkonditionierer (vgl. [19]) fiir das
Einfachschichtpotential bei der Berechnung von N; f und der Operator entgegengesetzter
Ordnung fiir den hypersinguldren Operator (vgl. [21]) verwendet.

In Tabelle 5.2 werden die erhaltenen Daten zusammengefasst. In der ersten Zeile wird
dabei das Newtonpotential {iber das Volumennetz berechnet, wihrend in der zweiten Zeile
die reduzierte Darstellung verwendet wird. Zu beachten ist hierbei, dass die reduzierte
Darstellung nicht mittels der Multipolmethode beschleunigt wird. Dabei wird die Zeit fiir
die Berechnung des Newtonpotentials Ny f extra angegeben. Danach folgt die Zeit fiir das
Aufstellen des gesamten linearen Gleichungssystems und im Anschluss die benétigte Zeit
und die benoétigten Iterationen zum Losen des linearen Gleichungssystems.

Die erste Spalte enthélt die Anzahl der Randelemente und die zweite Spalte die Anzahl
der Volumenelemente. Dabei wird bei der Berechnung mittels der reduzierten Darstellung
kein Volumennetz betnotigt. Im Anschluss folgt die Zeit fiir die Auswertung des Newton-
potentials Ny f. Da die reduzierte Darstellung nicht mithilfe der Multipolmethode realisiert
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Nr Nq Nof | Aufstellen | Losen | it
4130 | 14040 | 746 | 1595 997 500
4130 1971 | 2818 1004 | 504

Tabelle 5.2: Earthing Knife

wird, erhilt man einen Berechnungsaufwand von O(Np?) wesentlichen Operationen. Fiir
die Auswertung iiber die Multipolmethode erhilt man O(Np*?log? Nr) wesentliche Opera-
tionen. Wie erwartet ist somit die Berechnung des Newtonpotentials Vg f iiber das Volumen
deutlich langsamer. Im Anschluss folgt die Gesamtzeit fiir das Aufstellen des linearen Glei-
chungssytems. Daraufhin die Zeit fiir das Losen und schluflendlich die Iterationszahlen. Der
Unterschied in der Zeit fiir das Losen des Systems ergibt sich aus den unterschiedlichen
Iterationszahlen. Da die Matrizen durch die Geometrie schlecht konditioniert sind, fithren
numerische Ungenauigkeiten zu einer abweichenden Iterationszahl.

5.4 Awusblick

In dieser Arbeit wurde Wert darauf gelegt, die Newtonpotentiale Nyf und N; f effizient
auszuwerten. Dazu wurde fiir die Volumenpotentiale die Multipolmethode verwendet. Eine
hohere Effizienz kann erreicht werden, wenn nach Zuriickfithren der Volumenpotentiale auf
Randpotentiale, diese auch mit der Multipolmethode ausgewertet werden. Um die beste-
hende Multipolmethode verwenden zu kénnen, muss der Kern der Randpotentiale durch die
Fundamentallésung des Laplace-Operators oder dessen Ableitungen ausgedriickt werden.
Fiir den Kern der reduzierten Darstellung

1 11"—1/ (Ltk—yk)(l’g—yg)
— 78z — y|o
Son BTy | Sl =yl + |z —y|

Vie(w,y) = fir k, 0 =1,...,3

kann eine Multipolentwicklung fiir | — y| z.B. in [9, 25] gefunden werden. Neben der Be-
rechnung der Koeffizienten, miissen dabei die Translations- und Konvertierungsoperatoren
geeignet abgeéndert werden.

Die reduzierte Darstellung kann nur bei Problemen angewandt werden, bei denen der inho-
mogene Anteil harmonisch ist, also die Laplace-Gleichung erfiillt. Der Zugang kann auch auf
weitere Differentialoperatoren ausgeweitet werden. Dazu muss fiir diesen Differentialopera-
tor die 2. Greensche Formel (1.8) gelten und eine zu Bedingung (5.2) dquivalente Beziehung
muss gefunden werden. Mit einem derartigen Zugang konnte man unter Umsténden auch
Krifte, die bei magnetostatischen Problemen auftreten, behandeln.
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