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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Beschreibung von in Raum und Zeit ablaufenden Prozessen, wie zum
Beispiel die Beschreibung von

e FlieB— und Transportvorgingen (z.B. Umstromung eines Flugzeugs),

Diffusionsvorgéngen (z.B. Ausbreitung eines Schadstoffes im Erdreich bzw. Wirkung
eines auf der Haut aufgetragenen Medikaments),

Verformungen (z.B. Belastung eines Bauteils aufgrund von dufieren oder thermischen
bzw. elektromagnetischen Kriften),

Wellenausbreitungen (z.B. akustische Wellen, Modellierung eines Tsunamis),

Reaktionsgleichungen (z.B. chemische Reaktionen, Verbrennung)

fithrt auf Systeme von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen. In diesen Glei-
chungen treten unbekannte Funktionen von einer oder mehrerer Verédnderlichen auf, zum
Beispiel von Zeit ¢ und Ort x, sowie deren (partiellen) Ableitungen. Diese Funktionen
beschreiben zum Beispiel die Strémungsgeschwindigkeit und den Druck, die Verformun-
gen und die Spannungen, die Temperatur oder die Konzentration eines Stoffes bzw. einer
Spezies.

Im Falle einer Verdnderlichen ¢ € R lautet die allgemeine Form einer implizit gegebenen
gewohnlichen Differentialgleichung

Pt y(t).y/ (). 5™ (8)) = 0. (L1)

Hierbei ist F'(-) eine gegebene Funktion, y(t) ist die gesuchte Losung, und die hochste
auftretende Ableitung bestimmt die Ordnung m der Differentialgleichung. Ist F'(-) linear
in der gesuchten Funktion y(¢) und all ihren Ableitungen, so sprechen wir von einer linearen
Differentialgleichung, andernfalls liegt eine nichtlineare Differentialgleichung vor.
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Beispiel 1.1 Als Beispiel fiir eine implizit gegebene Differentialgleichung erster Ordnung
betrachten wir die Differentialgleichung

y'(tyt)+t =0 firteR. (1.2)
Offenbar ist hier

E(t,y(t),y' (1)) = y'(t)y(t) +1
nichtlinear in y(t) und y'(t).

Kann die Differentialgleichung (1.1) nach der hichsten auftretenden Ableitung 3™ (¢) auf-
gelost werden, so ergibt sich die explizit gegebene Differentialgleichung

y ) = fy).y' @),y V@) (1.3)

Beispiel 1.2 Fir die implizit gegebene Differentialgleichung (1.2) folgt fir y(t) # 0 die
explizite Darstellung

) = - tir
y'(t) = 0 firteR (1.4)
mit
t
f(t,y(t) = B0k
Durch die Transformationen
wo(t) = y(t),
wi(t) = y'(1) = wy(t),
wo(t) = y'(t) = wi(t),

Wna(t) = g™ () = wly(t)

kann die explizit gegebene Differentialgleichung (1.3) der Ordnung m auf ein System von m
gewoOhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der m unbekannten

Funktionen wy(t), ..., wy,_1(t) zuriickgefithrt werden,
wo(t) = wi(t),
Wino(t) = wm(t),

who(8) = (), w (1))
Beispiel 1.3 Fir die explizit gegebene Differentialgleichung 2. Ordnung
u(t) +td () + P ut) = g(t)
ergibt sich mit der Transformation
v(t) = u/(t)
ein System von zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung,

V() =g(t) —tot) —tPut), o (t)=ov(t).



In dieser Vorlesung beschrinken wir uns auf skalare gewthnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung der Form
y'(t) = ft,y)). (1.5)

Gesucht ist also eine stetig differenzierbare Funktion y(t), welche fiir eine gegebene Funk-
tion f(t,y) die Differentialgleichung (1.5) erfiillt.

Beispiel 1.4 Als ein einfiihrendes Beispiel betrachten wir ein Populationsmodell fiir die
Evolution einer Spezies. Bezeichnen p(t) die Population zur Zeit t und r(t,p) die Differenz
zunschen Geburts— und Sterberate pro Individuum in einem isolierten System, welches nicht
durch dufere Einfliisse gestort wird, dann gilt die sogenannte Wachstumsgleichung

p(t) = r(t, p(t)p(t) .

Fiir die Wachstumsrate r(t, p) konnen nun verschiedene Modellannahmen getroffen werden.
Im Modell von Malthus (1798) wird eine konstante Wachstumsrate r(t,p) = a angenom-
men, zu losen ist also die Differentialgleichung

Da die Population p(t) als eine positive Funktion p(t) > 0 angenommen werden kann,

ergibt die Division durch p(t) und Integration von einem Anfangszeitpunkt Ty bis zur Zeit
T

adt = a(T —Tp) .

\ﬂ
==
==
Q.
~
I
oﬂ\%

To

Mit den Transformationen

ergibt sich weiters

a(T — Tp) :/T

wobei wir einen Anfangszustand p(Ty) voraussetzen wollen. Die Léisung der Differential-
gleichung zu einer beliebigen Zeit T' > Ty ist also gegeben durch

(T)
dz

z

=

lnz

p(To

=

p(T) = p(Tp)e" 1.

Wie wir in Beispiel 1.4 gesehen haben, wird erst durch die Vorgabe eines Anfangszustandes
zur Zeit T, die Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung eindeutig beschrieben.
Das zugehorige Anfangswertproblem der Differentialgleichung (1.5) lautet dann: Gesucht
ist eine stetig differenzierbare Funktion y(t) als Losung von

y'(t) = f(t,y(t) firt >to, y(to) = yo- (1.6)
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Bei gewohnlichen Differentialgleichungen der Form (1.6) wird das Argument ¢t € R der
gesuchten Funktionen y(t) oft als Zeit interpretiert, d.h. es werden zeitliche Anderungen
eines Zustands y(t) untersucht.

Betrachtet man jedoch eine skalare Funktion u(z) in Abhéngigkeit einer Ortsvariablen
2 € R? mit der Raumdimension d = 1, 2, 3, zum Beispiel die Temperatur oder den Druck,
so konnen die partiellen Ableitungen von u(x) geschrieben werden als

SR A e
TR

D%u(zx)

Dabei ist v = (v, . .., g) ein Multiindex mit «; € Ny und mit dem Betrag
o =14+ ...+ aq.

Beispiel 1.5 Fird =2 sind alle Multiindizes o = (a1, aa) mit || = oy + e = 2 gegeben
durch
a=(20), a=(1,1), a=(0,2).

Damit kann man zum Beispiel einen Differentialoperator der Form

02 0 0
Lu(x) = Z D%u(zx) = a—x%u(:c) + 8x18x2u<x) + 8—x%u(a:)

|a|=2

beschreiben.

Die allgemeine Form einer implizit gegebenen partiellen Differentialgleichung lautet dann
F(z,u(x), Du(x),...,D%(z)) = 0. (1.7)

Dabei ist F'(-) wieder eine gegebene Funktion, u(x) ist die gesuchte Losung, und die héchste
auftretende Ableitung m = |«| beschreibt die Ordnung der partiellen Differentialgleichung.

Beispiel 1.6 Das einfachste Beispiel einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist die stationdre Wirmeleitungsgleichung

d
- a% [aﬁwa%u(x)] = f(x) firceQCR (18)

1,7=1

Hierbei ist 0 C RY ein vorgegebenes beschrinktes Gebiet, aji(x) sind i.a. richtungs— und
ortsabhingige Wirmeleitkoeffizienten, und f(x) beschreibt vorgegebene Quellen und Sen-
ken. Man beachte, daf$ die Wirmeleitkoeffizienten aj; auch von der Temperatur u abhédngen
konnen, d.h.

s sl CCRES)

ij=1

88xu(3:)] = f(z) firx e QCR

stellt eine nichtlineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dar.



Fiir
1 firi=j,
aile) = 0y = { 0 firij

erhalten wir aus (1.8) die Poisson—-Gleichung

d

2
—Au(x) = — %u(az) = f(z) firer e QcR? (1.9)
4
i=1 v
mit dem Laplace-Operator
4 o2
Au(z) = Fu(aj) fiir v € R? (1.10)
4
i=1 i

Insbesondere fiir eine Raumdimension d = 1 und ein offenes Intervall Q = (a,b) ist u(zx)
Losung der linearen Differentialgleichung

—u"(z) = f(x) firx € (a,b). (1.11)
Die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung (1.11) ist gegeben durch
u(r) = up(r) + un(x),
wobei u, eine partikulére Losung der inhomogenen Differentialgleichung
—u,(z) = f(x) firz € (a,b)
ist, und uy(x) ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
—uy () =0 firz € (a,b).

Insbesondere ist
up(x) = co+ a1z, w(x) =uy(z) + o + 1. (1.12)

Zur Bestimmung der zunéchst frei wihlbaren Konstanten ¢y und ¢; in (1.12) sind zusétz-
liche Bedingungen an die Losung u(x) in den Randpunkten x = a und x = b zu stellen,
zum Beispiel beschreiben die Dirichlet—-Randbedingungen

u(a) = uq, u(b) =uy

vorgegebene Werte der gesuchten Funktion, zum Beispiel die Temperatur. Die Konstanten
¢o und c; ergeben sich dann als eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

up(a) + co+ cra = uq,  up(b) + co + c1b = uy,

d.h.

[up — ug — up(b) + up(a)l, co= P [bug — auy — buy(a) + auy(b)] .
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Alternativ kann in den Randpunkten auch der Flufl durch eine Neumann—Randbedingung

u'(a) =ga W) =g

vorgegeben werden. Das Randwertproblem
—u"(z) = f(z) firz e (a,b), u(a)=gs u'(b)=g

ist aber nicht eindeutig lsbar, sofern iiberhaupt eine Losung existiert. Fiir die Bestimmung
der Konstanten ergibt sich ndmlich

w,(a) +c1 = ga, uy(b) +c1 =gy

und somit
c1 = ga —uy(a) bzw. c; =gy —uy(b).

Fiir die Existenz einer Losung miissen die gegebenen Daten f und somit u, sowie g, und
gy der Losbarkeitsbedingung
o — uy(a) = g — uy(b)

geniigen, welche das globale Gleichgewicht beschreibt. Andererseits ist die Konstante cg
frei wihlbar, so dal die Losung nicht eindeutig ist.

Fiir die Modellierung von zeit— und ortsabhéngigen Prozessen sind partielle Ableitungen
sowohl nach der Zeitvariablen t € R als auch nach der Ortsvariablen z € Q C R? zu
beriicksichtigen. Als Beispiel betrachten wir die instationdre Wérmeleitungsgleichung zur

Bestimmung einer unbekannten Funktion u(t, ), zum Beispiel einer Temperaturverteilung,
so daf3

0 9 0 . d
Eu(t,x) - i;l a—xj [aﬁ(t,x)a—xiu(t,x) = f(t,x) firz e Q CRt>t. (1.13)

Fiir eine Raumdimension d = 1 und Q = (a, b) ist u(¢, ) Losung der partiellen Differenti-

algleichung

0 0? ”
au(t, x) — @u(t,x) = f(t,z) firz € (a,b), t > to,

welche durch geeignete Anfangs— und Randbedingungen zu vervollstéindigen ist, zum Bei-
spiel

u(t,a) = uq(t), wl(t,b) =up(t) fiirt>ty, wu(0,2)=up(z) firaz e (a,b).

Als Beispiel einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung betrachten
wir abschlieend eine Transportgleichung zur Bestimmung einer unbekannten Funktion
u(t, ), zum Beispiel einer Konzentration, so daf§

0 0 .
Eu(t,x) + %F(u(t,x)) = f(t,x) firt >tz eR (1.14)



mit der Anfangsbedingung
u(to, x) = up(x) firx € R.

In (1.14) ist F'(u) eine gegebene Funktion, zum Beispiel erhalten wir fiir
F(u) = ~u?
die Burgers—Gleichung

0 0
au<t7 .T) + U(t, x)%“(m .T) = f(ta .ﬁL’) )
eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit analytischen und numerischen Verfahren
zur Losung von Anfangs—, Randwert—, und Anfangsrandwertaufgaben gewohnlicher und
partieller Differentialgleichungen, wie diese in dieser Einleitung beispielhaft dargestellt sind.



Kapitel 2

Anfangswertprobleme gewohnlicher
Differentialgleichungen

Betrachtet wird ein Anfangswertproblem zur Bestimmung einer stetig differenzierbaren
Funktion y(t), so dafl

y'(t) = f(t,y(t) firt>to, y(to) = vo. (2.1)

Je nach Gestalt der gegebenen skalaren Funktion f : R? — R ist es moglich, eine Losung
des Anfangswertproblems (2.1) in geschlossener Form anzugegeben, siehe zum Beispiel [5].

2.1 Elementar integrierbare Differentialgleichungen
Im folgenden sollen einige der einfachsten und wichtigsten Typen elementar integrierbarer

Differentialgleichungen erster Ordnung behandelt werden, siehe zum Beispiel auch [9].
Fiir

fty) =g(t)
ergibt sich fiir die Losung des Anfangswertproblems
y'(t) =g(t) firt>ty, y(to) =1yo (2.2)
durch Integration
t
y(t) = yo—i-/ g(s)ds. (2.3)
to
Fiir
f(ty) =h(y)

lautet das Anfangswertproblem (2.1)

y'(t) = h(y(t)) firt>to, y(to) = yo. (2.4)
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Fiir h(y(t)) # 0 fithrt Division durch h(y(t)) auf

=1 firt> to, y(to) = Yo-

Anschliessende Integration, dabei ersetzen wir die Integrationsvariable ¢ durch s € (to, 1),

ergibt
t ! t
/ y'(s) ds:/ds:t—to.
to h<y<8)) to

Mit den Transformationen

folgt

y(t) g _ —
oty = / A = ) =Tl

mit der Stammfunktion

Damit ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems (2.4) als die durch

Hy(t) = t—to+ H(yo) 2.5)
implizit gegebene Funktion y(t).
Beispiel 2.1 Betrachtet wird das Anfangswertproblem

() = \Vyt) firt>to, y(to)=0.

Dabei wird y(t) > 0 fiir t > to vorausgesetzt. Dann ist

Zu losen bleibt (2.5),

Daraus folgt

y(t) = (t;tO)Q :

Zur Bestimmung des Definitionsbereichs erhalten wir durch Differentiation

0 < Vy@t) =y(t) = t;to fiir t > to.

Fiir t <ty ist die Losung gegeben durch y(t) = 0.
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Die beiden bisher behandelten Differentialgleichungen (2.2) und (2.4) sind Spezialfille des
Anfangswertproblems

y'(t) = g(t)h(y(t)) fiirt >to, y(te) = yo (2.6)
mit
ft,y) = g(t)h(y).

Die Trennung der Verénderlichen und Integration ergibt dann
To) - - [ 2= [ a0
H(y(t —Hy0:/ —:/gsds,
uito) M(2) Sy

d.h. die Losung y(t) des Anfangswertproblems (2.6) ist implizit gegeben als Losung der
Gleichung

t
Hiu(t) = H) + [ g(s)ds. 2.7
to
Insbesondere fiir
hy) = —y
ist (2.6) eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung,
y(t)+g)yt) = 0 firt>ty, ylto) = yo. (2.8)

Nach (2.7) ist die Losung des Anfangswertproblems (2.8) implizit gegeben als Losung von
t
mmmsz—/ﬂm&
to

Somit ist

t
o) = wesp (- [ g(s)as) (29)
to
Beispiel 2.2 Fiir die Losung des Anfangswertproblems

y'(t) +yt) =0 firt>ty, y(te) =wo

ergibt sich

y(t) = yo .

Der in der Differentialgleichung (2.8) auftretende Differentialoperator
Lly)(t) == y'(t) + g()y()

ist linear, d.h. es gilt

Liyy +ol(t) = () + (0] + g(t)[yi(t) + ya(t)]
yi(t) + g()yr(t) +y5(t) + g(t)ya(t) = Liya](t) + Llya] ().
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Damit kann die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung

y'(t) +g(t)y(t) = f(1) (2.10)
beschrieben werden durch den Ansatz
y(t) = ya(t) + yp(t).
Dabei ist y;, eine allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
yn(t) + g(t)yn(t) =0,
und y, ist eine beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung
Yp(t) + g(t)yp(t) = f(1).

Je nach Gestalt der gegebenen Funktionen f(¢) und ¢(t) kann eine partikuldre Losung
durch einen entsprechenden Ansatz zum Beispiel durch Polynome oder trigonometrische
Funktionen bestimmt werden.

Beispiel 2.3 Fiir die Differentialgleichung
y'(t) +y(t) =sint
fiihrt der Ansatz
y(t) = Asint + Bcost, 3 (t) = Acost — Bsint

auf
y'(t)+yt) = (A+ B)cost + (A — B)sint = sint.

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
A+B=0, A-—B=1,

d.h. . |
A== B=—-,
2 2
und somit folgt die partikuldre Lisung
Ir.
yp(t) = 5 [smt - cost},
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
yn(t) +yn(t) =0
ist durch
yn(t)=Ce™", CeR,

gegeben, und somit folgt fir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
1
y(t)=Ce " + 5 [sint - cost},

wobei sich die Konstante C aus der Anfangsbedingung y(to) = yo bestimmen laft.
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Alternativ kann eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch eine
Variation der Konstanten bestimmt werden. Sei y;, eine bekannte Losung der homogenen
Differentialgleichung. Dann fithrt der Ansatz

mit
Yp(t) + g(O)yp(t) = C"(Wyn(t) + COya(t) + g)yn(t)] = C'(L)yn(t)
auf die elementar zu losende Differentialgleichung
C'(Oyn(t) = (1) . (2.11)
Beispiel 2.4 Fir die Differentialgleichung
y/(8) + y(t) = sint
ist die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung
yn(t) +yn(t) =0

durch
yn(t) = Ce™

gegeben. Fiir die Bestimmung einer partikuldren Lésung fiihrt der Ansatz

auf die Differentialgleichung
C'(t)e™t = sint.

Durch zweimalige partielle Integration folgt
cit) = /et sin t dt
= etsint—/etcostdt
= etsint—etcost—/etsintdt

und somit

1
C(t) = /et sintdt = §et[sint — cost],

d.h.

yp(t) = C(t)e ™" = [Sint — cos t].

DO | —
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Im folgenden betrachten wir Differentialgleichungen, welche sich durch geeignete Transfor-
mationen auf die bereits behandelten Félle zuriickfiihren lassen.
Die nichtlineare Bernoullische Differentialgleichung

y'(t) +9(@)y(t) + h(D)[y(@)]" = 0 (2.12)

kann fiir o # 1 durch die Transformation

in die lineare Differentialgleichung

1
11—«

u'(t) + g(t)u(t) + h(t) = 0
iiberfithrt werden. Die allgemeine Losung der Riccatischen Differentialgleichung

Y1) +gy(t) + h(t)y(®)]* = f() (2.13)

kann durch Kenntnis einer partikuldren Losung vy, durch den Ansatz
y(t) = 2(t) +yp(t),  y,(t) + g()yp(t) + h(B)[yp(D)]* = f(2)
auf eine Bernoullische Differentialgleichung der Form
2'(t) + [g(t) + 2h(t)y, (1)]2(t) + R(t)[z(1)]* = 0

zuriickgefiihrt werden.
Als homogene Differentialgleichungen werden Differentialgleichungen der Gestalt

y'(t) = f (M) (2.14)

t

bezeichnet. Mit den Transformationen

y(t) =tu(t), o' (t)=ult)+tu'(t)
ergibt sich aus (2.14) die Differentialgleichung
t)) —ul(t
vy L) =)
t
welche durch Trennung der Verdnderlichen gelost werden kann.

Abschlielend betrachten wir noch lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung der
Form

y'(t) + )y (t) + q(t)y(t) = f(t). (2.15)

Die allgemeine Losung ist gegeben durch

y(t) = yn(t) + yp(t),
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dabei ist y, wieder eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung, und yy,
ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

yn () + p(t)y,(t) + q(t)yn(t) = 0.

In Abhéngigkeit der gegebenen Funktionen p(t) und ¢(t) kann die allgemeine Losung yy(t)
der homogenen Differentialgleichung durch einen geeigneten Ansatz bestimmt werden.

Beispiel 2.5 Fiir die Differentialgleichung
u” () + o*u(z) = 0

fiihrt der Ansatz

u(z) = e

durch Einsetzen auf
MM pa?er =0, M+a? =0 \=+ai.
Die allgemeine Lisung ist dann gegeben durch

up(r) = €™ + e ™ = | cosax + isin ozx] + ¢o [cos ax — 1 sin ozx]

= [e1+ o) cosax + i[e; — o] sinax = Acosaxr + Bsinax
mit
A=ci+c, B=ile; —co.
Beispiel 2.6 Fiir die Differentialgleichung
2?0 () + 2u'(z) = au(r)
mit a > 0 fiihrt der Ansatz
u@) =28, (@)= B, u(a) = B — 1)

durch Einsetzen auf
B(B — 1):cﬁ + B2’ = ax®, B =a.

Die allgemeine Liosung ist dann gegeben durch

u(z) = @V + cpr Ve
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Abbildung 2.1: Richtungsfeld der Differentialgleichung y'(t) = y(t) + ¢.

2.2 Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung

Betrachtet wird das Anfangswertproblem (1.6) einer explizit gegebenen Differentialglei-
chung erster Ordnung,

y'(t) = f(t,y(t)) fiirt >to, y(to) = vo- (2.16)

Durch die Differentialgleichung (2.16) wird jedem Punkt (¢,y) durch die Funktion f(¢,y)
der Anstieg der Losung y(t) in ¢ zugeordnet. Der Verlauf der allgemeinen Losung kann also
durch das Richtungsfeld (1, f(t,y)) graphisch veranschaulicht werden, siche Abbildung 2.1.
Die Integration der Differentialgleichung (2.16) ergibt

fy@@=1}@MW¢

und unter Verwendung der Anfangsbedingung y(to) = yo folgt

= yo+/ f(s,y(s (2.17)

Die Losung y(t) des Anfangswertproblems (2.16) geniigt also der Integralgleichung (2.17),
welche als Fixpunktgleichung

y(t) = @[y)() (2.18)
interpretiert werden kann. Dabei ist

Mww:%+[f@mw@

Die Fixpunktgleichung (2.18) und somit auch die Integralgleichung (2.17) kann durch die
Methode der sukzessiven Approximation

Yot (t) = @yd(t) fark=0,1,2,... wo(t) =y (2.19)
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gelost werden. Im Fall der Integralgleichung (2.17) fiihrt dies auf das Verfahren von Picard—
Lindelof,

t
Yer1(t) == yo + / f(s,ye(s))ds furk=0,1,2,..., yo(t) := yo. (2.20)
to

Hinreichend fiir die Konvergenz der Methode der sukzessiven Approximation (2.19) ist die
Kontraktionseigenschaft
[Plu] = ]| < gllu—] (2.21)

fiir alle Funktionen u(-) und v(-) mit einer positiven Konstanten ¢ < 1. Dabei bezeichnet
| - || eine geeignet gewéhlte Norm im Raum der stetigen Funktionen, siehe zum Beispiel
[10, Satz 7.86]. Hinreichend fiir den Nachweis der Kontraktionseigenschaft (2.21) ist die
Voraussetzung der Lipschitz—Stetigkeit der Funktion f(¢,y), d.h.

|f(ty) = f(ty)l < Ly —yo| firallet €[to,T];  y1,y2 €R. (2:22)
Beispiel 2.7 Fir das Anfangswertproblem
y'(t) =t+y(t) firt>0, y(0)=0,
ist f(t,y) =t+y und wegen
[f (1) = Gyl = [+ 1) = (E+12)| = v — el

folgt die Lipschitz—Stetigkeit (2.22) mit L = 1. Fir die Iterationsvorschrift des Verfahrens
von Picard-Lindeldf (2.20) ergibt sich

t 1 t
yO(t) = 07 yk+1(t) = / [8 + yk(s)] ds = §t2 + / yk(s) ds f’U/f’ k= 07 17 27 B
0 0

und somat 1 1 1 1 1 ]
t) = =t* t)y=-t*+=t° t) =t + =t + —t".
Durch vollstindige Induktion folgt
k+1
1 1 1 1.
t) = >+ P+t =y
() = U+ + -+ ;j!

Fiir den Grenziibergang k — oo ergibt sich

k+1 00 1

iy iy iy R ot
y(t) = lim yy(t) = lim zﬂ't Z it Z Hot—l=e =t -1,
Jj=

und somit lautet die Losung des Anfangswertpmblems
y(t)=¢e" —t—1.
Zur Probe ist
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2.3 Einschrittverfahren

Zur ndherungsweisen Losung des Anfangswertproblems (2.16) sollen nun numerische Ver-
fahren hergeleitet und analysiert werden. Insbesondere zu bestimmen ist die Losung y(7')
zu einem Zeitpunkt ¢t =T

Fiir n € N seien durch

T —1
n

ty, =to+kh firk=0,....n, h=

n+ 1 gleichméssig verteilte Stiitzstellen ¢, mit einer konstanten Schrittweite h gegeben. Es
ist zu bemerken, dafl alle in der Folge beschriebenen Verfahren auch auf nicht gleichméssig
verteilte Stiitzstellen iibertragen werden konnen.

Die Integration der Differentialgleichung v'(t) = f(¢,y(t)) fir t € (g, txs1) ergibt

viteer) = (e + [ ) . (2.23)

tg

Die Herleitung numerischer Ndherungsverfahren zur Losung des Anfangswertproblems
(2.16) beruht nun auf der Verwendung geeigneter numerischer Approximationen des In-
tegrals in (2.23). Mit der linksseitigen Reckteckregel

/ g(t)dt = (b—a)g(a) (2.24)

folgt aus (2.23)
Urer = y(te) + h f(tr, y (), (2.25)

wobei die numerische Approximation des Integrals eine Approximation ¥y von y(tgi1)
ergibt. Werden nun fiir £ > 1 die unbekannten Losungswerte y(t;) durch bereits berechnete
Néherungswerte y;. ersetzt, so ergibt sich das vorwértige Eulersche Polygonzugverfahren

Ypt1 = Y +h f(tg,yr) firk=0,...,n—1. (2.26)

Da aus der Kenntnis der vorherigen Néherungslosung y; die neue Néherungslosung yxi1
allein durch Auswertung der rechten Seite in (2.26) gewonnen werden kann, liegt mit der
Rekursionsvorschrift (2.26) ein explizites Verfahren vor.

Fiir die Abschétzung des Fehlers

eri1 = [Y(ter1) = Yrs1 (2.27)
ist mit der Dreiecksungleichung zunéchst
err1 = [Y(the1) = Ukar + Ukt — Y| < [YErr1) = Ura] + [Yr1 — Ynaa ! (2.28)

Der erste Summand |y(t41) — Urr1| spiegelt dabei den Integrationsfehler beim Ubergang
von (2.23) zu (2.25) wieder; der zweite Summand |yx41 — ygs1| beschreibt den Fehler
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durch Ersetzen der Eingangsdaten, d.h. den Ubergang von (2.25) zu (2.26). Dies ent-
spricht der Stabilitdat des numerischen Verfahrens. Beide Summanden werden im folgenden
abgeschétzt.

Sei die Losung y(t) des Anfangswertproblems (2.16) wenigstens zweimal stetig dif-
ferenzierbar. Dann ergibt eine Taylorentwicklung der Losung y(tx.1) in Bezug auf den
Entwicklungspunkt ¢; die Darstellung

1
y(tesn) = y(te) + by (b) + 507" (%)
mit einer geeigneten Zwischenwertstelle & € (g, tg11). Mit

y'(te) = f(tr, y(te))
und (2.25) folgt daraus

Y(trr) = y(tr) +hf(te, y(te)) + %hQ?/"(Sk) = Uk + %hZ?/"(Sk)-

Fiir die Abschétzung des ersten Summanden |y(tx4+1) — Yk+1| gilt somit

- 1
1Y (trs1) = Unta| = = h? |y//(fk)‘ < B’ ek (2.29)
2
mit der Konstanten
ek = = max |y/'(0)
K 2 te(to,T) )

Zur Abschétzung des zweiten Summanden |ggy1 — ygi1| folgt aus (2.25) und (2.26) und
mit der Lipschitz—Stetigkeit (2.22) der Funktion f(t,v)
k1 — Ykl = |[y(te) + 1f (e, y(e))] — [y + WS (L, yi)]

ly(te) — yi| + R f (tr, y(tr) — f(ts n)|

< ly(te) =yl + AL |y(tr) — vl

IA

Damit ergibt sich aus (2.28) die rekursive Fehlerabschitzung
exs1 < hPck + (1 + hL)ey,
mit dem Anfangsfehler
eo = |y(to) —yo| = 0.
Durch vollsténdige Induktion ergibt sich dann

k
erp1 < cch® Y (L+Lh)" firk=1,...,n—1.
=0
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Mit

k
1+hL)kt —1 1
1 th:( < (14 hL)Ft!
;<+ ) o < o7 (L+hl)

folgt
i1 < %K h(1+hL).

Insbesondere fiir £ +1 = n ist

T— n
|y<T>—yn|gC—Kh(1+ tOL) |

L n

Mit der Abschétzung, siehe zum Beispiel [8, Definition 30],
1\" )
(1+—) <e firz>0
x

ergibt sich schliefSlich die folgende Fehlerabschéatzung.

Satz 2.1 Sei y(t) in [to,T| die zweimal stetig differenzierbare Lésung des Anfangswert-

problems
y'(t) = f(tyt) firt>to, y(to) =yo
mat
1

!
- = )] .
e = 5 max 1" (1)

Weiterhin sei f(t,y) Lipschitz—stetig in y, d.h. es gelte
|f(ty) = f(ty)l < Ly —wo|  fir allet € [to, T}, y1,y2 € R.
Fiir die Ndherungslosung vy, des expliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens
Yet1 = Yp +h f(teyp) firk=0,...,n—1

mit der Schrittweite h = (T — to)/n und den Stitzstellen ty, =ty + kh fir k =0,1,...,n
qilt die Fehlerabschdtzung

~

ck L' =10 pir—y)
hiid . 2.30
T . © (2.30)

[y(T) — yn| <

Wegen (2.30) besitzt das explizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) ein lineares Kon-
vergenzverhalten, d.h. eine Verdoppelung von n bewirkt eine Halbierung des Fehlers.

Beispiel 2.8 Betrachtet wird das Anfangswertproblem

y'(t)=t+yt) firtel0,1], y(0)=0
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mit der Lésung

y(t) = e —t—1, y@t) =€ -1, y'(t) = €.
Dann st 1 1

_t npy = = | _ E.
e = 5 max |y'(t)] = 5 maxle| = 3

Fir f(t,y) = t 4+ y gilt die Lipschitz—Stetigkeit (2.22) mit L = 1. Fir das Eulersche
Polygonzugverfahren (2.26) mit der Schrittweite h = 1/n gilt dann die Fehlerabschitzung
(2.30) in der Form

62

) —y,| < <.

y(L) =yl = 5

Fiir verschiedene Diskretisierungenn = 27, j = 2,...,7 werden in Tabelle 2.1 die tatséichli-
chen Fehler |y(1) —y,| mit der Fehlerabschitzung e?/(2n) verglichen. Es zeigt sich, daf$ der

tatsdchliche Fehler durch die Fehlerabschdtzung um den Faktor 10 diberschdtzt wird.

n Yo | €/2n) | [y(1) — yn|
4 0801758 | 9.24 1| 8.35 2
8 | 0.761508 | 4.62 -1 | 4.32 -2
16 | 0.740299 | 2.31 -1 | 2.20 -2
32 | 0.729396 | 1.15 -1 | 1.11 -2
64 | 0.723866 | 5.77 -2 | 5.58 -3
128 | 0.721081 | 2.89 2 | 2.80 -3

Tabelle 2.1: Fehler des expliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens.

Im Gegensatz zur linksseitigen Rechteckregel (2.24) fithrt die Verwendung der rechtsseitigen
Rechteckregel

/ g(t)dt = (b—a)g(b) (2.31)

auf
Urr1 = Y(te) + b f (g1, y(tes)) (2.32)

und in der Folge auf das implizite Eulersche Polygonzugverfahren
Y1 = Yk + A f(tks1, ypy) firk=0,1,...,n— 1. (2.33)
Beispiel 2.9 Fir das Anfangswertproblem
y'(t)=t+y(t) firtel0,1], y(0)=0
lautet die Rekursionsvorschrift des impliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens (2.33)

y(]:Oa yk+1:yk+h<tk+l+yk+l) furk:ovluan_l
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Insbesondere ergibt sich die neue Ndherungslosung yr.1 aus

ht
ymz%}fﬂ firk=0,1,...,n— 1.

Daber ist h < 1 vorauszusetzen. In Tabelle 2.2 ist ein Vergleich des Fehlers des impliziten
Verfahrens mit dem Fehler des expliziten Verfahrens angegeben.

explizit implizit
4 | 0.801758 8.35 2 1.160494 | 4.42 -1
8 |10.761508 | 4.32 -2 0.910285 1.92 -1
16 | 0.740299 2.20 2 0.808404 9.01 2
32 | 0.729396 1.11 -2 0.762009 4.37 -2
64 | 0.723866 5.8 -3 0.739827 | 2.15 -2
128 | 0.721081 2.80 -3 0.728977 1.07 -2

Tabelle 2.2: Vergleich der expliziten und impliziten Eulerschen Polygonzugverfahren.

Anders als bei der in Beispiel 2.9 betrachteten Funktion f(t,y) = t 4y erfordert das impli-
zite Eulersche Polygonzugverfahren (2.33) meist das Losen einer nichtlinearen Gleichung,
d.h. (2.33) ist dquivalent zur Bestimmung der Nullstelle y;,; von

IWer1) = Yerr — Yk — A (L1, Yea) = 0. (2.34)

Die nichtlineare Gleichung (2.34) kann zum Beispiel durch ein Newton—Verfahren gelost
werden,

g (y/ic--i-l)
9' Whs1)
Als Startnéherung y;,, des Newton—Verfahrens (2.35) kann beispielsweise die durch das
explizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) konstruierte Néherungslosung verwendet
werden.

Neben den Rechteckregeln (2.24) und (2.31) kann fiir die Auswertung des Integrals in
(2.23) auch die Trapezregel

+1 7
Yer1 = Yk —

fiiri = 0,1,2,.... (2.35)

b
[ st ~ 50~ alo(@ + g(o) (2.36)

verwendet werden. Dies fithrt auf

it = vo b b y(t) + Ftar,ylten) (2:37)
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und somit auf das implizite Verfahren

1
Yk+1 = Yk + éh[f(tkayk) + f(ths1, Yngr)] firk=0,1,...,n -1 (2.38)

Ersetzt man in der rechten Seite von (2.38) den unbekannten Losungswert yy; durch den
durch das explizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) berechneten Néherungswert, so
erhélt man mit

1
Yk+1 = Yk + éh[f@ka Ur) + [t ye + hf (te,ye))] firk=0,1,...,n -1 (2.39)

ein explizites Verfahren, das Heunsche Verfahren.
Die allgemeine Form von expliziten Einschrittverfahren ist gegeben durch

Y1 = yk+h®(tk,yk,h) fl’irkzO,l,...,n— 1. (240)
Fiir das Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) ist

(I)Euler<t7 y7 h’) = f<t7 y)7

und fiir das Heunsche Verfahren (2.39) ist

PHeun(t, 4, h) = S[f(ty) + fE+hy+hfty))].

N | —

Die allgemeine Darstellung (2.40) eines expliziten Einschrittverfahrens ist dquivalent zu

Dies motiviert die folgende Definition.
Definition 2.1 FEin numerisches Niherungsverfahren
Ypr1 = Yk + B @(te, yx, h) firk=0,1,2,...
zur Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = f(t,y@t) firt>to, y(to) =yo
heifst konsistent von der Ordnung p, falls

Y(tey1) — y(ty)
h

— Dt y(th), h)| < exc B (2.41)

mit einer positiven Konstanten cg gilt.
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Beispiel 2.10 Fir das explizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) folgt aus der Feh-
lerabschdtzung (2.29)

y(tk+1)h— y(ts) fltry(te))| < % Jnax ly" ()] h (2.42)

und somit die Konsistenzordnung p = 1.

Fiir ein konsistentes Néherungsverfahren kann unter Ausnutzung der Lipschitz—Stetigkeit
der Funktion ®(¢,y, h) eine Fehlerabschidtzung analog zum Spezialfall des expliziten Euler-
schen Polygonzugverfahrens hergeleitet werden.

Satz 2.2 Fir die Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = ft,y(t)) firte€[to,T], ylto) =yo
sei ein explizites Naherungsverfahren
T —ty
n

yk+1:yk+h®(tkaykah) ﬁirkzO,...,n—l, h:

gegeben, fiir welches die Konsistenzfehlerabschdtzung

y(tri1) — y(tr)
h

gilt. Weiterhin sei ®(t,y, h) beziglich y Lipschitz—stetig, d.h. es gilt
|D(t,y1,h) — P(t,yo, h)| < cplyr —yo| fiir allet > ty, y1,y2 € R. (2.43)

Dann gilt die Fehlerabschdtzung
Y(T) =yl < L eer@t0) g (2.44)
cr

Fiir ein konsistentes Naherungsverfahren folgt aus der Stabilitdt des Verfahrens auch die
Konvergenz der Naherungslosungen, wobei die Konvergenzordnung mit der Konsistenz-
ordnung iibereinstimmt. Die Fehlerabschitzung (2.30) des expliziten Eulerschen Polygon-
zugverfahrens (2.26) ist offenbar ein Spezialfall der Fehlerabschatzung (2.44).

Die Lipschitz—Stetigkeit von ®(t,y, h) folgt meist aus der Lipschitz—Stetigkeit der Funk-
tion f(¢,y). Fiir das Heunsche Verfahren (2.39) ist beispielsweise

|(I)H€U.D(t7 Y1, h) - (I)Heun<ta Yo, h)‘

= [SU7(Emn) + 7+ By BT )] = 5 [F() + -+ oy + B 32)]

— O(t, y(te), h)| < cx h”

2
< U)o + 5 L+ g+ BF( )~ 10+ D+ S )
< Sl =l + 5 L N+ b)) = (o2 + B (1, )

1 1 1
< §L|y1_yQ‘+§L|y1_y2‘+§[’h|f<t7yl>>_f<t7y2)|

1
SLIyl—yz|+§L2h|y1—yz|,
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und somit gilt (2.43) mit
1
Cr, = L —+ 5 L2 h .
Die Abschitzung des Konsistenzfehlers (2.42) der Ordnung p = 1 des Eulerschen Polygon-
zugverfahrens beruhte auf einer Taylor—Entwicklung der Losung y(¢) mit einem Restglied
2. Ordnung. Zur Herleitung von Ndherungsverfahren héherer Konsistenzordnung kann man

eine Taylor-Entwicklung hoherer Ordnung betrachten. Mit

y'(t) = f(t y(t)

ist mit der Kettenregel

Yltes)) = ylt) + by () + Sh2y" () + Shy"(€)

2 6
= y(tr) + hf(te, y(te)) + %}ﬂ%f(t’y(t)) + %hBZJ/I/(fk)

[t=t

= () e (s (8) 50 U0 (0) + 00000 T (0] + 5 (60)

mit einer Zwischenwertstelle & € (¢, tyy1). Fir

Bty ) = [(t0) + Sh1ilt.0) + fyl0)f(6v) (2.45)

gilt dann die Konsistenzfehlerabschétzung (2.41) mit p = 2 und

1 "
— = )] .
CK m?ﬁ%ﬂy (t)]

Um die Auswertung der partiellen Ableitungen f;(¢,y) und f,(¢, y) zu vermeiden, betrachtet
man den Ansatz

(I)<t7y7 h’) = a1f<t7 y) +a2f(t—|—oz,y+6) (246>

mit noch zu bestimmenden Parametern aq, as, , 8. Die Anwendung der Taylor—Formel in
zwei Verdnderlichen ergibt zunéchst

f(t+&7y+6> = f<t7y> _'_(Xft(tvy) +ﬁfy<t7y) + R2(f)

mit dem Restglied

R2(f) = % [a2ftt(t£7y£> + Q(Xﬁfty(t&yﬁ) + 62fyy(t£7y§>}

und geeigneten Zwischenwertstellen

te=t+&x, ye=y+&6, £€(0,1).
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Durch Gleichsetzen von (2.45) und (2.46) folgt dann

Bty k) = Fty)+ LAY + (6 0)f(0)
arf(t,y) +asf(t+ o,y + B)
= (a1 +a2)f(t,y) + axafi(t,y) + azBfy(t,y) + azRa(f)

und durch Koeflizientenvergleich ergibt sich
1 1
a; +as =1, aga:§h, asff = §hf(t,y).

Zur Bestimmung der vier Parameter aq, as, o, 8 sind nur drei Gleichungen gegeben, deshalb
kann die Losung nicht eindeutig sein. Vielmehr kénnen durch eine geschickte Wahl der
Parameter verschiedene Verfahren hergeleitet werden. Insbesondere fiir

1

a1=a2=§, a=h, 5:hf(t>?/)

ergibt sich mit

Bt,y.h) = 5 1F(9) + F(t+ by + hf(Ey)] +O()

die Vorschrift des Heunschen Verfahrens (2.39) mit der Konsistenzordnung p = 2. Das
Heunsche Verfahren ist ein Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung mit der Bildungsvorschrift

Kl = f(tknyk)a
K2 = f(tk+h7yk+hK1)7

Yes1 = yk+-%hUG—%B&L (2.47)
Entsprechend ist durch
Ki = [tk ),
Ky = f(te+ %h, Yk + %h-’ﬁ),

1 1
K3 = f(tk+§h7yk+ 5hK2>7
K4 = f(tk + ha Yk + hK3)7
1

ein Runge—Kutta Verfahren 4. Ordnung gegeben.

Beispiel 2.11 Fiir einen Vergleich der behandelten Einschrittverfahren wird wieder das
Anfangswertproblem

y'(t) = y(t) +t firt €[0,1], y(0) =0
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mit der Lésung

y(t) = e —t—1
betrachtet. Fir das FEulersche Polygonzugverfahren (2.26), fir das Heunsche Verfahren
(2.39), sowie fiir das Runge-Kutta Verfahren (2.48) werden in Tabelle 2.3 die Niherungs-

losungen y, und die Fehler |y(1) — y,| fiir verschiedene Diskretisierungsparameter n ange-
geben.

Eulersches Verfahren | Heunsches Verfahren | Runge-Kutta Verfahren

n Yn [y(1) — ynl Yn [y(1) — ynl Yn [y(1) — ynl
4 1 0.801758 8.35 -2 0.694856 2.34 2 0.718209939 7.19 -5
8 || 0.761508 4.32 -2 0.711841 6.44 -3 0.718276844 | 4.98 —6
16 || 0.740299 2.20 -2 0.716594 1.69 -3 0.718281500 3.28 -7
32 || 0.729396 1.11 -2 0.717850 4.32 4 0.718281807 2.11 -8
64 || 0.723866 5.58 -3 0.718173 1.09 4 0.718281827 1.33 -9
128 || 0.721081 2.80 -3 0.718254 2.75 -5 0.718281828 | 7.59 —11

Tabelle 2.3: Numerischer Vergleich von expliziten Einschrittverfahren.

2.4 A-Stabilitit

Zu diskutieren bleibt der Unterschied zwischen expliziten und impliziten Verfahren am
Beispiel des Eulerschen Polygonzugverfahrens.

Beispiel 2.12 Betrachtet wird das Anfangswertproblem

y'(t) = —100y(t) firt € [0,1], y(0) = 1

mit der Losung
y(t) = e y(1) = e~ 3721074,

Die Iterationsvorschrift des expliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens (2.26) lautet

Yer1 = Y — 100 hyk, yo =0,

die Iterationsvorschrift des impliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens (2.33) lautet

Yk
1+ 100h

Die in Tabelle (2.4) angegebenen Ldosungswerte y,, des impliziten Eulerschen Polgonzug-
verfahres (2.33) belegen das Abklingverhalten der Losung y(t) = e~ %% fiir alle Diskretisie-
rungsparameter n. Im Gegensatz dazu liefert das explizite Fulersche Polygonzugverfahren
(2.26) fir n < 32 eine Niherungslosung y,, welche gegen unendlich strebt, erst fiir n = 64
und eine somit hinreichend kleine Maschenweite h zeigt die Ndherungslosung y, das rich-
tige Abklingverhalten.

Yky1 = firk=0,...,.n—1, yo = 1.
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explizit implizit

n Yn Yn

4 | 332-10° | 2.19-10°6
8 | 3.06-10% | 9.06-10"1°
16 | 3.33-10' | 1.72-107™
32| 2.99-10 |2.03-10"20
64 | 1.02-10716 | 7.01- 10727

Tabelle 2.4: Stabilitdt der Eulerschen Polygonzugverfahren.

Dieses Beispiel motiviert die folgende Definition der A-Stabilitét.

Definition 2.2 Fin numerisches Verfahren heifst A—stabil, wenn die durch das Verfahren
erzeugten Naiherungslosungen des Anfangswertproblems

y'(t) = Ay(t) firt >to, y(to) = yo, AEC, ReA<0
beschrinkt sind. Insbesondere geben die Niherungslosungen das asymptotische Verhalten
der Lésung

TORET

wieder.
Fiir Einschrittverfahren der allgemeinen Form
Yke1 = Yk + A O (tg, yp, h) firk=0,1,2,...
ergibt sich fiir f(¢,y) = Ay eine Rekursionsvorschrift der Form
Yk = ROR)ye = [R(AR)]yq

mit einer Stabilitdtsfunktion R(z), z = Ah. Dann ist die A-Stabilitdt dquivalent zu der

Forderung
|R(z)] < 1 fiiralleze CmitRez<0.

Beispiel 2.13 Fir das explizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.26) und f(t,y) = Ay

18t
Y1 = Yk FRf(te,yn) = ye + Ay = (1 + A\ )y

Damat ist die zugehérige Stabilitdtsfunktion
R(z) =14z
und die A-Stabilitit des expliziten Eulerschen Polygonzugverfahrens folgt fiir

1+ Ah| < 1.
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Insbesondere fiir A = —100, siehe Beispiel 2.12, ergibt sich daraus die Forderung

1

h < —.
— 50

In Beispiel 2.12 ist diese Bedingung erst fiir n = 64 erfillt.

Beispiel 2.14 Fir das implizite Eulersche Polygonzugverfahren (2.33) und f(t,y) = Ay
151

Yer1 = Yk + hf<tk+17 yk+1) = Y + hAYr 1

und somit )

Yk+1 = 1_h>\yk-

Damit ist die zugehdrige Stabilitatsfunktion

und es gilt
|R(z)| <1 firzeCmitRez<0.

Das implizite Fulersche Polygonzugverfahren ist daher unabhdngig von der Maschenweite
h A-stabil, siehe hierzu auch Beispiel 2.12.

2.5 Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System von m explizit gegebenen gewohnlichen Differentialgleichungen
zur Bestimmung von m unbekannten Funktionen (%), ..., yn(t), so dafl

y;@) = fj(tv y1<t>7 s 7ym<t>> firt > to, yj<t0> = Y0,5, (249>

fiir alle 7 =1, ..., m erfiillt ist. Die Differentialgleichungen sind linear, falls gilt

Yi(t) = an(Oy(t) + - + ajm(t)ym(t) + g;(t),

d.h. wir betrachten ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen

y'(t) = Al)y(t) +g(t),  A(t) = (ai(t);;_, -

Fiir konstante Koeffizienten aj; und g;(¢) = 0 erhalten wir das homogene System

y'(t) = Ay(t) fiwt>to, ylto) = y,- (2.50)

Mit dem Losungsansatz
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ergibt sich durch Einsetzen
gl(t) _ )\eAtQ — A(e)‘ty) — eAtAQ

und somit folgt
Av = Ay,

d.h. X ist ein Eigenwert von A € R™*"™ mit dem zugehorigen Eigenvektor v. Fiir m paar-
weise verschiedene Eigenwerte )\, und zueinander orthogonale Eigenvektoren v, ergibt sich
dann als Losung des Anfangswertproblems (2.50)

y(t) = > ey, (2.51)
/=1

wenn die Anfangsdaten durch
vy = Do
=1

gegeben sind. Im Fall mehrfacher Eigenwerte ist der Losungsansatz gegebenenfalls ent-
sprechend zu modifizieren. Die Losung (2.51) ist beschriankt fiir ¢ — oo, wenn fiir alle
Koeffizienten oy mit ap # 0 gilt

Re )\g S 0.

Beispiel 2.15 Betrachtet wird das Anfangswertproblem

() =w2(t), () =w(t) firt>0, 3(0) =1, 22(0) =0,

0-(56) w=(3) 4= (33)

Zur Berechnung der Eigenwerte der Matriz A ist

d.h.

-2 1

0 = det(A—\I) = det< Y

) =AM -1=A=-1DA+1)

und somit
M=1 A=-—1.

Fiir die zugehorigen Eigenvektoren folgt

a (1) e (1)

und fiir den Vektor der Anfangsdaten folgt

y0=(5)=%[(1)+<_11)] = 2l o).
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Somit ist !
y(t) = 3 {et( } ) +€t< —11 )]
e u(t) = % e e, yalt) = % e =]

Fiir die Herleitung eines numerischen Verfahrens zur ndherungsweisen Losung des An-
fangswertproblems (2.50) betrachten wir analog zur Herleitung des vorwértigen Eulerschen
Polygonzugverfahrens (2.26) eine Approximation der Ableitung durch den vorwértigen Dif-
ferenzenquotienten,

1
7 @kﬂ—gk] = Agk fuirk=0,1,...,n—1.
Dabei beschreibt y* eine Approximation der Losung y(t;). Damit ergibt sich die Rekursi-

onsvorschrift

Die Entwicklung des Anfangsvektors y nach den Eigenvektoren von A liefert

m
Yy, = >y,
(=1

0

und somit folgt

Y= (14 ), (2.52)
(=1

Wir betrachten jetzt den Fall Re A\, < 0 fiir oy # 0, d.h. die Losung (2.51) ist beschréankt
fiir t — oo. Fiir die Beschranktheit der Naherungslosung (2.52) ist an die Maschenweite h
die Bedingung

[14+hX\| <1 furalled=1,...,m

zu stellen. In diesem Fall heifit das Verfahren bedingt A-stabil.

Beispiel 2.16 Wir betrachten das Anfangswertproblem

yi(t) = 99y2(t) — 101y1(t),  ws(t) = 99y1(t) — 101ya(t), 11(0) =1, 32(0) =0

0-312()-m ()]

Der zweite Summand klingt stark ab, dominierend ist der erste Summand. Fir die A-
Stabilitit zu fordern ist aber

mit der Lésung

‘1 + h)\g‘ S 1 f’LLT )\1 = —2, )\2 = —200,
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d.h. die fiir die bedingte A-Stabilitdt notwendige Schrittweite
1

< _

— 100

wird durch den betragsmdfsig grofiten Eigenwert Ay bestimmt, dessen Ldsungsanteil aber
einen vernachldssigbaren Anteil beschreibt. Solche Systeme heiffen steif.

h

2.6 Mehrschrittverfahren

Die Herleitung von Einschrittverfahren, zum Beispiel des Eulerschen Polygonzugverfahrens,
zur naherungsweisen Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = f(t,y(t) firt>to, y(to) = wo

basiert einerseits auf der numerischen Integration von

tet1

) = wt) + [ FEy(O)de ~ yl) + b (b0,
12

andererseits kann dieses auch durch eine Approximation der Ableitung durch Differenzen-

quotienten,

y(tk+1)h— yte) [t y(te)),

begriindet werden. In beiden Féllen ergibt sich das Eulersche Polygonzugverfahren

Y (te) =

Y1 = Ye + 0 f(tr, Yr).-

Bei Einschrittverfahren erfolgt die Berechnung der Naherungslosung yxy1 in ¢54; also nur
aus der Kenntnis der Losung yy in t;. Werden hingegen mehrere Paare (,,y,) zur Berech-
nung von .1 verwendet, so fithrt dies auf Mehrschrittverfahren. Analog zu Einschrittver-
fahren konnen diese sowohl durch eine Approximiation des Differenzenquotienten als auch
durch eine numerische Integration hergeleitet werden. Hier sollen vor allem Zweischritt-
verfahren behandelt werden, auf eine Diskussion allgemeiner Mehrschrittverfahren soll an
dieser Stelle verzichtet werden.
Wihrend die Verwendung des vorwértigen Differenzenquotienten

, o y(tesr) — y(te)
y'(tr) =~ .

auf das explizite Eulersche Polygonzugverfahren

Yk+1 = Ye + R f(tr, yx)

fiithrt, so folgt aus dem riickwéartigen Differenzenquotienten

J(tenr) ~ y(tzm)h— y(te)
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das implizite Eulersche Polygonzugverfahren
Yer1r = Yk + 1 [ttt Yrr) -
Wird hingegen der zentrale Differenzenquotient

Y(teyr) — y(tr1)
2h

y'(tk) ~
verwendet, so ergibt sich mit dem modifizierten Fulerschen Verfahren

Yk+1 = Yr—1 + 2D f (L, yr) (2.53)

ein erstes Zweischrittverfahren. Dieses entspricht der numerischen Integration von

Y(thsr) = ylteo) + / T (y(®) dt ~ yltes) + 2 (b ()

th—1

durch die Mittelpunktregel. Neben der durch die Anfangsbedingung y(to) = yo gegebenen
Startndherung mufl die Ndherung y; durch ein geeignetes Einschrittverfahren bestimmt
werden.

Die Approximation der Ableitung y'(¢) durch Konvexkombinationen des vorwirtigen
und riickwartigen Differenzenquotienten liefert

ay<tk+1) —y(tr)
h

a)y(tk) —y(te1)
h

fiir beliebige Parameter a € R. Fiir a = 3/2 ergibt sich zum Beispiel

Y (te) ~ +(1-

3Uk+1 = 4yr — yk—1 + 2h f(t, yx),

wéhrend fir o = —1/2
Yk+1 = 4ye — 3yk—1 — 2 h f(tr, yi)
folgt.

Beispiel 2.17 Fir die ndherungsweise Losung des Anfangswertproblems y'(t) = 0 und
y(0) = 0 wird das konsistente Zweischrittverfahren

Yr+1 = dyr — 3yYr—1

mit den Startwerten yo = 0 und einem gestorten Ndiherungswert y; = € # 0 betrachtet. Zur
Bestimmung der Losung yr.1 kann die Differenzengleichung

Yk+1 — 4yk + 3yp—1 = 0
betrachtet werden. Der Ansatz y, = \F ergibt

0 = AT —a)F L 301 = NP2 — 4\ + 3]
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und somit die charakteristische Gleichung
N —2X1+3 =0

mit den Nullstellen \y = 1 und Ny = 3. Die allgemeine Losung der Differenzengleichung
1st dann gegeben durch
yp = 1+ 3% firk=0,1,2,....

Aus den Anfangsbedingungen yo = 0 und y; = € folgt ¢c1 + ¢ = 0 und ¢; + 3co = € und
somit ¢y = —e/2 bzw. co = €/2. Damit ist
1
Ye = 5¢ (3" -1

und die Divergenz des Niherungsverfahrens folgt wegen Ao = 3 > 1.

Wie das vorherige Beispiel zeigt, ist fiir die Stabilitét eines Mehrschrittverfahrens die soge-
nannte Wurzelbedingung hinreichend und notwendig, d.h. alle im allgemeinen komplexen
Nullstellen der charakteristischen Gleichung des Néherungsverfahrens sind betragsméfig
nicht grofler als Eins, mehrfache Wurzeln sind echt kleiner Eins.

Beispiel 2.18 Fiir die Rekursionsvorschrift

3Yri1 = 4y — Yr—1 + 21 f (tr, Yx)
lautet das charakteristische Polynom
o(A) = 3N —4X+1 = BA-1)(A—1)

mit den Nullstellen \y = 1/3 und Ay = 1. Damit ist die Wurzelbedingung erfillt, woraus
die Stabilitit des Verfahrens folgt.

Zur Bestimmung einer Ndherungslosung yi.1 in tx1; kann die Losung y(t) durch ein La-
grangesches Interpolationspolynom p,,(t) vom Grad m approximiert werden,

m m

) = g L0 (0), Dr() = J[ —

t = ter1i
=0 i=0,i] k+1—j k+1—1

und Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

P (tig1) = f(trrt, Yrgr) -

Dieses Vorgehen fiithrt auf die BDF—Verfahren (Backward Difference Formula), welche im-
plizit sind.
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Beispiel 2.19 Fiirm =1 st

pi(t) = Yo Lo(t) + yeLi(t)
t—ty t— 1tk

k
lp41 — Tk by — Tpt

= Ykt
1
i [yk+1(t —ty) — yr(t — tk+1)] :
Mit .
Pi(t) = E(?/k—i—l — Yk)
folgt schlieflich das implizite Fuler—Verfahren
Yes1 — Y& = " (et Yrrr)-

Beispiel 2.20 Fiirm = 2 ist

p(t) = ylc+1z(2)(t) + y,if(t) + yk_lfg(t)

U=t  t—tpg U=tk t— 1 =11 =1
= Yk+1 k + Yr—1
Tor1 — T thpr — th b — thp1 te — i1 lo—1 — e tp—1 — t
1711 1
= 23 [ (= 8t = tier) = Gt = b)) (E = o) + S0 (£ = b (E = 1)

Mit

, 11 1
Po(t) = 72 [éyk+1[2t — (te + )] — yrl2t — (try1 +t—1)] + 5%71[2’5 — (trg1 + tk)]]

und
, 173 1
Py(tetr) = 7 [5919—1—1 — 2y, + SYk-1
folgt schiefllich das BDF-Verfahren zweiter Ordnunyg,
4 1 2
Yert — g Ukt g ko1 =3 hof(thst Yesr)-

Als alternativer Zugang zu Mehrschrittverfahren werden im folgenden numerische Integra-
tionsformeln zur Auswertung von

mwn=mm+[m7@mmﬁ

betrachtet. Als Beispiel betrachten wir die quadratische Interpolation von g(t) = f(¢,y(t))
in den Knoten t;_», t,_1 und t; mit Lagrange—Polynomen,

92(t) = g(tu2)Li_o(t) + g(tu) Ly, (t) + g(t) Li(2)
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mit
2 -~ (t —te—1)(t — 1)
Lia(t) = (th—2 — th—1)(tp—2 — tr)’
> _ (t — tp—2)(t — tx)
K ti:Q)(tkl . t)’
Lz(t) _ (t B tk—Z)(t - tk—l)

(tke — th—2)(te — too1)

Einsetzen des Interpolationspolynoms ergibt

_ tet1
Ykr1 = ZJ(tk)‘i‘/ go(t)dt

tg

tet1 ) thet1 ) tht1 )
= )+l [ Badi gt [ Bode+ o) [ 0
tk 173 tk

5 4 23
= y(tr) + 3 hg(te—s) — 3 hg(te-1) + D hg(te)

= y(tx) + 15—2 h f(tk—2,y(tr—2)) — %hf(tkb y(th—1)) + % h f(te, y(te)).

Ersetzen der unbekannten Losungswerte y(t,) durch die bereits berechneten Naherungslosun-
gen 1, ergibt das explizite Adams—Bashforth—Verfahren

1
ket = Yo+ 5 R[5 f(te—2,Yk—2) — 16 f(th—1, yr—1) + 23 f(t, ur)] -
Im Gegensatz hierzu liefert die Interpolation in den Stiitzstellen ¢;_1, tx und ¢, mit

g2(z) = g(te—1) Li_y (1) + g(te) L (t) + g(tes) Li iy (1)

und

_ tet+1
U1 = Y(te) + / go(t)dt
173

tr41

= et [ g [ B0a g [

ty ty ty

= (1) = 55 P (e p(B) + 5 S (80) + 5 b S (s, y(t0)

das implizite Adams—Moulton—Verfahren

1
Yk+1 = Yk + Eh 5f (tht1, Yer1) + 8F (s yk) — f(te—1, yr—1)] -
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2.7 Aufgaben

2.1. Gegeben seien das Heunsche Verfahren und das modifizierte Euler—Verfahren
1 1
Ykt1 = Yk + hf(% + oyt §hf(tkayk))-
a. Man zeige, daf die Verfahren das selbe A-Stabilitédtsgebiet haben.
b. Man zeige, daf§ die Verfahren nicht unbedingt A—stabil sind.

2.2. Gegeben sei das Mehrschrittverfahren

Yit2 + @1Yks1 + aoyr = h [bof(tk, Yr) + br f (tes1, yk+1)] :

Man bestimme ag, by und b; in Abhéngigkeit von a; so, dal man ein Verfahren von min-
destens zweiter Konsistenzordnung erhélt.

2.3. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t)+2ty(t)=0, t>0, y(0)=1.
a. Man bestimme die exakte Losung.

b. Mit Hilfe des expliziten Euler Verfahrens und einer Schrittweite h = 1 berechne man
die Naherungslosung in ¢t = 2. Bewerten Sie die Losung und begriinden Sie Thre

Antwort.

c. Mit Hilfe des impliziten Euler Verfahrens und einer Schrittweite h = 1 berechne
man die Ndherungslosung in ¢ = 2. Bewerten Sie die Losung und begriinden Sie Thre
Antwort.

2.4. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t)=t—2y(t), t>0, y(0)=0.
a. Man bestimme die exakte Losung.

b. Man verwende das auf der Trapezregel beruhende implizite Verfahren mit der Schritt-
weite h = 1 zur Berechnung der Néherungslosung in ¢ = 100.

c. Kann fiir die Berechnung auch das Heunsche Verfahren mit h = 1 verwendet werden?
Begriinden Sie Thre Antwort!

2.5. Gegeben sei das Anfangswertproblem
yt)+ylt)y=e?t t>0, y(0)=1.
a. Man bestimme die exakte Losung.

b. Man verwende das explizite Euler—Verfahren mit der Schrittweite A = 1 zur Berech-
nung der Naherungslosung in ¢ = 100.
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2.6. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t)+4y(t) =1 firt>0, y(0)=2.
a. Man bestimme die exakte Losung und berechne den Grenzwert tlim y(t).
—00

b. Man beweise durch vollstindige Induktion, dafl die durch das implizite Eulersche
Polygonzugverfahren fiir eine Maschenweite h erzeugte Folge von Naherungslosungen
monoton fallend und durch 1/4 beschrankt, und daher konvergent ist. Man berechne
diesen Grenzwert.

2.7. Fiir die numerische Losung des Anfangswertproblems
y'(t)+4y(t)=1 firt>0, y(0)=2

wende man das explizite Eulersche Polygonzugverfahren an. Man zeige, da8 fiir eine geeig-
nete Wahl der Schrittweite h die Folge von Naherungslosungen konvergiert und bestimme
den Grenwert.

2.8. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

u'(t) + 1000u(t) = 0, u(0) =1,
V() +ou(t) —999u(t) = 0, v(0) = 0.

2.9. Fiir die numerische Losung des Anfangswertproblems

3T

y'(t)+8y(t)=1 firt>0, y(0)= T

wende man das explizite Eulersche Polygonzugverfahren an. Man zeige, da8 fiir eine geeig-
nete Wahl der Schrittweite h die Folge von Naherungslosungen konvergiert und bestimme
den Grenzwert.

2.10. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

u'(t)+o(t) = 0, u(0) = 3,
V'(t) +u(t) = 0, v(0) = 1.

2.11. Fiir die numerische Losung des Anfangswertproblems

y(t) +3y(t) =2, y(0) =2

wende man das implizite Eulersche Polygonzugverfahren mit einer fixen Schrittweite h an.
Man zeige die Konvergenz der Folge von Naherungslosungen und bestimme den Grenzwert.
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2.12. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y(t)=ylt) -t +2t, t>1/2, y(1/2)=1/4.

Man bestimme die exakte Losung. Man verwende das explizite Euler—Verfahren und das
modifizierte Euler—Verfahren

h h
Ykt1 = Y + h [tk + o5 Yk + Ef(tkayk))

zur Berechnung der Néherungslosung in ¢ = 1.25 mit der Schrittweite h = 1/4. Weiters ist
jeweils der Fehler der Ndherungslosung zu berechnen.

2.13. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t)=t—2y(t), t>0, y(0)=0.

Man bestimme die exakte Losung. Man verwende das modifizierte Euler—Verfahren

h h
yk+1:yk+hf<tk+§7yk+§f<tkayk))7 tk:khu k:071727

zur Berechnung der Ndherungslosung in ¢ = 1 mit der Schrittweite h = 1. Man bestimme
das A-Stabilitdtsgebiet des modifizierten Euler—Verfahrens.

2.14. Gegeben ist die Differentialgleichung
y'(t) =+yt) firteR, y(0)=0.
Dabei ist y(t) eine reellwertige Funktion.

a. Man bestimme eine nicht—triviale Losung dieser Differentialgleichung fiir ¢ € R.

b. Ist die Losung dieser Differentialgleichung eindeutig bestimmt? Begriinden Sie Thre
Antwort!

c. Ist die Funktion f(y) = /y fiir y € [0, 1] Lipschitz-stetig? Begriinden Sie Ihre Ant-
wort!

d. Man bestimme die Naherungslosung bei Verwendung des expliziten Eulerschen Po-
lygonzugverfahrens mit einer Schrittweite h < 1.

2.15. Gegeben ist die Differentialgleichung
y'(t)=+yt) firteR, y(0)=1.

Dabei ist y(t) > 0 eine reellwertige Funktion.

a. Welche Monotonie einer Losung konnen Sie aus der Differentialgleichung ableiten?

b. Man bestimme eine Losung dieser Differentialgleichung fiir ¢ € R. Fiihren Sie eine
Probe durch!

c. Warum ist die in b. erhaltene Losung in R stetig differenzierbar?
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2.16. Gegeben ist das Anfangswertproblem
y'(t) =41 —y(t)) firt>0, y(0)=2.
a. Man bestimme die Losung y(t) und den Grenzwert tlim y(t).
—00

b. Man bestimme die Nédherungslosungen y, fiir & = 1,2 des expliziten Eulerschen
Polygonzugverfahrens mit der Schrittweite h = 1. Ist diese Diskretisierung A—stabil?



Kapitel 3

Zweipunkt—Randwertprobleme

In diesem Kapitel betrachten wir analytische und numerische Losungsverfahren fiir Rand-
wertprobleme linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung in einer Raumdimension.
Als Beispiel betrachten wir das Dirichlet—Randwertproblem der Poisson—Gleichung,

—u"(z) = f(z) firz e (0,1), wu(0)=0, wu(l)=0. (3.1)
Sei u,(x) eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung, d.h. es gelte
—uy(x) = f(x) firze(0,1).
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
—uy(z) =0 firze (0,1)

ist bestimmt durch
up(z) = co+crx.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

—u"(z) = f(x) firz e (0,1)

ist dann gegeben durch
u(z) = up(x) + o+,

wobei die Konstanten aus den Dirichlet-Randbedingungen gewonnen werden kénnen,
u(0) = uy(0) +¢; =0, w(l) =uy(1)+c1+ca=0.

Insbesondere ist also
c1 = —up(0), 2 =1u,(0) —up(1).
Damit lautet die Losung des Dirichlet-Randwertproblems (3.1)

u(@) = up(x) = up(0) + [up(0) — up(1)] . (3.2)
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Beispiel 3.1 Betrachtet wird das Dirichlet—Randwertproblem
—u"(z) =1 firze(0,1), u(0)=0, wu(l)=0.

Eine partikuldre Léosung ist gegeben durch

L,
up(x) = 57
Dann st . .
u(x) —§x2 + g% = —z(1 —x)

Lésung des Randwertproblems.

3.1 Greensche Funktionen

Durch (3.2) wird die Losung des Dirichlet-Randwertproblems (3.1) dargestellt. Diese Dar-
stellung beruht auf der Kenntnis einer partikuldren Losung wu, der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung und auf der Kenntnis der allgemeinen Losung der homogenen Differen-
tialgleichung. Da dieser Zugang im wesentlichen auf den rdumlich eindimensionalen Fall
beschrinkt ist, soll im folgenden ein anderer Zugang verfolgt werden, der sich entsprechend
auch auf mehrere Raumdimensionen verallgemeinern 1a8t.

Gesucht ist eine geschlossene Darstellung der Losung des Dirichlet—Randwertproblems
(3'1)7

—u"(z) = f(z) firze (0,1), »(0)=0, wu(l)=0.

Ausgangspunkt hierfiir ist die Formel der partiellen Integration,

/ w'(y)v(y) dy = w(y)v(y)| — / w(y)v'(y) dy .

Insbesondere fiir w(y) = —u'(y) ergibt sich daraus die erste Greensche Formel
b b b
[ e = [ @) v+ )] (33
Entsprechend gilt durch Vertauschen von v und v
b b b
/ Vg (y) dy = / (=" (W)uly) dy +'(y)uly)| (3-4)
und durch Gleichsetzen von (3.3) und (3.4) folgt die zweite Greensche Formel
b b b b
[ dwew| = [ ds ] 6
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Fiir ein beliebig gegebenes x € (0,1) sei zunéchst (a,b) = (0, x). Ferner sei vi(z,y) eine
allgemeine Losung der Laplace-Gleichung

—’Ui%.ﬁl],y) =0 fir ye (O,SL’), U1<.§L’,0) =0,

d.h. es ist
vi(z,y) = ay(z)y +bi(x) firy € (0,z).

Aus der Randbedingung
v1(z,0) =0
folgt by (z) = 0 und somit ist
vz, y) = ar(2)y.

Fiir die Losung u(y) des Dirichlet-Randwertproblems (3.1) und fiir v(y) = vi(x,y) folgt
dann aus der zweiten Greenschen Formel (3.5) die Darstellung

amwmmzzlfﬂwmuwww+wummwx. (3.6)

Sei nun (a,b) = (x,1) und sei vy(z,y) Losung von
—'Ug(ZL',y) =0 ﬁirye (IL‘,l), 'UZ(:L‘al) =0,
d.h. es ist
va(x,y) = as(z)[y —1].
Wie in (3.6) folgt dann aus (3.5) die Darstellung
1
—ay(r)u(r) = / fWo(y) dy — v'(x)[az(x)(z — 1)]. (3.7)

Durch Addition von (3.6) und (3.7) folgt

a1 (2) —az(@)Ju(z) = /Ox fyvi(z,y) dy+/ F@)va(x,y) dy+u' ()01 (v)z —az(x) (z—1)].
Fir
aj(x) —ag(z) =1, ai(z)r —az(x)(z—1)=0

ergibt sich daraus die Darstellung

ww:AU@mmw@+/f@w@w@ fiir 2 € (0,1).

Unter Verwendung von
aj(x) —ag(z) =1
ist
0= a(2)r —ax(x)(x — 1) = [ar(z) — az(2)] + az(x) = = + ay(2)
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und somit folgt

Damit ist

v(z,y) =1 —2)y firye (0,z), vo(zr,y)=x(l—y) fiurye (z,1).

Fiir die Losung des Dirichlet—Randwertproblems (3.1) gilt also die Darstellung

u(z) = /0 fy)G(x,y)dy firz e (0,1) (3.8)

mit der Greenschen Funktion

(1—2)y fir0 <y < =,

3.9
z(1—vy) fire <y < 1. (39)

Glz,y) = {

Bemerkung 3.1 Aus der Darstellungsformel (3.8) und der Greenschen Funktion (3.9)
folgt fiir eine nicht negative Funktion f(x) > 0 fir x € (0,1) stets u(z) > 0 fir z € (0,1).

Beispiel 3.2 Die Léosung des Dirichlet—-Randwertproblems
—u"(z) =1 firxze (0,1), w(0)=0, u(l)=0

st gegeben durch

T

<1—:c>ydy+/ (1~ y)dy

=
=
I
O\}:
«Q
8
s
QL
<
I
O\J

1 1 1
(1—2)2* + 3%~ 53:2(2 —x) = 53:(1 —x).

N | —

Die Darstellungsformel (3.8) berticksichtigt in der Konstruktion der Greenschen Funktion
(3.9) die homogenen Randbedingungen in (3.1). Im folgenden soll ein anderer Zugang
zur Darstellung einer Losung des Randwertproblems (3.1) betrachtet werden, der keine
Randbedingungen an die zu bestimmende Funktion v stellt. Ausgangspunkt ist die zweite
Greensche Formel (3.5) fiir die Losung w der Differentialgleichung —u” = f,

b b

/f(y)v(y)dy+U’(y)v(y) +/ u(y)[—v"(y)] dy .

=v'(y)u(y)

a a

Dabei ist (a,b) C (0,1) beliebig. Sei x € (a,b) beliebig aber fest. Fiir (a,b) = (0,z) und
v(z,y) = x — y folgt dann

/0 " F ) (@ — y) dy — 2 (0) = —u(),
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bzw. ergibt sich fur (a,b) = (x,1) und v(x,y) =y — x
/lf y—a)dy + o' (1)(1 - 2) = —u(z).
Summation ergibt die Darstellungsformel
1 [t 1, 1, .
u(r) = ) fy)|x —y|dy + ST (0) — Ju (1)(1 —x) firxz e (0,1). (3.10)
0

Die Losung des Randwertproblems (3.1) kann also beschrieben werden, sobald die Ablei-
tungen u'(0) und «/(1) bekannt sind. Fiir  — 0 folgt aus der Randbedingung «(0) =0

——/Olf(y)ydy,
Z/Olf(y)(l—y dy

wéhrend fir x — 1 und u(1) =0

folgt. Damit ergibt sich fiir z € (0, 1)

1

uw) = — [ )l —yldy+ 5ol (0) — (1)1~ )

2
1

o= N =
O\O\J

fle =iy + 3 [ 1)t =oyay+ 3 [ s -a
[ =) =)~ (- y)]dy

I
DO | —
o\_;

+% /:f(y) [56(1 —y)+y(l—z)— (y—af)]dy

- /0 fy)y(1 — 2)dy + /: fy)a(l -

G(x,y)f(y)dy

I
S~

mit der bereits bestimmten Greenschen Funktion. Die Funktion
1
U*<l’,y)2—§‘l’—y| firz,y e R (3.11)

wird als Fundamentallosung des Differentialoperators L{u] = —u” bezeichnet, fir y # x ist
diese Losung der homogenen Differentialgleichung L, [U*] = 0 und es gilt

/o u(y) Ly [U"|(z,y)dy = u(z) firz € (0,1).
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3.2 Finite Differenzen Methode

Als Modellproblem betrachtet wird das Dirichlet—Randwertproblem der Poisson—Gleichung
(3.1),
—u"(z) = f(x) firz e (0,1), wu(0)=0, wu(l)=0,

wofiir jetzt numerische Verfahren fiir eine ndherungsweise Losung hergeleitet werden sollen.

Fiir den Diskretisierungsparameter n € N ist durch h = 1/n die Schrittweite und durch
xr = kh fir £k = 0,...,n sind n + 1 gleichmé&Big verteilte Gitterpunkte gegeben. In den
Gitterpunkten x; lautet das Zweipunkt-Randwertproblem (3.1)

—u"(xy) = flzg) firk=1,....n—1, wu(xg) =0, wu(x,)=0.

Fiir die inneren Gitterpunkte xp, k =1,...,n — 1, betrachten wir eine Approximation der
ersten Ableitung u'(xy) entweder durch den vorwértigen Differenzenquotienten

u(pi1) — u(wg)

u(zg) ~ . , (3.12)
oder durch den riickwartigen Differenzenquotienten
i ()~ M) = W) (3.13)

h

Fiir die Approximation der zweiten Ableitung u”(zy) ergibt sich durch die Kombination
der vorwirtigen und riickwértigen Differenzenquotienten (3.12) und (3.13)

' (2h1) — /()
h
u(rpr) —u(zy)  w(zr) — w(g-1)

h h
h
W(Tpr1) — 2u(zg) + u(zr—q)
- - . (3.14)
Bezeichnet wu, ~ wu(xy) eine Approximation der Losung u(z) in den Gitterpunkten zy
und ist fp := f(xx), so folgt fiir die Finite Differenzen Approximation des Zweipunkt—

Randwertproblems (3.1)

u”(xk) ~

Q

_ _ 2 _
Ut SUR T Ukl e k=1 n—1, wug=0, u,=0.

2
Damit ergeben sich insgesamt n + 1 Gleichungen fiir n + 1 unbekannte Losungswerte
Ug, - - ., U,. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen vy = 0 und w, = 0 ist also
das lineare Gleichungssystem
2 -1 Uy h
1 —1 2 -1 (75) f2
N : = : (3.15)
-1 2 -1 U2 fn—2

-1 2 Up_1 fr—1
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zu losen. Die Systemmatrizen

sind symmetrisch, tridiagonal, schwach diagonal dominant, und schwach besetzt, d.h. die
Matrix A,, hat
243n—3)+2=3n—-5

Nicht—Null-Eintrage.

Beispiel 3.3 Insbesondere fiir n =9 ist die Systemmatriz Ay gegeben durch

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
Ay = 81 1 9 1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
Fiir die inverse Matriz ergibt sich
8 7 6 5 4 3 2 1
7T 14 12 10 8 6 4 2
6 12 18 15 12 9 6 3
41 5 10 15 20 16 12 8 4
O T 79| 4 8 12 16 20 15 10 5
3 6 9 12 15 18 12 6
2 4 6 8 10 12 14 7
1 2 3 4 5 6 7 8

d.h. die inverse Matriz A" ist vollbesetzt, d.h. A ' besitzt (n — 1)* Nicht-Null-Eintrdge.

Zu untersuchen bleibt die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (3.15),
sowie das Konvergenzverhalten der durch die Losungswerte u, definierten Ndherungslosung
up(x). Hierfiir schreiben wir das Dirichlet-Randwertproblem (3.1) in der allgemeinen Form

Llul(x) = f(x)

mit dem Differentialoperator

firxz € (0,1), u(0)=0, u(l)=0 (3.16)

Llu|(z) == —u"(z) fiirxz € (0,1). (3.17)
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Fiir eine gegebene stetige Funktion f € C'(0,1) ist dann die eindeutig bestimmte Losung u
des Dirichlet-Randwertproblems (3.16) im offenen Intervall (0, 1) zweimal stetig differen-
zierbar, und im abgeschlossenen Intervall [0, 1] stetig, d.h. v € C?%(0,1) N CJ0, 1]. Sei

X = {veC?0,1)nC[0,1] : v(0) =v(1) =0}

der Raum der im abgeschlossenen Intervall [0, 1] stetigen Funktionen v mit verschwin-
denden Randwerten v(0) = v(1) = 0, welche im offenen Intervall (0,1) zweimal stetig
differenzierbar sind. Ferner sei

Y = C(0,1)

der Raum der im offenen Intervall (0, 1) stetigen Funktionen. Dann lautet das Randwert-
problem (3.16)
Gesucht ist ue X: Lu=feY. (3.18)

Entsprechend kann das finite Differenzenschema (3.15) geschrieben werden als
Gesucht ist u, € Xp,:  Lyup, = fr € Vs . (3.19)

Dabei definiert X} einen endlich-dimensionalen Vektorraum von Funktionen v, mit Kno-
tenwerten vy, fir £ = 0,...,n und vy = v, = 0. Die Einschrédnkung (Restriktion) einer
Funktion v € X auf die Gitterpunkte {z}}_, wird mit

Ryv = {v(zr) Hizg € Xa

bezeichnet. Analog impliziert @), : Y — Y, einen entsprechenden Vektorraum Y}, von
Punktauswertungen {f(z;)}7Z] einer im Intervall (0, 1) stetigen Funktion f € Y, d.h.

Quf = {f (@) }i2) € Vi
Fiir den diskreten Differenzenoperator Ly : X, — Y}, ergibt sich die Darstellung

—Up_1 + 2up —u .
Lufup](zy,) = —=* th MLofirk=1,...,n—1.
Die Anwendung des Einschrankungsoperators @, : Y — Y}, auf die Differentialgleichung
Lu = f fiihrt andererseits auf die Gleichheit

Qnlu = Qnf = fn = Lyup, . (3.20)

Definition 3.1 Fin Differenzenschema Lyuy, = fr, heifit stabil bzw. gleichmdj$ig korrekt ge-
stellt, wenn fiir eine hinreichend kleine Schrittweite h < hg der inverse Operator
L,;l 2 Yy — X existiert und dieser gleichmdf$ig beschrdnkt ist, d.h. es gilt

1L, ly—x, < cs-

Als Operatornorm || L, ||y, - x, wird dabei die induzierte Norm

— L—l
||Lh1||Yh—>Xh = sup M
mevi nllv,
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verwendet mit

[ARRS} e

Aufgrund der unterschiedlichen Funktionenrdume kann der Fehler zwischen der Losung
u € X von (3.18) und der Naherungslosung u, € X3 von (3.19) nicht direkt betrachtet
werden. Deshalb soll im folgenden die Einschrankung Ryu € X, von u € X betrachtet
werden.

Satz 3.1 Sei u € X die Losung des Dirichlet-Randwertproblems (3.18). Fir ein stabiles
Differenzenschema Lpuy = f, sei up, € Xy, die Lisung von (3.19). Dann gilt die Fehler-

abschdtzung
[Rpu — unllx, < cs||[(LnBy — QuLl)ully,, (3.21)

d.h. der Fehler Ryu — uy, kann fiir ein stabiles Differenzenschema Lpup, = f, durch den
Konsistenzfehler (L, Ry, — QnL)u abgeschitzt werden.

Beweis: Fiir den Fehler eines stabilen Differenzenschemas Lyuy, = f5, gilt mit (3.20)

Ryu—w, = L' (LpRpu — Lyuy)
= Lﬁl (L Ryu — f)
= L, (LyRyu — Qnf)
= L, (LyRyu — QpLu)
= L, (LhRy— QL) u
und die Behauptung folgt aus der gleichméfligen Beschrinktheit von L,:l. [ ]

Fiir die Konvergenz der Néherungslosungen wu; des Differenzenschemas (3.19) ist neben
der Stabilitit eine Abschétzung des Konsistenzfehlers (L, R, — QpL)u notwendig. Fiir ein
stabiles Verfahren folgt also die Konvergenz der Naherungslosungen aus der Konsistenz des
Verfahrens.

Beispiel 3.4 Fiir das Dirichlet-Randwertproblem der Poisson—Gleichung (3.1),
—u"(z) = f(x) firz e (0,1), u(0)=0, wu(l)=0,
ergibt die Verwendung des zentralen Differenzenquotienten das Differenzenschema

—Up—1 + 2Up — Up41
72

=f, firk=1....n—1, wuy=wu,=0.
Damit sind
Llu|(z) = —u"(z) firz € (0,1)

und
QnLllu)(zg) = —u"(xy) firk=1,...,n—1
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sowie 5
LRyl (my) = — -1+ ng’“) —u@en) g1 a1

Fiir die Abschdtzung des Konsistenzfehlers

—u(wp—1) + 2u(@k) — u(Tp1)
hZ

Lp[Ryul(zr) — QnLlul(zr) = + ()

fir k =1,...,n — 1 betrachten wir die Taylor-Entwicklung der Lisung u(x) in xpy; um
xy. Fir eine viermal stetig differenzierbare Losung u(z) folgt

1 1 1
u(rpi1) = (g + h) = ulwg) + ho'(z) + QhQU”(inz) + éhBUm(ﬂfk) + ﬂ}#u@) (&)
mit einer Zwischenwertstelle { € (xy, Trr1) bzw.
’ Lo u Los 14(4)~
w(zp_1) = u(xp — h) = u(xy) — h'(xy) + §h u(zg) — Bh u"(zg) + ﬂh u' (&)

mit einer Zwischenwertstelle @ € (xk_1,xy). Die Addition beider Ausdricke liefert

u(in) + ulzi) = 2u(ee) + W (@) + oot [ (6) +uV(E)]

Daraus folgt
" (zy) = —u(rg-1) + 2u(wg) — u(pi1) I ihz [u(4)(£ )+u(4)(§~)}
g h? 24 g g
und somit .
QuL[ul(e) = LalRuul (w0) = o2h* [u(&0) +uV (@) -
Damit gilt
1 Ln By = Qnlully, = max_|Lp[Ryul(zx) — QnlLu](z4)]
= e [ + 00 @)
1
< it ma W@

Mit Satz 3.1 folgt also fiir ein stabiles Differenzenschema Lyuy = f, die Fehlerabschditzung

1
1Rnu = unllx, < 75 ¢s h? [ut | o, -

Dabei ist jedoch u € C*[0, 1] als viermal stetig differenzierbar vorauszusetzen.
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Bemerkung 3.2 Fiir eine nur dreimal stetig differenzierbare Lisung u € C3[0,1] folgt
analog die Fehlerabschdtzung

1
1R = unll, < geshlfu®lep

Fiir die Untersuchung der Stabilitéit des Differenzenschemas Lju, = f;, beschranken wir uns
hier auf die Analyse der Eigenwerte der Systemmatrizen A,, im Fall der Poisson—Gleichung

(3.1).

Satz 3.2 Fiir die Steifigkeitsmatriz A, sind die Eigenvektoren v* fir k = 1,...,n — 1
gegeben durch die Eintrdge

kl
vy = sin firt=1,...,n—1
n

und die zugehorigen Figenwerte sind

k
Mo(An) = 4n? sin? % (3.22)

Beweis: Ausgangspunkt ist das kontinuierliche Eigenwertproblem
—u"(z) = Au(z) firz € (0,1), w(0) = u(l) =0

mit den Eigenlosungen
vp(z) = sinknx

und mit den zugehorigen Eigenwerten

Ne = (km)? fiirk=1,2,3,....

Dies motiviert die Definition der Vektoren v* mit

k¢
vy = vp(wy) = sinkmz, = sin " fiir £ = L...,n—1.
n

7Zu zeigen bleibt, dal die Vektoren v* die Eigenvektoren von A, sind. Zu berechnen ist also

2 -1 Uf 21}{“ — v§
-1 2 -1 v —oF + 208 — ok
-1 2 Vi1 —Uh_y 4205,
und wegen vf = vF = 0 geniigt fiir £ = 1,...,n — 1 die Auswertung von
k(-1 kel k(¢ +1
_’Ué:_l + 2’[}5 — 'U?—f—l = — Sin u + 2 SiIl —7T _ Sin ( + )7T

n n n
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Mit
. . a+fB . a—f
sina —sin 8 = 2cos sin
2 2
und
. a+pB . a—p
cosa — cosf = —2sin sin
2 2
folgt daraus
k(20 — ) km k(20 4+ 1) km
k k k . .
— 2 — = 92 - 7 — =92 L —
Uy + 20y — v, CoS o sin o coS o sin o
k k(20 —1 k(20 +1
= QSin—W cosu —cosu
2n 2n 2n
k k¢ k
= 4sin? ~"sin - = 4sin? — vy
n n 2n
und somit die Behauptung. [ |

Im Fall des Dirichlet—Randwertproblems (3.1) sind die Systemmatrizen A,, symmetrisch
und positiv definit, und daher invertierbar. Insbesondere gilt:

Folgerung 3.1 Mit

1 )
22— §x4 < sin® x < 22

folgt fiir die extremalen Figenwerte der Steifigkeitsmatriz A,

i) = ) = it £ > (£ [1- L (2] =2 1= 1)

n omn 3 122

sowe
-1
Amax(An) = M_1(A,) = 4n? sin® u
2n
Aus der Beschranktheit von Amin(A,) unabhdngig von n folgt die Stabilitit des Differen-
zenschemas Lyup, = fr. Weiterhin ergibt sich fiir die spektrale Konditionszahl der Steifig-
keitsmatrizen A,

< 4n?.

)\max(An) 4n2 4 2
= < ~ — .
HQ(An) )\min(An) — ) |:1 77-2 :| 7T2 n
m

C12n2

Eine Verdoppelung der Freiheitsgrade n zieht also eine Vervierfachung der spektralen Kon-
ditionszahl ko(A,,) nach sich. Dies ist insbesondere bei der Verwendung von iterativen Ver-
fahren zur Lisung des linearen Gleichungssystems (3.15) zu beachten.
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3.3 Finite Element Methode

Die Fehlerabschatzungen der Finiten Differenzen Methode verlangen wenigstens die Ste-
tigkeit der dritten Ableitung der Losung des kontinuierlichen Randwertproblems (3.1).
Andererseits wird fiir die Definition der Differenzenquotienten ein entsprechendes Gitter
benotigt, welches im betrachteten eindimensionalen Fall einfach konstruiert werden kann.
Im folgenden werden wir mit der Finiten Elemente Methode ein numerisches Ndherungs-
verfahren behandeln, welches entsprechend auch auf den mehrdimensionalen Fall {ibertra-
gen werden kann. Als Beispiel betrachten wir wieder das Dirichet-Randwertproblem der
Poisson-Gleichung (3.1),

—u"(z) = f(z) firz e (0,1), wu(0)=0, wu(l)=0.

Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer Testfunktion v und anschlieender
Integration iiber (0, 1) ergibt zunéchst

/01[—u"(a:)]v(:c) dr = /01 f(x)v(z)dz.

Durch partielle Integration folgt

1

/01[—U”<w>Jv<w> dv = —u/(z)v(z)| + / ) (@) di,

0

d.h. u ist Losung des Variationsproblems

/0 1 o ()0 (2) dz = /0 1 f(2)o(z) do (3.23)

fiir alle Testfunktionen v mit v(0) = v(1) = 0. Die Dirichlet-Randbedingungen u(0) = 0
und u(1) = 0 sind dabei explizit zu fordern, daher nennt man diese auch wesentliche
Randbedingungen.

Fiir die Existenz der in der Variationsformulierung (3.23) auftretenden Integrale ist
die Quadrat—Integrierbarkeit der Funktionen u und v sowie von deren (verallgemeinerten)
Ableitungen zu fordern.

Definition 3.2 Mit W3 (0,1) bezeichnen wir den Raum der im Intervall (0,1) quadrat-
integrierbaren Funktionen v(z), deren erste Ableitung v'(x) ebenfalls quadratintegrierbar
18t,

W0,1) = {v € Lo(0,1) : v/ € L2(0,1)}.
Die zugehorige Norm ist gegeben durch

1/2

g = | [ e+ [ vl
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Da in der Variationsformulierung (3.23) fiir die Losung u die homogenen Dirichlet-Rand-
bedingungen u(0) = u(1) = 0 noch zu beriicksichtigen sind, wird der folgende Funktionen-
raum eingefiihrt:

Vo= {v e WL0,1) : v(0) = v(1) :o}.

u € V heifit verallgemeinerte Losung des Randwertproblems (3.1), wenn die Variationsfor-
mulierung (3.23) fiir alle Testfunktionen v € V erfiillt ist.

Satz 3.3 Die Losung des Variationsproblems (3.23) ist dquivalent zur Losung des Mini-
mierungsproblems
F(u) = min F(v) (3.24)

veV

Flv) = % /0 1[1/(95)]2(190— /0 1 F(2)v(z)de

Beweis: Sei u € V Losung des Variationsproblems (3.23), d.h. es gilt

/01“'@)”/(37) dr = /O 1 f(x)v(z)dz fir allewv € V.

Fiir eine beliebige Testfunktion v € V' und einen beliebigen Parameter ¢ € R ist dann

mit dem Funktional

F(u+tv) = %/[ "(z) + t'(z dx—/ f(@)u(z) + tv(z)] dz

/ 2dz /f dx+t[/ 2)dz /f dx]+;t2/01[ /(2)]2d
~ Flu >+;t2/0[ (o)) ds > F(u).
Damit gilt

F(u) < F(w) firalew=u+tv eV,

d.h. u € V ist auch Losung des Minimierungsproblems (3.24).
Sei nun u € V' Losung des Minimierungsproblems (3.24). Dann gilt insbesondere

F(u) < F(u+tv) fiirallev eV, teR.

Dies ist gleichbedeutend mit

d
ﬁF(U+t’U)‘t:0 = O

Aus

Fu+tv) = F(u)+t U u'(z dx—/ f(x dx} + ;tz/ol[ "(z))? dx
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folgt dann
1 1
/ o' (x)v' (z) dz —/ f(x)v(z)dz = 0 fiir allev €V,
0 0

d.h. uw € V ist auch Losung des Variationsproblems (3.24). n

Bemerkung 3.3 Fiir die Existenz einer Losung u € V' des Minimierungsproblems (3.24)
st insbesondere die Vollstindigkeit des linearen Funktionenraumes V' zu gewdhrleisten.
Hierfiir ist die Verwendung des Raumes C1(0,1) der stetig differenzierbaren Funktionen
nicht ausreichend. Es zeigt sich, dafi das Minimierungsproblem (3.24) eine eindeutige
Losung u € V' besitzt.

Fiir die Herleitung eines Naherungsverfahrens zur Losung des Minimierungsproblems (3.24)
betrachten wir einen konformen endlichdimensionalen Teilraum

Vy = span{p}p, CV

mit linear unabhingigen Basisfunktionen ¢, € V' und bestimmen uy € Vy als Losung des

Minimierungsproblems
F(uy) = min F(uy).

N EVN

Mit dem Ansatz

k=1
ist
1 1 1
Flox) = 5 [ @R de— [ faon(a)do
0 0
1 N N 1 N 1
= 5 v [ d@ptia) o= Sou [ @) do
k=1 (=1 0 k=1 0
LN N N
=3 DD vsveare = Y vrfi = F()
k=1 (=1 k=1
mit
1 1
o= [ d@eiads fi= [ el
0 0
fir £,/ =1,..., N. Zu minimieren ist also das Funktional

F:RY S R.
Als notwendige Bedingungen fiir ein Minimum ergeben sich daraus die Gleichungen

0 ~
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Unter Ausnutzung der Symmetrie agy = ag ist

0 ~ 0
a—F(y) = B —szkveau kafk
Yj Ui 4D =
0
A MRS Sl S zkak]
Uj k 1Lk#j (=1
0 '1 , R
= % §vjajj+§vj Z W%eJr Z kaveau kafk
J L 0=10+£5 k 1,k4] =1
| X | X
= 'Ujajj~|>§ Z Ugajg+§ Z vkakj—fj
(=1,04£] k=1k+#j

N
= E ViOpj — fj .
k=1

Die Naherungslosung uy ist also Losung des endlichdimensionalen Variationsproblems

N 1 1
4 "(eVdr = (x)d firallej=1,....N. .
;wlwmwmxlémwmm irallej=1,..., (3.25)

Dieses Variationsproblem ist dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
Kyu = i

mit der Steifigkeitsmatrix

1
Kxlil = [ eilahgjla)ds firkj=1,..,N
0

und mit dem Lastvektor

= /1 f(x)p;(x)dr firj=1,...,N.
0

Fir die Konstruktion des endlich-dimensionalen Ansatzraumes Vy betrachten wir hier
stiickweise lineare Basisfunktionen ¢y (x). Fiir h = 1/n seien n + 1 gleichméBig verteilte
Stiitzstellen

rp,=kh firk=0,1,,....,n

gegeben. Fiir k=1,...,n — 1 ist dann

(T T fir x € [z_1, 2,

T — Tk-1
pp(z) =q Frr1 — T fiir & € [y, Tps1],
Tr+1 — Tk

0 sonst
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eine stiickweise lineare Basisfunktion mit ¢, (0) = k(1) = 0, d.h.
Vi = span{@i}i—y C V
ist ein konformer Ansatzraum. Fiir die stiickweise linearen Basisfunktionen ¢y (z) ist

(1

- fir z € (z_1, 1),
/ _ 1
pp(x) = -7 fir z € (g, Tpe1),
\ 0 sonst

und somit folgt

1
Kl K] = / Pu(2)0) () do = / () (x) da = 0
0 (@Tp—1,%p4+1)N(Tj—1,%541)

fiir j # k, k + 1. Fiir die Diagonaleintrige K[k, k] ergibt sich
Tk

! 1 Pt (1) 2
Kylk, k] = / [} (2))dx = / —d:p+/ dov = =,
0 g Th—1 h2 xT h2 h

k

wahrend fiir j =k £+ 1

Kolk + 1,4 / (@) (2)d /mll( Ly e = 1
h bl — (p xs@ A r = ——— [L‘:——’
0 k k‘-i—l o h h h

1

Kalk =1k = —

folgt. Damit stimmt die Steifigkeitsmatrix

bis auf den Vorfaktor mit der Systemmatrix A,, des Differenzenschemas Lju, = f3 iiberein.
Daraus ergibt sich auch die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems Kpu = f
und somit der Galerkin—Variationsformulierung (3.25). Zu untersuchen bleibt der Fehler
u — uy, der eindeutig bestimmten Naherungslosung wuy,. Hierfiir betrachten wir wieder den
allgemeinen Fall eines konformen Ansatzraumes Vy C V. Das Variationsproblem (3.25) ist
dquivalent zur Bestimmung von uy € Vi als Losung des Galerkin—Variationsproblems

/1 uy (2)vy(z) de = /1 f(x)on(x)dx fiir alle vy € Vi . (3.26)
0 0
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Fiir einen konformen Ansatzraum Vy C V kann eine Testfunktion vy € Vi der Galerkin—
Variationsformulierung (3.26) auch in die Variationsformulierung (3.23) eingesetzt werden,

1 1
/ u' (z)vy(z) de = / f(x)on(x)dx fiir alle vy € Vi .
0 0
Subtraktion von (3.26) liefert dann die Galerkin—-Orthogonalitét
1
/ (W (2) — vy ()| (x)de = 0 fiir allevy € Vy. (3.27)
0

Fiir die Ableitung des Fehlers folgt unter Verwendung der Galerkin—-Orthogonalitit (3.27)
sowie der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

téwwﬂMm%~=Awm—mem—wmw
zéW@—%@W@—%@W+AW@—%@WW&%MWM
=Aww—wwww—%@m

f;(ATM@)—%«@P@)UQ(AWM@)—%«@P@)

fiir eine beliebige Funktion vy € V. Daraus ergibt sich die Fehlerabschétzung

1/2

/0 [ (z) — uy(z)]?dr < /0 [W/(z) — vy (z))*dx  fiir alle vy € Vy

bzw. Cea’s Lemma

vNEVN

/o [W/(z) — uy(2)]*dr < inf /0 [/ (z) — vy (z)]* dx. (3.28)

Die Fehlerabschétzung (3.28) besagt, dal der Fehler der Néherungslosung uy des Rand-
wertproblems (3.1) abgeschétzt werden kann durch den bestmdoglichen Approximationsfeh-
ler der Losung v im Ansatzraum Vy. Obwohl die Losung u des Randwertproblems (3.1)
im allgemeinen unbekannt ist, kann der Approximationsfehler in (3.28) meist durch den
Interpolationsfehler abgeschétzt werden.

Fiir das Beispiel der stiickweise linearen Basisfunktionen sei

3
—

Lwu(z) =) ul(xg)er(x). (3.29)

1

e
Il

die stiickweise linear Interpolierende der Losung u des Randwertproblems (3.1).
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Satz 3.4 Sei u eine im Intervall [0,1] zweimal stetig differenzierbare Funktion, und sei
up, = Iyu die stickweise linear Interpolierende mit u(xy) = up(xy) fir k =0,...,n. Dann
qilt die Fehlerabschdtzung

n

/0 W (2) — ()P da < %Z(m i) / Z[u”(az)]zd:c. (3.30)

i=1
Beweis: Sei uy(z) = Ipu(x) die durch (3.29) gegebene stiickweise linear Interpolierende.
Betrachtet wird das Intervall [x;_1, x;]. Wegen uy(zg) = u(xy) fiir £ =0,...,n ist

/: [u'(S) - uﬁl(s)] ds = u(z;) — w(zi_1) — up(z;) + up(zig) = 0

und somit folgt
x; 2 1 x; 2
/ [u’(:c) — u’h(:c)} d / r) — uj(x) — 56—756’1/ (u’(s) — u}l(s))ds} dx

T = :_ [Ul( 0(@)
- ;) / [ / [(u’(x)—uu >>—<u'<s>—u;<s>>]ds]2das

(x; — i1
(i — x21)?

2
"(t) — ) dtds| dx.
xz_l‘zl L,ll/ / uh ] 8:| !

Fiir die lokal lineare Funktion wuy(t) ist u] ( ) = 0 und daher ist

/ (o) = i) o = / [ / / dtds} iz

Durch wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung folgt weiterhin

T 9 1 T; T; T 2
Ti—1 ? = Ti—1 Ti—1 s
1 vi T, A ’
< m 1“ds u’'(t)dt| ds | dx
- Li—1 Ti_1 Ti—1 s
2
_ / / [ / )dt] ds dx
i — Ti1 Sy S s
7/ / / 12dt‘- / [u”(t)]th‘dsdx
Li = XTi-1 Jayy Jaiq |Js s
7/ / |:L‘—$|d$dl‘/ [w” (t))%dt .
Ty — Ti—1 Ti—1 JTi—1 Ti—1

t
/ / |lx — s|dsdx = 2/ / (SU—S)delU:/ [_(37_5)2]2,1dx

= / (ZL‘ — l‘i_1)2dl‘ = g(ZL‘Z — l‘i_l)s

IA

IN



3.3. Finite Element Methode 61

folgt schliefllich

| W@ =@l < glo-an [ WP

Ti—1 Ti—1

und durch Summation folgt die Behauptung. |
Fiir gleichméfBig verteilte Stiitzstellen xp = kh ist h = x; —x;_1 fir i = 1,...,n und somit

folgt aus (3.30) die Fehlerabschéitzung

/0 [u'(2) = (Ihu) (z)]* dz < %hQ /O [ (2)]? dz .

Aus (3.28) ergibt sich dann fiir die Ndherungslosung uy, der Variationsformulierung (3.25)
die Fehlerabschitzung

/0 [/ (z) — u)(2)]* doe < /0 (W' (z) — ([yu) (2)]* dz < %hQ/O (v (2))? da . (3.31)

Fiir die Losung u des Randwertproblems (3.1) ist also die Quadrat—Integrierbarkeit der
zweiten Ableitung u” € Ly|0, 1] vorauszusetzen. Die Fehlerabschétzung (3.31) ergibt sich
direkt aus der Galerkin—-Orthogonalitéit (3.27) und somit aus der Variationsformulierung
(3.26). Daher bezeichnet man die Fehlerabschétzung (3.31) auch als eine Fehlerabschétzung
in der Energie-Norm. Abschlieffend soll eine Abschétzung fiir den Fehler u — uy, hergeleitet
werden, welche auf dem Aubin—Nitsche Trick beruht.

Fiir die Losung u des Randwertproblems (3.1) und fiir die Losung u;, der Variations-
formulierung (3.26) sei w € V' Losung des Randwertproblems

—w"(z) = u(x) —up(z) firz e (0,1), w(0)=w(l)=0. (3.32)
w € V ist die eindeutig bestimmte Losung der Variationsformulierung
1 1
/ w'(z)v'(z)dr = / [u(z) — up(x)]v(z)de fir allev € V. (3.33)
0 0

Insbesondere fiir v = u — wuy, ist

Awm—mmwzﬁwmﬂmmm%wwmzﬁwuww—mmm

Sei wy, = Ipw die stiickweise linear Interpolierende der Losung w des Randwertproblems

(3.32). Aus der Galerkin—Orthogonalitat (3.27), d.h.
1
/ [/ (x) — up (2)]v),(z)de = 0 fiir alle vy, € Vj,,
0

folgt

Amw—mmwzlwu%mmwm—mmm
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Die Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert

[t = e < ([ o) - wiiopa ) " ([ 1w - o)

Mit der Fehlerabschitzung (3.31) der Naherungslosung u;, und mit der Abschitzung des
Interpolationsfehlers w — Iw folgt

/0 [ule) — un(@)Pdr < %hQ ( /0 1[w”(:c)]2daz)1/2 ( /0 1[u”(:c)]2d:c)
_ %hQ ( /O () — hh]de) v ( /0 1[u”(x)]2d:p)

Damit ergibt sich die Fehlerabschédtzung

1/2

1/2

1/2

/0 [u(z) — up(2))? do < %h4/0 [u"(2))? d . (3.34)

3.4 Aufgaben
3.1. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(x) = =2z firze (-1,1), u(-1)=2/3, «'(1)=0.
a. Man leite die Variationsformulierung fiir das Randwertproblem her.

b. Man diskretisiere das Randwertproblem mit stiickweise linearen finiten Elementen.
Dabei verwende man die Maschenweite h = 1/2 sowie eine Fortsetzung u,(z) mit
u(z) = uo(x) + uy(z), uy(—1) = 2/3. Man gebe das resultierende lineare Gleichungs-
system sowie die zugehorige Losung an.

3.2. Gegeben sei das Randwertproblem

—u'(z) = -2 firz e (=1,1), w(-1)=9/4, u/(1)=1.

Man diskretisiere das Problem mit dem Finite Differenzen Verfahren mit einer Schrittweite
h = 1/2. Man leite das lineare Gleichungssystem her und gebe die Ndherungslosung an.

3.3. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(z) = f(z) firze(-1,1), «(-1)=1, «'(1)=1.

Man diskretisiere das Problem mit dem Finiten Differenzen Verfahren. Man diskutiere die
Losbarkeit des linearen Gleichungssystems und begriinde die jeweiligen Aussagen.
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3.4. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(z) +u(r) =2 -2 firx e (0,1), «'(0)=0, wu(l)=1.
a. Man leite die Variationsformulierung fiir das Randwertproblem her.

b. Man diskretisiere das Randwertproblem mit stiickweise linearen finiten Elementen,
dabei verwende man die Maschenweite h = 1/4. Weiters verwende man eine lineare
Fortsetzung u,(z) mit u(z) = ug(x)+uy(x) und uy(1) = 1. Man leite das resultierende
lineare Gleichungssystem her und gebe die zugehorige Losung an.

3.5. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(z) + v/ () + u(z) = f(x) firze (0,1), u(0)=1, «'(1)+u(l)=1.

Man diskretisiere das Problem mit dem Finiten Differenzen Verfahren und gebe das resul-
tierende lineare Gleichungssystem an.

3.6. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(x) +u(r) = (x —1/2)> =2 firxz € (=1,1), u(-1)=9/4, wu(l)=1/4

Man diskretisiere das Problem mit dem Finiten Differenzen Verfahren mit der Schrittweite
h = 1/2. Man leite das lineare Gleichungssystem her und gebe die Ndherungslosung an.

3.7. Gegeben sei das Randwertproblem
—u"(z) +ulr)=(x+1)* -2 firzec (~1,1), u(-1)=0, u(l)=4

a. Man leite die Variationsformulierung mit den zugehérigen Funktionenrdumen fiir das
Randwertproblem her.

b. Man diskretisiere das Randwertproblem mit stiickweise linearen finiten Elementen,
dabei verwende man die Maschenweite h = 1/2. Weiters verwende man eine lineare
Fortsetzung uy(z) mit u(z) = ug(x) + ug(x) und uy,(—1) = 0, uy(1) = 4. Man leite
das resultierende lineare Gleichungssystem her und gebe die zugehorige Losung an.

3.8. Man bestimme eine Darstellung der Losung des Randwertproblems
—u"(x) = f(z) firze (1,2), w(l)=1, u(2)=2,
mit Hilfe der Greenschen Funktion.
3.9. Gegeben sei das Randwertproblem
—u(x) +au(r) =2%/2 -1 firz e (1/2,2), u(1/2)=1/8, wu(2)+u/(2) =4

Man diskretisiere das Problem mit dem Finiten Differenzen Verfahren mit der Schrittweite
h =1/2. Man leite das lineare Gleichungssystem her und gebe die N#éherungslosung an.
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3.10. Gegeben sei das Randwertproblem
—u" () + (1 +2H)u(z) =0 firz e (-1,1), u(-1)=2, wu(l)=-1.
a. Man transformiere das Randwertproblem auf eines mit homogenen Randdaten.

b. Man leite die Variationsformulierung mit den zugehorigen Funktionenrdumen fiir das
transformierte Randwertproblem her.

c. Man diskretisiere das transformierte Randwertproblem mit stiickweise linearen fi-
niten Elementen, dabei verwende man die Maschenweite h = 1/2. Man leite das
resultierende lineare Gleichungssystem her und gebe die zugehorige Losung an.

3.11. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) = f(z) firz e (0,1), «'(0)=0, u(l)=0

bestimme man die Greensche Funktion. Wie lautet die Losung des Randwertproblems fiir

flx) =17
3.12. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) + (1 +2)u(z) =0 firz e (0,1), w(0)=0, u(l)=1

bestimme man das lineare Gleichungssystem, welches durch Anwendung der Finiten Dif-
ferenzen Methode mit einer konstanten Schrittweite h = 1/4 entsteht.

3.13. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) =1 firz e (0,1), «'(0)=0, u(l)=0

bestimme man das lineare Gleichungssystem, welches durch Anwendung einer Finiten Ele-
mente Methode mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen und einer konstanten Maschen-
weite h = 1/2 entsteht. Wie lautet die Néherungslosung in z = 0 und in x = 1/4.

3.14. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) —u(z) = f(z) firze (0,7), u(0)=0, u(r)=0
bestimme man die Greensche Funktion.
3.15. Fiir das Randwertproblem
—u'(x)=1—2 firz e (0,2), u(0)=0, u(2)=0

bestimme man das lineare Gleichungssystem, welches durch Anwendung einer Finiten Ele-
mente Methode mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen und einer konstanten Maschen-
weite h = 1/4 entsteht. Man begriinde, warum das Gleichungssystem fiir jede beliebige
konstante Maschenweite A immer eindeutig losbar ist.
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3.16. Man betrachte das Randwertproblem
—u"(z) =1 firz e (0,1), u(0)=0, wu(l)=0.

a. Man berechne einen Wert a, fiir den gilt

en ::/0 [u(z) — up(2))?dr < ah?

wobei u;, die Finite Elemente N#herungslosung mit linearen Basisfunktionen und
einer konstanten Maschenweite A ist.

b. Wie klein mufl man h wihlen, so dafl e, < 10~ gilt?

3.17.

a. Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung

—u"(z) — 9u(z) =0 fiirz e R.

b. Man verwende finite Differenzen fiir die Diskretisierung des Randwertproblems
—u"(z) — u(z) = f(z) firz e (0,1), u(0)=u(l)=0

mit einer Schrittweite h = 1/3 und gebe das resultierende lineare Gleichungssystem
an.

c. Diskutieren Sie die Losbarkeit des resultierenden linearen Gleichungssystems und
begriinden Sie Thre Aussage.
3.18. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) =1 firz e (0,1), u(0)=0, u(1)+u(l)=0

bestimme man das lineare Gleichungssystem, welches durch Anwendung einer Finiten Ele-
mente Methode mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen und einer konstanten Maschen-
weite h = 1/3 entsteht. Man gebe die Ndherungslosung an.

3.19. Fiir das Randwertproblem

—u"(z) = f(z) firze (0,1), «'(0)—u(0)=0, u(l)=0
bestimme man die Greensche Funktion.
3.20. Man berechne die Losung des Randwertproblems

—u"(z) =1 firze (0,1), «'(0)—u(0)=0, wu(l)=0
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3.21. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) —u'(z) = f(z) firze (0,1), u(0)=u(l)=0

bestimme man die Greensche Funktion. Man beachte, dafl die Bilinearform der Differenti-
algleichung nicht symmetrisch ist.

3.22. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) +u'(z) = f(z) firze (0,1), u(0)=u(l)=0

bestimme man die Greensche Funktion. Man beachte, dafl die Bilinearform der Differenti-
algleichung nicht symmetrisch ist.

3.23.

a. Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung

_ 4 (:piu(x)) =0 firzeR.

b. Man bestimme die Greensche Funktion zum Randwertproblem
—xu"(z) —d/(z) = f(z) firz e (1,e), u(l)=ule)=0.
Dabei ist e die Eulersche Zahl mit Ine = 1.
c. Man bestimme die Losung des Randwertproblems

—zu’(z) —u'(z) =1 firz e (l,e), u(l)=u(e)=0.

3.24. Gegeben sei das Randwertproblem
—zu"(z) = () =1 firze(1,2), u(l)=u(2)=0
sowie die Stiitzstellen z, = 1+ k/3 fir £ =0, 1,2, 3.

a. Geben Sie die zugehorige Variationsformulierung an.

b. Geben Sie das lineare Gleichungssystem an, welches bei Diskretisierung mit stiick-
weise linearen Basisfunktionen entsteht.

c. Bestimmen Sie die Ndherungslosung u,(z) in = 5/3.
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3.25. Man bestimme die Losung des Randwertproblems

d [ d ) P _
0 lx%u(x)] =1 firze(1,2), wu(l)=0, %u(x)pc:g = 0.

3.26. Fiir die Losung des Randwertproblems
—u"(z) —4u'(z) =1 firze (0,1), w0)=0, wu(l)=1

betrachte man ein finites Differenzenverfahren mit einer global gleichméssigen Schrittweite
h = 1/2. Fiir die Diskretisierung der Ableitung 2. Ordnung verwende man einen symme-
trischen Differenzenquotienten, wiahrend man fiir die Ableitung 1. Ordnung sowohl den
vor— als auch den riickwartigen Differenzenquotienten betrachte. Man begriinde, welcher
Differenzenquotient fiir die Berechnung der Néherungslosung verwendet werden sollte.

3.27. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) + au(z) =1 firz e (0,1), «'(0)=4u'(1)=0

diskutiere man die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen in Abhéngigkeit von o € R.
Man begriinde die jeweiligen Antworten.

3.28. Gegeben sei das Randwertproblem
—(a(z)u'(z)) =1 firz e (0,1), w(0)=u(l)=0
mit einer gegebenen Funktion a(z) > ag > 0.
a. Man gebe die zugehorige Variationsformulierung an.

b. Essein nun a(x) = 1+x. Man berechne die Matrix, die bei der Diskretisierung der Va-
riationsformulierung mit stiickweise linearen finiten Elementen mit der Schrittweite
h = % entsteht.

3.29. Man betrachte das Randwertproblem
—u"(x) =1 firze (-1,1), u(-1)=wu(l)=0.

a. Man gebe das Gleichungssystem an, das durch die Diskretisierung des Randwertpro-
blems mit Hilfe des Finite Elemente Verfahrens unter Verwendung stiickweise linearer
Basisfunktionen mit einer Schrittweite h = 0.5 entsteht.

b. Man bestimme eine Naherungslosung durch Losung des linearen Gleichungssystems.

c. Man skizziere die so erhaltene Ndherungslosung.
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3.30. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) + (1 +2)u(z) =2* firz e (—-1,1), u(-1)=1u(l)=2

bestimme man das lineare Gleichungssystem, das durch Anwendung des Finite Differen-
zenverfahrens mit der konstanten Maschenweite h = 0.5 entsteht.

3.31. Gegeben sei das Randwertproblem
—(a(z)u(x)) 4+ u(z) =1 firz e (0,1), «'(0)=u(1)=0
mit einer gegebenen Funktion a(x) > ap > 0.
a. Man gebe die zugehorige Variationsformulierung an.

b. Es sein a(z) = 1 + x. man berechne die Matrix, die bei der Diskretisierung der Va-
riationsformulierung mit stiickweise linearen finiten Elementen mit der Schrittweite
h =1 entsteht.

c. Man bestimme die Naherungslosung fiir h = 1.

3.32. Man bestimme die Losung des Randwertproblems

—((1+ 2/ (2)) =1 firze (0,1), u(0)=u(l)=0.

3.33. Fiir das Randwertproblem
—u"(x) + 2u(zr) = 2* firz € (0,2), u(0)=2, u(2)=-1

bestimme man das lineare Gleichungssystem, das durch Anwendung des Finiten Differenzen
Verfahrens mit der konstanten Maschenweite h = 1 entsteht. Man skizziere die zugehorige
Néherungslosung.

3.34. Fiir das Randwertproblem
—u"(x) = f(z) firze (0,1), w(0)=0, u'(1)=0
bestimme man die zugehorige Greensche Funktion.

3.35. Man bestimme die Losung des Randwertproblems

_ (“/@)), =1 firxe(0,1), u(0)=u(l)=0.

1+z

3.36. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) = f(z) firz e (0,1), «'(0)=0, u(l)=0

bestimme man die zugehorige Greensche Funktion.
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3.37. Gegeben ist das Randwertproblem
—u"(z) = f(z) firz e (0,1), «(0)=14'(1)=0.
a. Wie lautet die zugehorige Variationsformulierung?

b. Welche Bedingung mufl die Funktion f(z) erfiillen, damit eine Losung des Randwert-
problems existiert?

c. Wie lautet das lineare Gleichungssystem bei einer Diskretisierung mit stiickweise
linearen Basisfunktionen und einer Schrittweite h = 1. Wie lautet die Vorschrift zur
Berechnung des Lastvektors?

d. Welche Bedingung muf erfiillt sein, damit das Gleichungssystem l6sbar ist? In diesem
Fall gebe man die Lésung an!

3.38. Man bestimme die Losung des Randwertproblems

1+

_<“'<‘”))/:x fir z € (0,1), /(0) = u(1) = 0.



Kapitel 4

Anfangs—Randwertprobleme

Bisher haben wir in Kapitel 2 Anfangswertprobleme und in Kapitel 3 Randwertprobleme
gewoOhnlicher Differentialgleichungen betrachtet. Losungen partieller Differentialgleichun-
gen zur Beschreibung physikalischer Vorgénge sind aber meist Funktionen in Zeit und Ort.
Als Beispiel betrachten wir die im Raum eindimenisonale Wérmeleitgleichung, d.h. gesucht
ist eine Funktion u(t, z) als Losung der partiellen Differentialgleichung

0 0

au(t,x) — @u(t, x) = f(t,x) firze (0,1), t>0, (4.1)
welche die Randbedingungen
u(t,0) = u(t,1) =0 firt>0 (4.2)
und die Anfangsbedingung
u(0,z) = up(x) firx e (0,1) (4.3)

erfiillt. Dabei ist die Kompatibilitéat

vorauszusetzen. Im folgenden soll eine Approximation der partiellen Differentialgleichung
(4.1) durch finite Differenzen sowohl in der Zeit als auch im Ort betrachtet werden. Fiir
eine Zeitschrittweite 7 > 0 seien Zeitschritte

ty =kt firk=0,1,2,...

bestimmt. Die Taylor-Entwicklung
1 ~
U(tpyr, ) = u(ty + 7,2) = u(ty, ) + 7u(ty, ) + 572utt(tk, x)

mit einer Zwischenwertstelle ¢, € (tg, tgo1) impliziert mit

w(tps1, ©) — u(ty, x)
T

w(ty, r) = + O(7) (4.4)
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eine Approximation der Zeitableitung in ¢; durch einen vorwértigen Differenzenquotienten.
Entsprechend ergibt sich aus der Taylor—Entwicklung

1 —~
u(ty, ) = u(tpyr — 7,2) = u(tpyr, ) — Tu(tpr1, ) + §T2utt(tk, x)

mit einer zweiten Zwischenwertstelle #, € (tg,try1) die Darstellung

w(try1, ¢) — u(ty, x)

+ O(7), (4.5)

Ut (thgr, ) =

d.h. eine Approximation der Zeitableitung in #;,; durch einen riickwértigen Differenzen-
quotienten. Durch die Konvexkombination der vorwartigen und riickwértigen Differenzen-
quotienten (4.4) und (4.5) ergibt sich fiir ¢ € [0, 1] unter Beriicksichtigung der partiellen
Differentialgleichung (4.1)

w(tpyr, ) — u(ty, )
T

+0(1) = outisr,z) + (1 — o) u(te, x)

= 0 [f(trs1, @) + Uge(tryr, )] + (L — o) [f (T, ) + Uga(te, )]

Zur Approximation der Ortsableitung zu einem festen Zeitpunkt ¢ betrachten wir wie in
Kapitel 3 die Taylor-Entwicklungen

1 1
u(t,z +h) = u(t,r) + hu,(t, ) + §h2um(t, T) + gh?’umx(t, z) + O(h")
und 1 1
u(t,z —h) = u(t,x) — hu,(t,z) + éhQum(t, x) — éh?’umm(t, z) + O(hY).
Daraus folgt
u(t,z + h) — 2u(t,z) + u(t,x — h)

Uge(t, ) = % +O(h?)

und somit ist
u(t + 7,x) — u(t, x)
T

+O(r) =

_ [f(t+7’$)+u(t+7,x+h)—2u(t};7,x)+u(t+7,x—h) +(9(h2)]

t h) —2u(t t,x—h

+(1—-0) {f(t,a:) b th) u;f) tult,z—h) +(9(h2)] .
Fiir eine im Ort x viermal und eine in der Zeit t zweimal stetig differenzierbare Losung

u(t, z) des Anfangsrandwertproblems (4.1)—(4.3) gilt also

u(t+7,x) — u(t,x)
T
u(t+71,x+h)=2u(t+7,2)+ult+71,2—h)
B2

u(t,x + h) —2u(t,z) +u(t,z — h)
_(1 - U) B2

=of(t+72)+ (1 —0)f(t,z)+O(1) + O(R?).

(4.6)
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In den Stiitzstellen z; = ih fiir ¢ = 0,1,...,n mit einer Ortsschrittweite h = 1/n sei

ub = u(ty, x;)

die Naherungslosung zur Zeit t5. Aus (4.6) ergibt sich dann das finite Differenzenschema

k41 L k41 k41 k+1 k k k
u; =y usy —2u;T 1 ug g — 2uf + ufy
_ — o)
2

i—1
T 4 h? (

= off+ (1 =o)ff
firi=1,...,n— 1. Fir k = 0 folgt aus der Anfangsbedingung (4.3)
ud = ug(z;) firi=0,1,...,n,
weil aus der Randbedingung (4.2)
ulg :UZ =0 firallek >0
folgt. Mit der Steifigkeitsmatrix A, siehe (3.15), ist also

l [ngrl —Qk] +0Angk+1 4 (1 o O')Angk _ O_fk+1 + (1 . O')fk (47)
T L L

Insbesondere fiir 0 = 0 ergibt sich mit

bt = WF [ — At (4.8)

ein explizites Schema, wihrend fiir ¢ = 1 ein rein implizites Schema folgt,
(I +7A,)uf ™ = ub 4 7 fFH (4.9)

Wihrend beim expliziten Verfahren (4.8) die Nidherungslosung u**! allein durch eine Aus-
wertung der rechten Seite berechnet werden kann, ist beim impliziten Verfahren (4.9) in
jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem zu losen.

Generell stellt sich die Frage, inwieweit die Wahl des Parameters ¢ und die Festle-
gung der Zeit— und Ortsschrittweiten 7 und h die Eigenschaften des Naherungsverfahren,
insbesondere die Stabilitéit beeinflussen. Hierzu betrachten wir eine homogene partielle
Differentialgleichung (4.1) mit f(¢,z) = 0 und das dann aus (4.7) resultierende lineare
Gleichungssystem

(I +orA)u"™ = (I —(1—o0)7A,)u",

d.h.

i (I4+07A,) I = (1 —0)TA,u”

= [I—7(I+o07A,) A,
= [I—71(1+07A,) A .

I
I
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Entscheidend fiir die die Stabilitédt des Verfahrens ist also das Verhalten der Eigenwerte oy,
der Fehlerfortpflanzungsmatrix

Y, =1 —-7(I+07A,)A,.

Nach (3.22) sind die Eigenwerte von A,, gegeben durch
k
Ay = 4n?sin? 8 fiir k = 1,...,n—1.
2n

Fiir die Eigenwerte von X, ergibt sich dann

T)\k

—— firk=1,...,n— 1L
1+0’7’)\k o ’ "

O'kzl

Fiir ein stabiles Verfahren mufl die Bedingung
|0’ k| S 1

fiir alle Eigenwerte der Fehlerfortpflanzungsmatrix ¥, erfiillt sein, d.h.

T)\k
<l—-——<1.
- 1l4+omh —

Insbesondere muf3 also

gelten, was zu

dquivalent ist. Fir

o >

DO | —

liegt also ein unbedingt stabiles Verfahren vor, d.h. Stabilitdt folgt unabhédngig von der
konkreten Wahl der Zeit— und Ortsschrittweiten 7 und h. Fiir das explizite Verfahren mit
o = 0 folgt die Stabilitdt aus der Bedingung

1 1

2 4rn?sin®(km/2n)

<0 firallek=1,...,n—1,

d.h.
2rn?sin®(km/2n) < 1.

Insbesondere fiir K = n — 1 ergibt sich mit der Ortsschrittweite h = 1/n die Forderung
T< 1 h?,
— 2

d.h. die Zeitschrittweite ist in Abhéngigkeit der Ortsschrittweite hinreichend klein zu
wiéhlen. Eine solche Bedingung bezeichnet man nach Courant, Levy und Friedrich als CFL—
Bedingung.



Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

Das Gesetz der Massenerhaltung besagt, dafl die Masse eines beliebigen zeitabhingigen
Kontrollvolumens w(t) C R? konstant ist, d.h. mit der Massendichte o(t, z) gilt

il o(t, (1)) dz(t) = 0. (5.1)

Durch die Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems, d.h. durch Vertauschen von
Differentiation und Integration, folgt aus (5.1) die Kontinuitétsgleichung

9 olt,2) + div (olt, 2)u(r, 2)) = 0 52
mit der Geschwindigkeit v(t, z) eines Partikels in # € R%. Fiir ¢ = 0 sei eine Anfangsbedin-

gung
0(0,7) = go(z) fiir x € R? (5.3)

gegeben. Insbesondere fiir d = 1 und = € R sowie fiir eine konstante Geschwindigkeit
v(t,z) = a ergibt sich aus (5.2) die Erhaltungsgleichung

0 0
atg(t, x)+ ay- o(t,z) = 0 (5.4)
Die partielle Differentialgleichung (5.4) kann als Richtungsableitung

—o(t,x)
1 ot o(t, o B
: = —o(t ~o(t,z) = 0
<a) 9 (t.2) grolhe) +agrolta)
axQ )
interpretiert werden, d.h. o(t,z) ist in Richtung (1,a)" konstant. Die Losung o(t, ) ist
also entlang einer Geraden
x — at = konstant
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konstant. Diese Geraden heiflen Charakteristiken. Die Losung o(¢, x) ist konstant auf jeder
Charakteristik, d.h. es gilt

o(t,x) = o(x — at),

wobei die Funktion ¢ durch die Anfangsbedingung (5.3) bestimmt ist. Insbesondere fiir
t =0 ist

o(z) = 0(0,z) = oo(z),

d.h. wir erhalten als Losung
o(t,x) = o(x —at) = go(x — at).

Beispiel 5.1 Die Lésung des Anfangswertproblems

0 0
ag(t,:c) +a%9(t, x) =0, 0(0,2)=sinz firzeR, t>0

st gegeben durch
o(t,x) = sin(x — at).

Allgemein betrachtet wird eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestim-
mung einer Funktion u(¢, ) als Losung des Anfangswertproblems

0 0
Eu(t,x) + a—xF(u(t, x)) = f(t,z), u(0,2)=ug(x) firzeR, t>0. (5.5)
Dabei ist F'(u) eine gegebene Funktion. Zum Beispiel wird durch
1
F(u) = 5 u?

die Burgers—Gleichung

0 0
au@v I) _'_u(tv x)a_l‘u@’ I) = f(t,l’) <56)

beschrieben. Insbesondere fiir f(¢,z) = 0 sprechen wir von einer Erhaltungsgleichung,

0 )
au(t, x)+ %F(u(t,x)) =0, u(0,2)=wup(z) firzxeR, t>0. (5.7)

Fiir die Losung der allgemeinen Erhaltungsgleichung (5.7) soll hier das Charakteristiken-
verfahren behandelt werden. Gesucht sind die Charakteristiken C, d.h. Kurven in der (¢, x)—

Ebene, entlang derer die Losung u(t, x) konstant ist. Fiir einen Parameter s € R und einen
Anfangspunkt 7 € R kann eine Kurve in der Ebene durch eine Parametrisierung

t =T(s,7), == X(s,7)
mit einem Anfangspunkt

t=T(0,7)=0, z=X(0,7)=r71
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dargestellt werden. Fiir die Funktion u(¢, z) ergibt sich dann die Darstellung
u(t,z) = u(T(s,7), X(5,7)) = Uls, 7).

Da die Losung u(t, x) entlang einer Charakteristik C konstant sein soll, muf entlang einer
Charakteristik die Ableitung nach dem Parameter s verschwinden, d.h. es muss

d
gU(S, T) =0
gelten. Mit der Kettenregel ist
d d
— = —u(T X
SUGsT) = Su(T(s7), X (s,7)
0 d 0 d
= — —T — —X
oot 1) S T(s,7) + =ult, )5 X (s, 7)
0 0
= — F/ —_— =
Zult, )+ F(ult,2) -t 7) =
falls J J
—T = —X =F =F
ST(s,m) =1, 2 X(s,7) = Flu(t,)) = F'(U(s,7)
erfiillt ist. Zu 16sen ist also ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen
iT(s 7)=1 iX(s T)=F'(U(s,7)) iU(s 7)=0 (5.8)
dS ) - dS ) - ) ) dS ) - .

wobei noch geeignete Anfangsbedingungen fiir s = 0 zu formulieren sind,
T0,7)=0, X(0,7)=7, U(O,7)=U(T(0,7),X(0,7)) =u(0,7) = up(7).

Die Losungen von (5.8) sind also Funktionen abhéngig vom Kurvenparameter s € R, und
vom Anfangspunkt 7 € R. Fiir das Anfangswertproblem

d
£T(3,7) =1, T(0,7) =0

ergibt sich die Losung

Fiir das Anfangswertproblem

d
£U(s,7‘) =0, U(0,7) = wuo(7)

ergibt sich die vom Anfangspunkt 7 € R abhingige Losung

U(s, ) = uo(T).



Zu losen bleibt

mit der Losung
X(s,7) = F'(up(7)) s+ 7.

Mit s =t sind die Charakteristiken gegeben durch die Geraden
r = X(t,7) = F'(ug(r)) t + 7,
auf denen eine konstante Losung durch den Anfangswert uo(7) beschrieben wird.

Beispiel 5.2 Fiir F(u) = %u2 erhalten wir die Burgers—Gleichung

0 0
au(t, x) + u(t, x)a—xu(t, x) =0

mit F'(u) = u. Dann folgt
U(t,7) = up(7)

entlang der Geraden
r=X(t,7) = Fllug(r))t+7 = up(r)t + 7.
Wir betrachten nun als Anfangsbedingung
uo(7) = sin(wr)  firT € |0,2].
Fiir die Charakteristiken ergeben sich dann die Geraden
x = X(t,7) = sin(a7)t+71 firT €[0,2].

Offenbar ist
Z'(t) = sin(77)

und somit folgt

Z(t) >0 firte(0,1), 2'(t)<0 firre(1,2), 2'(t)=0 firt=0,1,2.

Damit schneiden die Geraden
r = X(t,7) =sin(rr)t+71 firTe (0,1)

jene Gerade fiir T =1,
r = X(1) =1,

7
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jeweils fir ein t* =t*(1) > 0 mit

1—17
sin(wr) t* 4+ 7 , (1) Y p—
Nur fiir
3 . * . 1 - T 1
t<tr. = min ¢’ (7) = min — = - ~(.3183
r€[0,2] rel02 sin(wr)

existiert dann eine klassische Lisung, welche durch das Charakteristikenverfahren konstru-
tert werden kann.

Die Frage nach der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems hidngt eng zusammen
mit der Auflésbarkeit der Gleichung

r=X(t,7) = Fug(r))t + 7
nach 7 = 7(¢,z). Dann kann die Losung
U(t,7) = uo(1) = wo(7(t,x))

als Funktion in (¢, z) dargestellt werden. Dies ist eine Anwendung des Satzes iiber implizite
Funktionen.

Satz 5.1 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien g(t,x;7) und g,(t, z; ) stetige Funk-
tionen in einem Gebiet G C R3. Sei (tg, 0;79) € G mit

g(to, xo;10) =0, g-(to, x0;70) # O.

Dann kann die Gleichung
g(t,z;7) =0

in einem Kreis um (to, xg) nach 7 = 7(t, ) aufgeldst werden, d.h. es gilt
g(t,2; 7(t,2)) = 0.

Der Satz tiber implizite Funktionen wird nun zur Bestimmung von 7 = 7(¢, ) als Losung
der Gleichung
g(t,z;7) = Fllug(t))t+7—2 =0

angewandt. Offenbar ist
g-(t,z;7) = F"(up(7)) ug(r) t + 1
und fiir £ = 0 und x = 7 folgt

9(0,7;7) =0, g¢.(0,7;7)=1.
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Fiir eine konvexe Funktion F'(u) mit
F"(u) >0
und eine monoton wachsende Funktion ug(7) mit
ug(T) >0

folgt fiir t > 0
gr(t,z;7) = F"(ug(7)) ug(r)t+1 > 1,

Dann kann die Gleichung
g(t, ;1) = Fllug(m))t+7—x
global fiir alle ¢ > 0 nach
T=1(t, )

aufgelost werden. Im Gegensatz hierzu existiert fiir F”(u) > 0 und eine streng monoton
fallende Anfangsbedingung mit u((7) < 0 ein Zeitpunkt

1
i oy e R

fiir den die Auflésung nach 7 = 7(¢, z) nicht mehr moglich. Existiert das Minimum

1
t* = mi >0
TeR — P (ug(r))up(r)

so wird zum Zeitpunkt ¢ = t* die Auflésungsbedingung erstmals verletzt. u(t, z) wird fiir
t > t* als Funktion mehrdeutig und dies ist nicht mehr physikalisch sinnvoll. Daraus ergibt
sich die Notwendigkeit der Betrachtung eines allgemeineren Losungsbegriffes.

Betrachtet wird wieder eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in der Form

%u(t,x) + %F(u(t,x)) = f(t,x), u(0,z) =wup(x) firzeRt>0.

Sei u(t, z) eine klassische, d.h. eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems
(5.5), dann gilt die partielle Differentialgleichung punktweise fiir x € R und ¢ > 0. Fiir eine
unstetige Losung sind die partiellen Ableitungen nicht erklart, deshalb betrachten wir eine
schwache Formulierung der partiellen Differentialgleichung.

Die Multiplikation der partiellen Differentialgleichung mit einer geeignet gewdihlten
Testfunktion (¢, z) und anschlieende Integration ergibt die Gleichheit

/IM/R [%u(t:ﬂ) + %F(u(t, x))] o(t,x)dedt = /R+ Rﬂt’ 2)p(t, z) dx dt.
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Fiir die Existenz der uneigentlichen Integrale ist vorauszusetzen, dafl die Testfunktion
©(t, x) auBerhalb eines beschrinkten Bereiches identisch verschwindet, d.h. fiir ein geeignet
gewdhltes R € R gilt

o(t,z) =0 firt>R, || >R.

Mit partieller Integration folgt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung
/ —ut:p (t,z)dt = / —utx (t,z)dt
R+
t=0 0 ot

— _uo(xyp(()’x)—/R u(t,x)%@(t,x)dt

= u(t, z)p(t, x)

sowie

/R%F(u(t,x))cp(t,x) der = /R %F(u(t,x))cp(t,x) dx

R R
= F(u(t,x))p(t, x) ) R—/ F(u(t,x))%cp(t,x)dx

—R

_ —/RF( (t, g;))a8 ot ) de

Dies motiviert die folgende Definition einer schwachen Losung des Anfangswertproblems

(5.5).

Definition 5.1 FEine integrierbare Funktion u(t,x) heifit schwache Ldsung des Anfangs-
wertproblems

0 0

Eu@a SL’) + %F<u<t7 .T)) = f(ta SL’), U<O,.’L‘) = UO<.§L’> f’LH”.CL’ S R7 t >0,
wenn fiir jede beliebig oft differenzierbare Testfunktion ¢(t,x) mit beschrinktem Trager die
Gleichung

/R+/R [u(t,x)%<ﬁ(t,x) + F(U(t,x))%s@(t,x) + f(t,x)cp(t,x)] dxdt+/R wo(2)p(0, )dz = 0

erfiillt ist.

Die Definition einer schwachen Losung ist eine Verallgemeinerung des klassischen Losungs-
begriffs. Nach Konstruktion ist jede stetig differenzierbare Losung von (5.5) auch Losung
der Variationsformulierung und somit auch schwache Losung. Andererseits, ist die schwache
Losung wenigstens stiickweise stetig differenzierbar, so ist die schwache Losung in den Ste-
tigkeitspunkten auch klassische Losung des Anfangswertproblems. Zu untersuchen bleibt
jedoch das Verhalten einer schwachen Losung entlang einer méglichen Unstetigkeitskurve.
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Hierfiir betrachten wir die Variationsformulierung des Anfangswertproblems (5.5) fiir
eine Testfunktion (¢, z) mit ¢(0,z) =0 fir x € R, d.h. es gilt

/R /R [u(t,x)%@(t,x)jLF(u(t,x))%go(t,:c)—i— f(t,x)@(t,x)} dedt = 0. (5.9)

G = {(t,x) €R?:te(0,R), z € (—R,+R)}

ein zweidimensionales beschrinktes Gebiet mit Rand 0G und es gelte p(t,z) = 0 fiir
(t,z) € 0G. Im Falle einer unstetigen Losung u(t, z) nehmen wir an, daf diese Unstetig-
keitslinie durch eine glatte Kurve ¥ = (¢,0(t)) in G gegeben ist. Dann sind

G - {(t,x) Gz <a(t)}

und
G, = {(t,x) €g: :L‘>0'(t)}

die Teilbereiche von G, in denen die schwache Losung als stetig differenzierbar vorausgesetzt
wird, siehe Abbildung 5.1. Die Einschrankungen u4 (¢, z) der schwachen Losung u(t, z) auf
die Teilbereiche G sind dort also auch klassische Losung der partiellen Differentialgleichung
n (5.5). Aus der Variationsformulierung (5.9) folgt dann

0 = /g [u(t,x)%cp(t,x) + F(u(t,x))%gp(t,x) + f(t,x)cp(t,x)} dxdt
0 0
-/ + ) (1) 4 Flust,)) (e, ) + 0, 2)¢(0,2)| da
+[; {u(t, x)%@(t, x)+ F(u(t,x))%@(t, x)+ f(t,x)go(t,:c)] dxdt .

w0 = (500 )

den dufleren Normalenvektor beziiglich G.. Aus

Fiir (¢,z) € 0G+ bezeichnet

—v (t,z) dedt = / ni (t, 2)v(t, ) ds
Qi 0G+

folgt die Formel der partiellen Integration,

/w(t,x)gv(t,x)dazdt:/ nti(t,x)v(t,x)w(t,x)ds(t,x)—/ v(t,:c)gw(t,x)dxdt.
G ot 96 Gs ot

Entsprechend gilt

/w(t,x)gv(t,x)dxdt:/ n;t(t,x)v(t,x)w(t,x)ds(t,x)—/ v(t,x)gw(t,x)dxdt.
G Oz 9G+ G Oz
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x fnfr
ng// Yix=o(t)
t
G-
oG
*n_

Abbildung 5.1: Aufteilung des Integrationsgebietes G.

Dann folgt

0 = /g {u#t,x)%ap(t,x) + F(u+(t,x))%<p(t,x) + f(t,x)gp(t,x)] dxdt

0 0
+/g_ [u_(t,x)acp(t,x) +F(u_(t,x))%cp(t,x) +f(t,x)g0(t,x)} dzdt

_ /BQ [ u (t, 2) (L, ) + 0 F(ug (t,2))p(t, 7)) dsga

- [ |t + it - 0.0 ot

G+

[ It apltn) g Pttt o)] s
oG_
| 020+ 5 Fu-(0,0) = f(0,0)] ol ).

Da die Funktionen u(¢,x) in den Bereichen G klassische Losungen der partiellen Diffe-
rentialgleichung sind, entfallen die Gebietsintegrale iiber G, d.h. es gilt

0 = [ Infutappltn) Pt o)oltn)] ds
G4
+ /a ] [n;u_(t,2)p(t, x) + ng Fu_(t,2))p(t, z)] dsg. -

Wegen ¢(t,x) = 0 fiir (t,x) € 0G verbleiben nur die Integrale iiber die Unstetigkeitskurve
Y. Aus der globalen Stetigkeit der Testfunktion (¢, z) folgt dann

0= /2 [(nﬁq(t, x) +nyu_(t, x)) + (nIF(u+(t, x)) +mn, Fu_(t, x)))] o(t, x)ds(.z).
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Entlang der Unstetigkeitskurve ¥ sind die dufleren Normalenvektoren beziiglich G, und
G_ entgegengerichtet,
nt(t,x) = —n~(t,x) fiir (t,z) € .

Somit gilt
0= / i (e (t2) = us(t2)) + g (Flu(t,2)) = Flus(t,2))) (¢ 2)dse
b
fiir alle Testfunktionen (¢, z). Fiir einen stetigen Sprung folgt dann
ny (u_(t, ) — uy(t, x)) o (F(u_(t, 7)) — Flu,(t, x))) —0 fir(tLr)eYD.

Fiir den Normalenvektor n~ beziiglich G_ gilt die Darstellung

wit) = e (771

und somit folgt

o'(t) (u,(t,x) oyt x))) = Flu_(t,7)) — Fluy(t,z)) fir (f,z) € ¥
bzw.
o' (t) [u(t,x)]|s = [F(u(t,x))]s fir (t,z) € . (5.10)
Dabei bezeichnet
[u(t, )]s == uy(t,x) —u_(t,x) fir(t,z)eX

den Sprung, und ¢’(t) die Geschwindigkeit von 3.

Satz 5.2 Seiu(t,z) in G eine schwache Lisung des Anfangswertproblems (5.5), und klas-
sische Losung in Gy, welche fir (t,x) € 3 einen stetigen Sprung [u(t, z)]s besitzt. Dann
gentigt u(t, z) der Rankine—Hugoniot-Bedingung

F(U+(t,ZL‘)) —F(U_(t,l‘)) = Ol(t) (U+(t,[L‘) —U_(t,ZL‘)) fur’ (t,$’) SIP (51]‘)
Beispiel 5.3 Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die Burgers—Gleichung, d.h. fiir
F(u) = su? ist

2u(t x) + u(t x)gu(t ) =0 firteR, t>0
315 ) ) 31’ ) - 9 -
mit der Anfangsbedingung
1 furxz <0,
w(0,2) = up(z) = ¢ 1—=x fir0 <z <1,
0 furxz > 1.
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Fiir die charakteristischen Kurven ergibt sich

r=X(t,7)=F(u(r))t+7 = uo(T)t + 7

und somit
t+ 71 firT <0,
zt)=¢ (I1—=7)t+7 fir0<t <1,
T fiirT > 1.

Fiirt =1 schneiden sich die Charakteristiken im Punkt (1,1), d.h. eine klassische Lisung
existiert nur firt < 1. Firt <0 ist x =t + 7 und somit folgt

u(t,z) =1 fire—t<0.
Fir > 1 ist x =1 und somit folgt
u(t,z) =0 firz>1.
Fir0<rt<1 ist

-1
r=1-71)t+7=t—7(t—-1), 7= T tE(O,I]

und somit
x—t:(l—t)—(:p—t)zl—x fdrx_t
1—1¢t 1—t 1—1¢ 1—1¢

u(t,z) = up(t) = 1— € (0,1].

Fiirt <1 existiert also eine eindeutige stetige Losung

1 firx <t,
1 —

u(t,z) = 1_? firt <z <1,
0 firxz > 1.

Firt > 1 kann eine schwache Losung definiert werden, welche der Rankine—Hugoniot—
Bedingung (5.11) gendigt. Offensichtlich erfillen u_(t,z) = 1 und uy(t,x) = 0 firt > 1
die partielle Differentialgleichung im klassischen Sinne. Weiter ist

u_(l,z) =1 firz <1, uy(l,z) =0 firl <.
Aus

[u(t,z)]js = ug(t,x) —u_(t,x) = =1, [F(u(t,r))y = F(uy(t,v)) — Fu_(t,z)) = —%

folgt
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Mit o(1) =1 folgt fir die Unstetigkeitslinie ¥ die Darstellung

olt) = 5(t+1).

Fiirt > 1 lautet also die schwache Ldsung

Ly 1 firz < $(t+1),
ult,7) = 0 firz > $(t+1).

Man bezeichnet eine solche Lisung auch als Schockwelle, welche sich entlang von ¥ for-
miert.

Beispiel 5.4 Wie betrachten ein Anfangswertproblem mit Verdimnungsfdcher,

(t,z) + u(t,x)gu(t,x) =0 firreR, t>0

5“ ox

mit der Anfangsbedingung
0 firz <0,

u(0,z) = up(z) = { 1 fiir > 0.

(t) = T furT <0,
= t+7 firT > 0.

Die Losung lautet also
fiirxz > t,

(t,z) = :
whE = 0 firz <0.
Offenbar erfillt
. 1
1 fiir z > 575,

1
0 fiirx < 575

sowohl die Burgers—Gleichung als auch die Rankine—Hugoniot-Bedingung. Andererseits de-
fintert firt >0

1 fiir x > t,
X ..

u(t,x) = n fir0 <z <t,
0 firz <0

ebenfalls eine Losung der Burgers—Gleichung, welche sogar stetig ist, d.h. die Rankine—
Hugoniot-Bedingung ist trivial erfillt. Die Rankine—Hugoniot-Bedingung ist also notwen-
dig fiir die Fxistenz schwacher Losungen, fir die Findeutigkeit wird jedoch eine weitere
Bedingung, die sogenannte Entropie—Bedingung, bendtigt.
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5.1 Aufgaben

5.1. Man finde mit Hilfe der Charakteristikenmethode die L('jsung des Cauchnyroblems
Y Yy y Y Y y)

die auf der Einheitskreislinie 22 + y* = 1 den konstanten Wert u(z,y) = 0 annimmt.

5.2. Man berechne die Losung der Differentialgleichung

0 0 B 2u(zx,y)
xaxu(xvy) +y8yu(l"y) - 1 +ln(x2 +y2)7

die auf der Einheitskreislinie 22 + y* = 1 den konstanten Wert ¢ annimmt.

5.3. Man 16se das folgende Problem

0 0
ul(t, x)au(t, z) + eta—xu

mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

(t, ) + [u(t,r)]* =0, wu(0,z)==, x>0

1
x

5.4. Man l6se das folgende Problem

0 0
au(t, x) + xu(t, x)a—xu(t, x)=2t, u(0,z)=z, t>0, ze€R
im Punkt (1, 1) mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.5. Man 16se das folgende Problem

0 0
au(t, x) + 2u(t, x)a—xu(t, z)=0, u(0,2)=z, t>0, xze€R
mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.6. Man l6se das folgende Problem
0 s — 0
—u(t,z) + 3\/?—u(t,:c) =2, wu(t,l)=1+t t>0, zeR
ot ox

mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.7. Man 16se das folgende Problem

0 0
(t+ l)au(t,x) - x%u(t,x) =z(t+1), t>0, z€R

mit der Anfangsbedingung u(0, z) = ¢(z), x € R, mit Hilfe der Charakteristikenmethode.
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5.8. Man bestimme eine Losung der partiellen Differentialgleichung

#gu(t SL’) + #2
tlu(t,z)]?0t x [u(t, z))? Ox

im ersten Quadranten {(¢,z) € R? : ¢ > 0,z > 0} mit den Anfangswerten

u(t,z) = —4

u(cosT,sint) =1, 7€ [0,7/2).

5.9. Gegeben sei das Anfangswertproblem
0 10
—u(t,z) + 5%[u(t, 2))?=0, t>0, u(0,2)=2* xR
a. Man berechne die Charakteristiken des Anfangswertproblems und bestimme die Losung
entlang dieser Charakteristiken.

b. Man untersuche, ob sich zwei Charakteristiken schneiden. Was gilt dann fiir die Exi-
stenz einer klassischen Losung?

5.10. Man finde die Lésung des Cauchy—Problems

0 9, B 5 3
au(t, x)+ %u(t, x)=[u(t,x)]*, t>0, u0,x)=2°, ze€kR

mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.11. Man finde die Lésung des Cauchy—Problems
0 0
y%u(:p,y) — xa—yu(x,y) =1, z,y>0, u(z,00=0, z€R
mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.12. Man finde die Lésung des Cauchy—Problems

0 0
au(t,x) + %u(t,x) =u(t,z), t>0, u(0,z)=uy(z), ze€R

mit Hilfe der Charakteristikenmethode.

5.13. Gegeben sei das Anfangswertproblem

0 0

gu(t,x) + u(t,x)a—xu(t,x) =0 firt>0, xR,
mit der Anfangsbedingung

0 fiir x <0,

1 fiir z > 0.

u(0,2) = {

Man bestimme eine schwache Losung. Ist diese Losung eindeutig bestimmt? Man gebe eine
kurze Begriindung an.
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5.14. Gegeben sei das Anfangswertproblem

gu(t, x) + u(t, x)%u(t, x)=0 firt>0, z€R,

mit der Anfangsbedingung

-1 fir x <0,
1 fiir z > 0.

umﬂg:{

Man bestimme eine schwache Losung. Ist diese Losung eindeutig bestimmt? Man gebe eine
kurze Begriindung an.

5.15. Bestimmen Sie die schwache Losung des Anfangswertproblems

2u(t, x)+ ag[u(t, r)—1?=0 firz R, t>0,
T

ot
mit
2 firz <1,
u(0,2) =<9 2(2—1x) fir z € (1,2],
0 fiir x > 2.

5.16. Bestimmen Sie eine schwache Losung des Anfangswertproblems

%u(t,x) + %[u(t,x) +1*=0 firzeR,t>0,
mit
—1 fir x <0,
u(0,z) = .
0 fiir x > 0.

5.17. Bestimmen Sie eine schwache Losung des Anfangswertproblems

0 0
2 7 _12=0 firzeR
atu(t, x)+ pe [u(t,z) —1]*=0 firz eR, ¢t >0,
mit
—1 fir x <1,
u(0,z) = )
0 fiir x > 1.

5.18. Bestimmen Sie eine schwache Losung des Anfangswertproblems

0 0 9 y
au(t,x)+%[u(t,x)+1] =0 firzeR, t>0,
mit
0 fir x < 2,
u(0,z) = .
1 fiir x > 2.
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5.19. Bestimmen Sie eine schwache Losung des Anfangswertproblems

0 0 9 "
QEu(t,x) + %[u(t, x)—=2]=0 firzeR, t>0,

(0, 7) = 0 fiir x <5,
BT = 1 fir x > 5.

5.20. Gegeben sei das Anfangswertproblem

0 0

au(t, x) + u(t, :c)%u(t, r)=0 firzeR, ¢t>0, wu(0,z)==zx.

a. Geben Sie die charakteristischen Differentialgleichungen und die Anfangsbedingungen
an!

b. Man bestimme die Losungen der charakteristischen Differentialgleichungen.
c. Wie lautet die klassische Losung u(t, z?

d. Ist die klassische Losung auch schwache Losung?

5.21. Bestimmen Sie eine schwache Losung des Anfangswertproblems

0 0 4 "
au(t, x)+ 6_x[u(t’ ) =0 firzeR, t>0
mit

0 firz <1,

0 pu—
w(0,2) {1 fur z > 1.



Kapitel 6

Partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

In diesem Kapitel betrachten wir, analog zur Darstellung (3.8) mittels Greenscher Funktion,
explizite Darstellungsformeln fiir Losungen partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. Als Beispiel betrachten wir das Dirichlet—Randwertproblem der Poisson—Gleichung
in einem beschrinkten Gebiet Q C RY, d = 2, 3:

—Au(z) = f(z) firzeQ, u(z) =g(x) fuirxel =00. (6.1)

6.1 Poisson—Formel

Als Spezialfall betrachten wir zunéchst die homogene partielle Differentialgleichung (6.1)
mit f =0 im Kreis Q = Bx(0) C R? mit

Br(0) = {v € R : |z] < R}.
Gegeben ist also das Dirichlet—Randwertproblem
—Au(z) =0 fir|z| <R, u(z)=g(z) fir|z|=R. (6.2)
Unter Verwendung der Polarkoordinaten
x1=rcosp, xy=rsing firre|0,R), ¢ €[0,2m) (6.3)
ergibt sich fiir eine in € Bg(0) gegebene Funktion
u(z) = u(zy, 22) = u(ey(r, ), 22(r, @) = u(r,¢).

Insbesondere wird also die Funktion u(x) in Abhéngigkeit der kartesischen Koordinaten
(21, 22) mit der Funktion u(r, ¢) in den Polarkoordinaten (r, ¢) identifiziert. Wegen

u(r, ¢+ 2m) = u(ay(r, ¢ + 27), 22(r, 0 + 2m)) = u(1(r, @), 22(r, @) = u(r, @)
ist die Funktion u(r, ¢) 2r—periodisch in ¢.
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Die Losung des Dirichlet—Randwertproblems (6.2) soll in Polarkoordinaten bestimmt wer-
den. Hierzu mufl zunéchst der in den kartesischen Koordinaten gegebene Laplace-Operator
durch partielle Ableitungen nach den Polarkoordinaten ausgedriickt werden.

Lemma 6.1 Sei u(x) = u(r,¢) eine in Polarkoordinaten gegebene stetig differenzierbare
Funktion. Fiir die partiellen Ableitungen gilt dann

0 . 0 -
a—xlu(ﬂ?) 1 ( rcosep —sing Eu(ﬁ ©) 6.4)
0 7\ rsin 0 - .
i Y cosp il
S ou(o) Sl )
firr >0 und ¢ € [0, 27].
Beweis: Mit der Kettenregel ist
0 - 0
Sire) = —ula(r ), aa(r,0))
0 0 0 0

= 8—xlu($)§$1(ﬁ ©)+ a—wu(ﬂf)gw(?ﬂ ©)

= cos p—u(x) + sin gpa—u(:c)
€2

8361
sowie
0 0
%U('f’a@ = %U(iﬁl('f’a@,wz(ﬁw))
0 0 0 0
— a—xlu(:c)%xl(r, )+ T@u(m)%:@(r, ©)
= —rsingu(e) +rcos g -u(z)
= rsmgpaxlu x rcoscpawu x) .
Damit gilt
gﬂ(r, ©) CoS sin iu(x)
87“ o < ¥ ¥ ) 81‘1
0 - o . 0
- —rsing rcosy v
5 wu(’f’, ©) 8@“@)
Wegen

Cos @ sin @
det :T[COS2QO+Sin2g0} =7r>0
—rsing rcosy

ist die Jacobi-Matrix invertierbar und somit folgt

0 0 -
a—xlu(ﬂ?) 1 ( rcosp —sing Eu(ﬁ ©)
0 ~ 7\ rsin 0 -

i ©  cosp “

2 ufe) i)

fir r > 0. ]
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Lemma 6.2 Fir den Laplace—Operator

Buta) = Szula) + Gzl

gilt in Polarkoordinaten die Darstellung

. 10 [ 0. 1 0% _
8ilr) = 1 [ratitro)| + i) (6.5)
firr >0 und ¢ € [0,27].
Beweis: Mit (6.4) ist
0 0 1. 0.
Gula) = cospgii(rg) - ©sings (),

0 @) = sinp )+ Leosp Ll alr )
a@ux = singo-u(r,¢ Tcosgoagour,w.

Fir die Anwendung des Laplace-Operators folgt mit
0? 0?

Au(z) = 8—x%u(az)+a—$%u($)

= i 6 (r )—lsm 6 (r )

o] D, >+l Ziitr. )
8 smcpa % Tcosgoawur,cp

o 1. 9] 0 0 1 ol o

- {cos ¥y, ~ S cp%] 8—x1u(x) + {sm goa . cos goaw] 52a u(z)
o 1. 0 0 - 1. 0

= {cos p5, ~ 5 sin cp%] [cos gogu(r, ) — - sin cp%u(r, cp)}

Flsing S+ Teos oo |sing i ) + - cos o i(r, o)
s goa coscp8 sin g 4u(r, ¢ cos<pa T, Q

0? 2 0
= cos wﬁu(r ©)+ = cosgosnup&p u(r, @)

1 0 1 0% _
+—sm il u(r, <p)+—sm & u(r, p)

0 2 0
+ sin® el (r,gp)—r—smgocosgoa u(r, )

+lcos 9 u(r, )—l—icos ” u(r, o)
, ‘Pa 2 908 , P
0% _ 10 1 0% _
= 52 (7”,90)+;EU(7”,90) 7,—28—%02“(7“,@

die Behauptung. (]
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Fiir das Dirichlet-Randwertproblem (6.2) ergibt sich in Polarkoordinaten

1o 0. 1 0* _ .
{ra—u(r go)] + T—Qa—wu('r’, p) =0 furre (0,R), p €]0,2m) (6.6)

ror
mit der Randbedingung

u(R, @) = glp) = g(x1(R, @), z2(R, ¢)) fiir o € [0, 2m). (6.7)

Zur Losung des Randwertproblems (6.6) und (6.7) betrachten wir den Ansatz der Separa-
tion der Variablen,

u(r, ) = Ur)Vie). (6.8)

Einsetzen in die partielle Differentialgleichung (6.6) ergibt
1

Vel o [rr U] + SU0) v e) = o

bzw., fir U(r) # 0 und V(p) # 0,

r 0| 0 1 02

Da die Summanden jeweils nur von r bzw. von ¢ abhéngen, folgt die Gleichheit

r 0| 0 1 o
i 500 = vigaat e < 09

mit geeignet gewihlten Konstanten a € R. Zu 16sen sind also die gewohnlichen Differenti-
algleichungen

V"' (@) +aV(p) = 0 fiirp € 0,2m) (6.10)
und
r% lr%U(r)] = aU(r) firre(0,R). (6.11)

Fiir die Losung der Differentialgleichung (6.11) fiithrt der Ansatz
Ulr)y=r", U'(r)=~""1 U'(r) =~(y = 1)~

mit v € R auf

vy = D7+ 417 = ar? firr € (0,R).
Damit ergibt sich

a=7*>0. (6.12)

Insbesondere fiir o = 0 ist die Differentialgleichung (6.11) dquivalent zu
ol o
o lraU(r)] =0 firr>0.
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Integration ergibt zunéchst

0
T_ﬁrU (r) = ag
mit einer beliebigen Konstanten ag € R und in der Folge
8 (N
—U(r) = —.
or (r) r

Nochmalige Integration ergibt
Up(r) = apglnr+by fiirr >0

mit einer zweiten Integrationskonstanten by € R.
Fiir o = 0 ergibt sich aus (6.10) die Differentialgleichung

V() = 0 fiir p € [0,27)
mit der allgemeinen Losung
Vo(g) = co+c1p, c¢o,c1 €R.
Damit lautet die allgemeine Losung von (6.9) fir o = 0

uo(r, @) = Us(r)Vo(e) = [agInr + bollco + c1¢] -

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Diese Funktion ist eine Losung der Differentialgleichung (6.6) in Bg(0). Fiir » — 0 ist somit
die Beschranktheit von wg(r, ¢) zu fordern, welche nur durch die Wahl ay = 0 gewéhrleistet
werden kann. Weiterhin ist die Funktion @(r, ¢) als 2r—periodisch in ¢ zu fordern, damit
ist auch ¢; = 0 zu setzen. Mit Ay = bycy ergibt sich als allgemeine Losung der partiellen

Differentialgleichung fiir « = 0
Uo(r, ) = A
Fiir o > 0 ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung (6.10),

V') +aV(p) = 0,

gegeben durch
V(p) = Acosvap + Bsinyay.
Aus der Forderung der 2m—Periodizitét der Funktion @(r, ¢) = U(r)V (p) folgt

Va=n, a=n?
Y

und somit
Valp) = A cosnp + B, sinng  fiirn € N.

Aus

2
Il
Q
Il
3

(6.16)

(6.17)
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folgt v = £n und somit fiir die Losung von (6.11)
Un(r) = cpr™ +c_pr™" furn € N. (6.18)

Wegen der Beschrianktheit der Losung u(r, ¢) fiir 7 — 0 folgt ¢_,, = 0 und somit lauten die
Grundlosungen der partiellen Differentialgleichung fiir o > 0

Un(r, o) = Un(r)Va(p) = r"[A, cosng + B, sinng] firn € N, (6.19)
wobei wir ohne Einschdnkung der Allgemeinheit ¢, = 1 gesetzt haben. Insgesamt ergibt

sich fiir die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung (6.6) in Polarkoordinaten

u(r,p) = Ao+ ZT’”[An cosny + Bysinng|, r >0, ¢e€l0,2nr). (6.20)

n=1

Die verbleibenden Konstanten Ay und A, B,, fiir n € N sind aus der Randbedingung

u(R,p) = g(p) fiir p € [0,27)

zu bestimmen. Fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten der gegebenen Funktion g(¢p)
verwenden wir die folgenden Orthogonalitéitsbeziehungen.

Lemma 6.3 Firn,m € Nqy gilt

. 0 fiirm # n,
/ cosmpcosnpdp = ¢ 21 firm =mn =0,
’ T firm=mn#0
bzw.
. 0 fiirm # n,
/ sinmesinnpdp = 0 firm=mn =0,
" T firm=n#0
sowe

2
/ sinme cosnpdp = 0.
0

Beweis: Aus den Additionstheoremen

cosa+cosff = QCOSOH_ cosa_ﬁ,
2 2

. a+pB . a—-pf

cosa—cosfS = —2sin sin ,
2 2

sina+sinf = QSinthﬁcosa_ﬁ
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folgen fiir

die Gleichheiten

2cosmyp cosny = cos(m +n)e+ cos(m —n)p,
—2sinmy sinngy = cos(m +n)p — cos(m —n)p,
2sinmep cosny = sin(m 4+ n)e +sin(m —n)p.
Somit ist
2 1 2
/ cosmep cosnpdyp = 3 / [cos(m —n)e + cos(m + n)p] dp,
0 0
2T 1 2
/ sinmesinnedyp = 3 / [cos(m —n)e — cos(m + n)y| dye,
0 0
2m 1 2
/ sinmy cosnpdp = 3 / [sin(m — n)e + sin(m + n)p| dp.
0 0

Damit folgen die Behauptungen aus

2m 2m
/ sinugpdgpz/ cosppdp =0 firpeN
0 0

und cos up = 1 fiir p = 0. [ |

Einsetzen der Losung (6.20) in die Randbedingung (6.7) ergibt

u(R,¢) = Ao+ Z R"[A, cosny + B, sinng|] = g(p) fiir ¢ € [0,27).

n=1

Multiplikation dieser Gleichung mit den trigonometrischen Funktionen cos my und sin my
sowie Integration ergibt unter Ausnutzung von Lemma 6.3 fiir die zu bestimmenden Koef-
fizienten

1 [ 11 11

2m 2
Ay = — g(p)d Ay =—— g d B, = —-— g i dy.
"= 5r g(p)dp, A, R"?T/O g(p)cosnpdyp, B, R"ﬂ'/o g(p)sinnpdp
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Damit ergibt sich fiir die Losung des Dirichlet—-Randwertproblems (6.6) und (6.7) die Dar-
stellung

wtre) = o [ a3 () [(3 [ s cosmo o) cosn

+ (l /27r g(v) sinny dz/z) sin nap}
0

™

- % O%’g“(zp) :1 n 22 (%)n [cosmp cos g + sin ngh sinngo}] i
- = O%W) :1+2n§:jl (%)"cosn(zp—so)] i
_ % Ozﬂﬁ(lp) :1+2Re (gzn)] d
mit der komplexen Zahl
2= o|cos(y—p)+isin@ — )|, o= = <1.

Wegen |z| < 1 ist mit der geometrischen Reihe

o o 1
Zz":Zz"—lz 1_2—1: liz

n=1 n=0

und

(1) = (a5

_ Re ( [ocos(y — @) +igsin(y) — @)][1 — gcos(v — ) +iosin(y — ¢)] )
[1 = ocos(v — @) —tosin(Y — p)][1 — ocos(¥ — ¢) +iosin(y — ¢)]
_ ocos(¥ — ¢)[1 — gcos(y) — )] — [osin(y — ¢)]*
[1 —ocos(¥) — ¢)]* + [osin( — ¢)]?
__ocos(¥ —p) — ¢’
1 —2gcos(y) — ) + 0
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Damit folgt

- ocos(Y) — ) — 0
1+2R n = 142
i e<;z> * 1 —2pcos(¢) — @) + 0?
20cos(1) — @) — 20 +1 — 2pcos(v) — @) + ¢*
1 —20cos(y) — @) + 02
1—0°
1 —20cos(v — ) + 0?

und mit ¢ = 7 ist

> RQ _7,2
1+ 2R L — .
+ehe ; ® R? — 2Rr cos(v — @) + 12

Damit ergibt sich fiir die Losung des Dirichlet—Randwertproblems (6.1) die Darstellungs-
formel von Poisson:

Satz 6.1 Die Lisung des Dirichlet-Randwertproblems
~Au(r) =0 firxz € Br(0) CR?* w(x)=g(z) firlz|=R
ist in Polarkoordinaten (r,p) gegeben durch die Darstellungsformel von Poisson,

~ o R? — 2
u(z) = ulr,p) = i/0 g(v) Ty e pr——— Tde/; firxz € Br(0). (6.21)

2T

6.2 Darstellungsformeln

Diein (6.21) angegebene Darstellungsformel beschreibt die Losung des Dirichlet—Randwert-
problems im Kreis Br(0). Jetzt sollen analoge Darstellungsformeln fiir Losungen von Rand-
wertproblemen in beliebigen zwei— und dreidimensionalen Gebieten 2 C R? gewonnen wer-
den. Betrachtet wird wieder das Dirichlet-Randwertproblem (3.1) der Poisson-Gleichung,

—Au(z) = f(x) firz e, wulx)=g(r) firzel =K.

Die Multiplikation der partiellen Differentialgleichung mit einer geeignet gewéhlten Test-
funktion v und anschliefender Integration iiber €2 ergibt zunéchst

/Q F@)o(a)ds = /Q — Au(@)o(z)ds = /Q [— :1 %u(x)] o(x) dz

Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen ist der Stokessche Integralsatz,

/Q ail.w@) dr = /Fw(l’)ni(l’)dsx firi=1,...,d. (6.22)
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Dabei ist n(x) der duflere Normalenvektor fiir z € I'. Insbesondere fiir w(z) = u(x)v(x)
folgt durch Anwendung der Produktregel die Formel der partiellen Integration,

/Qv(:p)aiiu(:p)dx = /Fu(:p)v(x)nz(x)dsw —/Qu(x)aiiv(:p)d:p. (6.23)

Wird in (6.23) die Funktion u(x) durch ihre partielle Ableitung nach z; ersetzt, so folgt

/ () z)de = /8% 2)ni(x)ds, — /8% aiz (2)da

fir ¢ = 1,...,d. Summation iiber ¢ = 1,...,d ergibt die erste Greensche Formel

0
/QVu(x)-Vv(x) dx = /F8nmu(:p)v(:p)dsx+/Q[—Au(x)]v(:p)dx. (6.24)

Dabei ist

8.’171

Vu(z) = :

0

8—mu(5€)
der Gradient der Funktion u(z), und

0
8nxu(x) - an 8901

beschreibt die Normalenableitung fiir « € I'. Durch Vertauschen von u und v gilt analog
u (6.24)

/QVU(J:)-Vu(x) dr = /F8i$v(a:)u(:c)dsx—i—/Q[—Av(:c)]u(:c)d:c. (6.25)

Aufgrund der Symmetrie

/QVu(x) -Vo(z)dx = / Vou(x) - Vu(x)dx

Q

folgt durch Gleichsetzen von (6.24) und (6.25) die zweite Greensche Formel

anx x)ds, + / [—Av(z)]u(z)dr = / 0nw z)ds, + /Q [—Au(z)]v(z)dz .
(6.26)

Insbesondere fiir die Losung u des Dirichlet—Randwertproblems (6.1) gilt

J=sewtay = [ Shutewas, — [ Svwotids,+ [ 10)
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Zu bestimmen bleibt eine Funktion v(y) = U*(z,y), so daf§

/Q[—AyU*(x,y)]u(y)dy = u(x) firzx e (6.27)

gilt. Eine Losung U*(z,y), welche die Relation (6.27) erfiillt, heifit Fundamentallosung des
Differentialoperators. Mit einer solchen Fundamentallosung folgt fiir z € Q die Darstel-
lungsformel der Losung

0 o . "

ue) = [ GV s, [ SUaas,+ [ 10U . 625)
Y

Die Losung u(x) des Dirichlet-Randwertproblems (6.1) kann fiir einen beliebigen Punkt

x € ) berechnet werden, wenn die Normalenableitung

t(y) = o —u(y) firyel
v

bekannt ist. Diese ergibt sich als Losung einer zugehorigen Randintegralgleichung.
Im folgenden soll der zweidimensionale Fall ndher betrachtet werden. Fiir d = 2 ist die
Fundamentallésung des Laplace-Operators gegeben durch

1
Uz,y) = —5-logla —yl. (6.29)
Dabei ist
7=yl = Iy — 312 + [yo — 22)2.
Mit
0 0 Yi — % Yi — %
2=yl = —Vy — 21> + [y2 — 22 = =
ayz 8yl \/[yl — 1’1]2 -+ [y2 — .T2]2 |3j - y‘
und
O toglr ) = —— -y = HE
oglr —y| = r—yl = —7:
Oy |z —y| Oy |z —yl|?
folgt fiir y # x
0? 0?
Ayloglr —y| = 8—y%log|ﬂc—y\+8 5 log |z — y

i Y1 — 21 i Yo — T2
Iyi |z —y|?  Oyz |z — yl?
1 2(y1 — 1) i 1 _ 2(192 — 2y)°

|z —y|? |z =yt |z —yl? |z — yl*

=0,

d.h. es gilt
—AU (z,y) =0 firy#x. (6.30)
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Da die Fundamentallosung (6.29) fiir + = y eine Singularitét aufweist, kann die zweite
Greensche Formel (6.26) nicht fiir v(y) = U*(x, y) angewendet werden. Deshalb betrachtet
man fiir z € 2 die Kugel

B.(x) = {zEQ : |z—:c|<€}CQ,

und das Gebiet

Nach Konstruktion gilt
—AU(z,y) =0 fiiry € Q..

Die Anwendung der zweiten Greenschen Formel (6.26) fiir das gestorte Gebiet (2. ergibt
fiir die Losung u des Dirichlet Randwertproblems (6.1)

0= [ G s, [ U wautds,+ [ F)0 @y,

o, Ony on,
Fiir den Rand des gestorten Gebietes 2. = Q\ B.(x) gilt
00, = 0QUIB.(x) = TUOIB.(x)

und somit folgt unter Beriicksichtigung der Normalenrichtung an B.(x)

/6ny JU* (@, y)ds, - /—U* y)dsy+LEf(y)U*(x,y)dy
e e s = [ v,

B. (:B 8ny
Es gilt
I O U (@, y)ds,| = lim |- (v) - Vuly) log|z — yld
lim - anyuy z,y)dsy| = limo— n(y u(y) log |z — y|ds,
ly—a|=¢

1
< 1
< ot [l [ [Vulw)lds,
ly—z|=¢
1
< sup|Vu(y )|—11m |log | / ds,
z2eQ 27 e

ly—z|=¢

1
= sup |Vu(y)] %E_)r% [|loge| 27?5} =0,

z€Q

wenn u als in {2 stetig differenzierbar vorausgesetzt wird.
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Fiir y € 0B (z) ist der dulere Normalenvektor beziiglich 2. gegeben durch

r—y ..
n(y) = P— fir y € 0B.(z) .

Dann folgt fiir y € 0B.(z)

0 1l z—y y—=x 1

a—nyU (#.9) = nly) - VU (zy) = omle—y| Je—yP  2me

und somit

1
lim / gU*(x,y)u(y)dsy = lim—/ u(y)ds, = u(x),
ly—|=

e—0 n, e—0 27e
OB (z)

wobei wir den Mittelwertsatz der Integralrechung ausgenutzt haben. Damit ergibt sich
fir z €  durch den Grenziibergang ¢ — 0 die Darstellungsformel (6.28), wobei das
Gebietsintegral als schwach singuléres Integral erklart ist.

Fiir die Bestimmung der noch unbekannten Normalenableitung ¢(y) = n(y) - Vu(y) fiir
y € I ist neben der Darstellungsformel (6.28) fiir = € € auch eine entsprechende Formel
fiir x € T herzuleiten. Die Herleitung erfolgt wie oben, jedoch ist zu beachten, daf fiir den
Rand des gestorten Gebietes €. = Q\ B.(z) fiir x € I die folgende Darstellung gilt:

o0, = {yEF:|y—x\>€}U{y€Q:\y—x\:5}.

Dann folgt
! /—1W<><m r—i/ (y)ds, = u(z)
1m X Uu S, = 11Im u S, = —UuU\xr
n any » Y)U Y )ASy e—0 27re yeQ:|y—a|=¢ Y)asy 2 )
9B.(x)

wenn x € I' auf einem glatten Randstiick liegt. Dann ergibt sich unter Beriicksichtigung
der Randbedingung u(z) = g(z) fir € I' die Randintegralgleichung

D) = [ Gt s~ [ SEU @i+ [ U eads. ©3)

Dabei sind die Randintegrale iiber I' als schwach singuldre Kurvenintegrale erklart, zum
Beispiel ist

/U*(:c,y) (y)ds, = lim U'(z,y)t(y)ds, firzel.
T e—0 yel':ly—z|>e

Die Darstellungsformel (6.31) kann jetzt verwendet werden, um die bisher unbekannte
Normalenableitung #(y) = n(y) - Vu(y) als Losung einer Randintegralgleichung fiir z € I’
zu bestimmen:

/&@ DU, 9)ds, = Sole /5Eny s, ~ [ OV @)y (632)
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Die Darstellungsformel (6.28) beschreibt die eindeutig bestimmte Losung des Dirichlet—
Randwertproblems (6.1). Offenbar beschreibt das Volumenpotential

u@) = [ U@y firseo

eine partikuldre Losung der inhomogenen partiellen Differentialgleichung in (6.1), d.h. es
gilt

—Aug(z) = f(z) firz e Q.
Die verbleibenden Oberflichenpotentiale beschreiben daher Lésungen der homogenen par-

tiellen Differentialgleichung
—Au(z) =0 firze.

Das Einfachschichtpotential

u(zr) = /FU*(:L’,y)w(y)dsy fiir x € Q (6.33)

beschreibt fiir jede Dichtefunktion w eine harmonische Funktion, d.h. eine Losung der
Laplace-Gleichung. Dies folgt fiir z € €2 durch die Vertauschbarkeit von Differentiation
und Integration sowie durch Anwendung von (6.30). Entsprechend definiert das Doppel-
schichtpotential

u(z) = —/Fa%U*(x,y)v(y)dsy fir x € Q (6.34)

fiir jede Dichtefunktion v eine harmonische Funktion.
Als Beispiel betrachten wir das Dirichlet—Randwertproblem der Laplace-Gleichung,

—Au(z) =0 firzeQ, wu(zr) = g(z) firzel. (6.35)

Als Losungsansatz verwenden wir das Doppelschichtpotential (6.34), welches fiir jede Dich-
tefunktion v eine Losung der Laplace-Gleichung definiert. Zu erfiillen bleibt die Dirichlet—
Randbedingung u(z) = g(x) fiir « € I'. Hierzu betrachten wir in (6.34) den Grenziibergang
r — I'. Wie beim Ubergang von der Darstellungsformel (6.28) fiir # € Q zur Darstellungs-
formel (6.31) fiir z € I erhalten wir die Randintegralgleichung

/%U* Ju(y)ds, = g(x) firzel. (6.36)

Als Losung der Randintegralgleichung (6.36) erhalten wir die Dichtefunktion v und somit
die Darstellung (6.34) fiir die Losung des Randwertproblems (6.35).

Abschlieend betrachten wir die Losung des Dirichlet-Randwertproblems (6.35) fiir den
Fall Q@ = Bg(0). Hierzu verwenden wir wie in (6.3) Polarkoordinaten

r = r( Césw ) firr € (0,R), p € [0,27), y = R( CF)S@Z)
sin

sin ¢

) fir ¢ € [0, 27).
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Fiir das Doppelschichtpotential (6.34) erhalten wir dann die Darstellung

u(r, ) ! /va(y)dsy fir r € (0, R), ¢ € [0, 27). (6.37)

T o |z —y?

Mit dem Normalenvektor

n(y) = (ZTEZ) firyel

folgt
n(y) - (y—z) = cosw[Rcosz/z — rcosw] + simp[Rsimp — 'rsimp]
= R|:COSQ’I7/) + sian] — T|:COS’(/}COSQO + sin@bsincp]
= R—rcos(yp — ).
Andererseits ist
2 2
-y = [Rcosw — rcosgo] + [Rsinzp — 'rsimp]
= R%cos*1 — 2Rr cos 1 cos ¢ + 12 cos® ¢
+R?sin® ¢ — 2Rrsin ¢ sin p + r?sin® ¢
= R*+71r*—2Rrcos(v — ).

Damit ergibt sich fiir das Doppelschichtpotential (6.37) die Darstellung in Polarkoordinaten

o1 [ R-rcos(¥—g) .
u(r, ) = %/0 R2+T2_2chos(w_(p)v(z/1)Rdz/} fir r € (0, R), ¢ € [0, 2m).
(6.38)

Zur Bestimmung der unbekannten Dichtefunktion
() = v(Rcosv, Rsiny) fir ¢ € [0, 27)

betrachten wir die Randintegralgleichung (6.36) in Polarkoordinaten, dabei setzen wir in
(6.38) r = R,
1_ 1 (7 . .
S0)+ - [ W) dp = gly) fiwpe[0,2m). (6.39)
0

7

Integration iiber ¢ € [0, 27| ergibt

' e / O / T e

und somit

[t = [awa.
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Damit folgt aus (6.39)

o) = %) 5 [ G

und fiir das Doppelschichtpotential gilt die Darstellung fiir x € Bg(0)

i, ) = 1/2” R?* — Rrcos(v) — ¢)
)= : R2+r2—2R7’cos(z/1—<p)

™

d - d —l/ ds .
Aus der Darstellungsformel (6 28 firu=1 fOlgl fir z € Q

/a—nyU*xydsy fiir z € Q.

Dabher ist

_ 1 [ R*—Rrcos(v—p) - 1 [
o) = 1| e W - - [ G

1 [*[ 2R*—2Rrcos(v — ) -
~oom {RQ + 72— 2Rrcos(yp —¢) 1} 9(¥) dy
2 2 .2
_ L i 3(0) dv (6.40)

2 Jo R?+712—2Rrcos(v — @)

fir r € [0, R), ¢ € [0,27). Diese Darstellung stimmt mit der Darstellungsformel (6.21) von
Poisson iiberein.

6.3 Abschlielende Bemerkungen

Die allgemeine Form einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist fiir
eine skalare Funktion u(§) einer Verdnderlichen & € R" gegeben durch

Ll(© = - 3 5 [ O ]+Zb 5 (€) +lu(e) = (- (041

Kompakt kann der in (6.41) verwendete partielle Differentialoperator L geschrieben werden
als

L[u)(§) = —div[A(§)Vu(§)] + [b()]" Vu(€) + c(§)ul§) - (6.42)
Dabei ist b(§) € R" ein Vektor und A({) € R™*" eine symmetrische Matrix mit reellen
Eigenwerten Ay (§), k=1,...,r.

Definition 6.1 Der in (6.42) erklirte Differentialoperator L heifit in &

i. elliptisch, falls gilt
Me(§) > 0 fir allek=1,...,7;
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i1. parabolisch, falls gilt
M(E) =0, MN(§ >0 firk=2,...,r, rangl[A(£),b&)] = r;
11. hyperbolisch, falls gilt

)\1(&) < 0, )\k(f) >0 firk=2,...,r

Der Differentialoperator L heifit in D C R" gleichmdflig elliptisch, falls fir allek =1,...,r
qgilt
Me(§) > Ao > 0 fir alle€ € D.

Meist betrachten wir partielle Differentialgleichungen in der Ortsvariablen 2 € Q C R4
und in der Zeit t € R,. Dann ist £ = (¢t,z) € R¥ dh. r = d + 1. Fiir stationiire
partielle Differentialgleichungen ist entsprechend ¢ = x € Q C R%, d.h. r = d. Fiir den
Laplace—Operator

—Au(z) = —div Vu(x)

folgt

A(:E) — L c Rdxd
1
mit den Eigenwerten A\,(x) = 1 fiir k = 1,...,d. Der Laplace-Operator ist also gleichmé&Big

elliptisch. Als Beispiel fiir eine parabolische partielle Differentialgleichung betrachten wir
die Warmeleitungsgleichung

%u(t, x) — Agu(t,x) = f(t,x). (6.43)
Fiir &€ = (¢, z) ist
0 1
Alt.z) = 1 ) € REFVXEHD  pip ) — 8 c R+
1 0
und somit folgt
M=0, d=...=Xy1 =1, rang[A(t,z),b(t,x)] = d+1.

Als Beispiel fiir eine hyperbolische partielle Differentialgleichung betrachten wir abschlie-
Bend die Wellengleichung

——u(t,z) — Ayu(t,z) = f(t,x) (6.44)
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mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ und

1
2
A(t, SL’) _ 1 e R(d+1)><(d+1).
1
Fiir die Eigenwerte von A(t, x) ergibt sich
1
)\1:——<0, )\2:---)\d+1:1-

c2

Fiir eine harmonische Anregung

f(t,2) = fo(z)e™
mit einer Frequenz w € R fithrt der Ansatz

u(t,z) = ug(z)e™!

fiir (6.44) auf die Helmholtz—Gleichung
—rk*ug(x) — Aug(z) = fo(z) fiir z € RY (6.45)

mit der Wellenzahl

In diesem Kapitel haben wir uns am Beispiel der Poisson—Gleichung (6.1) mit der analy-
tischen Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen beschéftigt. Insbesondere die
in Abschnitt 6.2 behandelten Darstellungsformeln lassen sich auch auf parabolische und
hyperbolische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung iibertragen. Zu bestimmen
sind dann die jeweiligen Fundamentall6sungen.

In der praktischen Anwendung kénnen Anfangs—Randwertprobleme partieller Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung meist nur ndherungsweise durch geeignete Diskretisie-
rungsverfahren geldst werden. In Kapitel 3 haben wir fiir den o6rtlich eindimensionalen Fall
Finite Differenzen und Finite Element Methoden behandelt, welche analog auf den im Ort
mehrdimensionalen Fall iibertragen werden konnen. Die Behandlung allgemeiner Finite
Element Methoden (FEM) sprengt jedoch den Rahmen dieser Vorlesung, deshalb sei hier
zum Beispiel auf [6] verwiesen.
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6.4 Aufgaben

6.1.Sei Q CR", A € R und 900 = T'p UTy mit T'p NTx = 0. Gegeben sei die folgende
schwache Formulierung: Finde uy € Hj(Q,Tp) := {v € H (Q) : v, = 0}:

/(AVUO)-Vvd:p:/fvdx—/(Aug)-Vvder/ gNU ds,
Q Q Q Tn

fir alle v € H}(Q,Tp). Man leite die zugehorige klassische Formulierung der partiellen
Differentialgleichung her.

6.2. Sei Q = {(x1,72) ER?: 0 <21 < 00,0 < 19 < 11}
a. Man beschreibe 2 in Polarkoordinaten.
b. Man bestimme die allgemeine Losung des Dirichlet-Randwertproblems

—Au=0inQ, u=0firzy, =0und xy = 1.

6.3. Sei ) = {(:1:1,:1:2) eER?:0< :1:1,0 < SL’Q}.
a. Man beschreibe 2 in Polarkoordinaten.
b. Man bestimme die allgemeine Losung des Dirichlet-Randwertproblems

—Au=0in€Q, wu=0firz; =0und x5 = 0.

6.4. Wann existiert eine Losung des Randwertproblems

9 . _
8n$u<x) =g(zx) furzel =00Q.

—div|a(z)Vu(z)] = f(z) firz € QCR? a(z)
Ist diese Losung eindeutig? Man begriinde.

6.5. Fiir alle z € Q C R? sei A(z) € R**3 eine symmetrische und positiv definite Matrix.
Wann existiert eine Losung des Randwertproblems

—div[A(2)Vu(z)] = f(z) fire € QCR? n, - A(x)Vu(r) =g(z) firz el =0Q.

Ist diese Losung eindeutig? Man begriinde.
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6.6. Gegeben sei das Randwertproblem
0? 0 0 0 1

—x@u(az) — %u(az) = f(z) firz e (1,2), a—xu(:v)|m:1 = Uy, a—svu(x)‘ng = S
a. Geben Sie die zugehorige Variationsformulierung an.

b. Wann existiert eine Losung des Randwertproblems, ist diese eindeutig? Begriinden
Sie Thre Aussagen.

6.7. Man zeige, dafl die Funktion
v(x,y):—log\x—y| fiir .I‘,yER2, 'T#ya

Losung der Laplace—Gleichung

62 2 )
@U(ﬂfay) +opu(n,y) =0 firz#y
1 2

ist.

6.8. Man zeige, dafl die Funktion

1
v(az)zm fir x € R®, 2 #0,

Losung der Laplace—Gleichung

82 82 82
o o o7 _ 0 fi
83;%@(1’) + ax%v(x) + 8x§v(x) 0 firx#0

ist.
6.9. Man zeige, dafl die Funktion

_ cosklx]

v(z) =

2] firz e R® x#0, keR,
x

Losung der Helmholtz—Gleichung

0 0? 0? )
il il il —0 fi
@x%v@) + ax%v(:v) + 8x§v<x> + k*v(x) =0 firxz #0

ist.
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