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Einleitung

Schwingungen und Wellen sind ein in der Natur hidufig auftretendes Phéanomen. Schon in
der Antike vermutete man, dass zwischen der wellenférmigen Ausbreitung von Wasser und
der Ausbreitung von Schall ein Zusammenhang besteht.! Bereits 500 v. Chr. machte Py-
thagoras Versuche mit schwingenden Saiten, der griechische Philosoph Chrysippius (200
v. Chr.) erkannte, dass Schallwellen oszillierende Stérungen des Mediums sind, die keine
Masse iiber groflere Distanzen transportieren. Circa 25 v. Chr. hielt diese Theorie auch im
romischen Reich, durch den Architekt und Ingenieur Vetruvius, Einzug. Er diskutierte den
Schall in Theatern und Effekte wie Nachhall und Echo.

Danach wurden erst Anfang des 17. Jahrhunderts wieder Fortschritte auf dem Gebiet der
Akustik erzielt. Eine wichtige Rolle dabei spielten Marin Mersenne (1588-1648) und Galileo
Galilei (1564-1642). Es konnte experimentell nachgewiesen werden, dass ein vibrierender
Korper, der einen Ton abstrahlt, die umliegende Luft zu einer oszillatorischen Bewegung
der gleichen Frequenz anregt. Gianfranco Sagredo beobachtete 1615 in einem Experiment,
dass sich im Vakuum kein Schall iibertragt, fand aber noch keine Erklarung fiir dieses Phéa-
nomen.

Die mathematische Theorie der Schallausbreitung begann im Wesentlichen mit Isaac New-
ton (1642-1727). In seiner Arbeit ’Principia’ gibt er eine mechanische Interpretation des
Schalls als Druckpulse, die von den benachbarten Fluidpartikeln weitergeleitet werden.
Newton versuchte auch die Schallgeschwingkeit zu berechnen, allerdings ging er von falschen
Modellannahmen aus, sodass der berechnete Wert deutlich vom realen Wert der Schallge-
schwindigkeit abwich. Der richtige Wert wurde erst 1816 von Laplace berechnet.

1747 wurde von d’Alembert (1717-1783) die Wellengleichung zur Beschreibung einer schwin-
genden Saite gefunden. 12 Jahre spiter wurde schlieSlich von Leonard Euler (1736-1813)
die eindimensionale Wellengleichung zur Beschreibung von Schall publiziert, bald darauf
folgte die Publikation der dreidimensionalen Wellengleichung.

Weiters hervorzuheben ist Hermann von Helmholtz (1821-1894), der zahlreiche Arbeiten
zu mathematischen, physikalischen, aber auch psychologischen Aspekten der Akustik ver-
offentlichte und nach dem die Differentialgleichung benannt ist, mit der sich diese Diplom-
arbeit beschéftigt. Die Helmholtz-Gleichung beschreibt die Ausbreitung einer Welle bei
zeitharmonischer Anregung. Viele Probleme der Akustik werden heute mit der Helmholtz-
Gleichung modelliert, beispielsweise die Streuung einer Schallwelle an einem Objekt oder
die Schallabstrahlung eines vibrierenden Objektes, z.B. eines Autos oder Flugzeuges. Die
Modellierung solcher Vorgénge fithrt dann zu dusseren Randwertproblemen der Helmholtz-

1Zur Geschichte der Akustik siehe http://www.isi.ee.ethz.ch/education/lectures/ak1/ak1_link/hist.htm
und http://asa.aip.org/pierce.html
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12 FEinleitung

Gleichung. Fiir die Losung solcher Randwertprobleme gibt es verschiedene Zuggénge, in

Hermann von Helmholtz

manchen Fillen ist eine analytische Losung bekannt, oft ist aber nur die numerische Be-
rechnung der gesuchten physikalischen Grofle moglich. Fiir die numerische Lésung wurden
verschiedenste Methoden entwickelt, die bekanntesten sind sicherlich die Finite-Element-
Methode (FEM) und die Randelement-Methode (BEM). Die Finite-Element-Methode hat
den Nachteil, dass das gesamte Berechnungsgebiet diskretisiert werden muss. Das ist spe-
ziell bei Aussenraumproblemen ungiinstig. Hierin liegt einer der Vorteile der Randelement-
methode, bei der nur der Rand des Gebietes, auf dem die Randdaten vorgegeben sind,
diskretisiert werden muss. Das heisst bei Aussenraumproblemen muss nur der Rand ei-
nes beschrankten Gebietes diskretisiert werden. Das reduziert natiirlich die Dimension des
zu losenden Gleichungssystems, hat aber den Nachteil, dass diese Gleichungssysteme voll
besetzt sind, im Gegensatz zur Finiten-Element-Methode, wo man nur schwach besetzte
Gleichungssysteme l6sen muss.

Diese Diplomarbeit soll sich mit der Losung von Aussenraumproblemen der Helmholtz-
Gleichung durch die Randelement-Methode beschéftigen. Eine wichtige Rolle hierbei spielt
die Wellenzahl, in die die Frequenz der zeitharmonischen Schwingungen und die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Schallwellen im Medium einflieBen. Das Problem besteht nun dar-
in, dass die klassischen Randintegralgleichungen fiir bestimmte Wellenzahlen, diese werden
oft als ’spurious modes’ bezeichnet, keine eindeutige Losung besitzen. Aus diesem Grund
wurden bereits in den 60er Jahren von den deutschen Mathematikern Brakhage und Werner
bzw. den englischen Ingenieuren Burton und Miller (siehe [6], [11]) modifizierte Randin-
tegralgleichungen hergeleitet, die fiir alle Wellenzahlen eine eindeutige Losung besitzen.
Die Theorie dieser modifizierten Randintegralgleichungen wurde aber nur fiir Gebiete mit
glattem Rand in Ly(I") betrachtet. Die Ubertragung dieser Theorie auf Lipschitz-Gebiete
konnte aber noch nicht nachgewiesen werden, deswegen machte man Vorschlédge fiir stabi-
lisierte Randintegralgleichungen, die man dann in den natiirlichen Energiersumen H'/2(T)
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und H~/2(T') betrachtete. Die Idee der Stabilisierung geht zuriick auf Colton und Kref
(ca. 1983, siehe [12], fiir aktuelle Entwicklungen siehe auch [8], [9]). Das Problem der
Stabilisierung nach Colton und Kref} ist, dass der Aufwand zur Loésung des zugehorigen
Gleichungssystems dadurch sehr grofi wird. Hier soll nun ein neuer Ansatz zur Stabilisie-
rung vorgeschlagen werden, der auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt, das eine dhnliche
Struktur hat wie die Gleichungssysteme fiir gemischte Randwertprobleme.

Die Diplomarbeit ist folgendermaflen gegliedert:

Im ersten Kapitel wird die Herleitung der Wellen- und Helmholtz-Gleichung ausgehend
vom Gebiet der linearen Akustik beschrieben und schliellich die mathematische Formulie-
rung von akustischen Streuungsproblemen angegeben.

Im zweiten Kapitel wird die Darstellung der Losung der Randwertprobleme mit Hilfe von
Oberflachenpotentialen beschrieben und die daraus resultierenden Randintegralgleichun-
gen hergeleitet.

Im dritten Kapitel wird auf das Problem, dass die klassischen Randintegralgleichungen
nicht fiir alle Wellenzahlen eindeutig losbar sind, eingegangen und modifizierte Randinte-
gralgleichungen angegeben. Schliefllich wird ein neuer Ansatz zur Stabilisierung der Randin-
tegralgleichungen vorgestellt. Es wird bewiesen, dass die aus diesem Ansatz resultierenden
Randintegralgleichungen eine eindeutige Losung fiir alle Wellenzahlen besitzen.

Im vierten Kapitel wird die zugehorige Randelementmethode hergeleitet und Aussagen
iiber Konsistenz und Stabilitit angegeben.

Im fiinften und letzten Kapitel wird schlielich die Stabilitdt dieser Randelementmethode
anhand von numerischen Beispielen verifiziert und diese Methode mit anderen Ansétzen
verglichen.
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1 Lineare Akustik

Die Ausbreitung einer Schallwelle in einem akustischen Medium wird durch eine hyperbo-
lische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, der Wellengleichung

19
o'~
beschrieben. In diesem Kapitel werden die wesentlichen Schritte zur Herleitung der Wellen-
gleichung ausgehend vom Gebiet der linearen Akustik besprochen (siehe [15], [13]). Bei der
Beschreibung der Wellenausbreitung in der nichtlinearen Akustik (z.B. Wellenausbreitung
in kompressiblen Medien) kénnen kompliziertere Differentialgleichungen bzw. Differential-
gleichungen hoherer Ordnung auftreten. Differentialgleichungen der nichtlinearen Akustik
werden in dieser Arbeit nicht betrachtet, genaueres findet sich z.B. in [21], [24].

Betrachtet man die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum, so ist die gesuchte Funk-
tion eine Funktion in vier Variablen. Findet eine periodische Anregung des akustischen
Mediums statt, so hat man beobachtet, dass die gesuchte Funktion sich aus einem Teil,
der nur von den Ortsvariablen abhéngt, und aus einem Cosinus- bzw. Sinus-Anteil in der

Zeitvariablen zusammensetzt. Setzt man dies in die Wellengleichung ein, so erhélt man die
Helmholtz-Gleichung

Au — 0

Au+ k*u =0,

wobei u eine komplexwertige Funktion in drei Ortsvariablen ist. Die Reduktion von vier auf
drei Variablen stellt natiirlich eine wesentliche Vereinfachung dar. Natiirlich gibt es viele
Prozesse in der Akustik, die nicht mit der Helmholtz-Gleichung modelliert werden kénnen,
zum Beispiel, wenn Komponenten mit nichtlinearem Materialverhalten involviert sind.

Drei charakteristische Grossen beschreiben die Ausbreitung einer akustischen Welle im
Raum: der Druck p, die Dichte p und die Geschwindigkeit der Teilchen des Mediums. Diese
Grossen zerlegt man in einen statischen Anteil und einen zeitabhédngigen Anteil:

p(f,t) :po(f)_'_ﬁ(fvt)v p(f,t) :p0<f)—|—ﬁ(f,t).

Das Geschwindigkeitsfeld eines Mediums, in dem sich eine akustische Welle ausbreitet, wird
als Schallschnelle bezeichnet:

v(Z,t) = vo(Z) + 0(Z,1).

In der linearen Akustik werden zwei wichtige Annahmen getroffen: Die zeitveranderlichen
Komponenten des Drucks und der Dichte sind sehr klein gegeniiber den statischen Anteilen:

p<<po, p<<po

15



16 1 Lineare Akustik

Die Ausbreitung einer akustischen Welle wird durch drei Gleichungen beschrieben: die Zu-
standsgleichung, die Kontinuitétsgleichung und die Euler-Gleichungen. Durch Kombination
dieser Gleichungen lésst sich dann die Wellengleichung der linearen Akustik herleiten.

1.1 Die Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung stellt eine Beziehung zwischen Druck und Dichte her. Die Form
dieser Beziehung ist vom Medium, in dem sich die akustische Welle ausbreitet, abhéngig
und lésst sich nicht allgemein angeben. Deswegen setzt man den Druck als Funktion der
Dichte an und nimmt eine Linearisierung vor:

p=p(p)

Dabei ist wichtig, dass der Druck nur von der Dichte abhédngt und nicht von anderen
Grossen wie zum Beispiel dem Geschwindigkeitsfeld.

Man entwickelt den Druck um den Wert der statischen Dichte:

dp
dp
Der Druck ausgewertet an der Stelle des statischen Drucks ergibt die statische Dichte:

p(p) = p(po) + (p — po) = (po) +-- ..

P(Po) = Do,
pP—P0 = p~7
P—DPo = P.

Durch Linearisierung erhélt man

. dp
p(p) = po =D = p—(po)-
D
Mit y
2 p
== 1.1
¢ = () (1)
erhélt man die Zustandsgleichung der linearen Akustik
p=p-c. (1.2)

Fiir ein ideales Gas kann man die Druck-Dichte-Beziehung p(p) explizit angeben: Es gilt

G-z - wmn(e) e

wobei k € R, den Adiabatenexponenten bezeichnet, der durch das Verhéltnis der spezifi-
schen Warmen ¢, und ¢, gegeben ist. Der Wert des Adiabatenexponenten fiir Luft betrégt
xk = 1.4. Durch Ableiten von (1.3) und Einsetzen des Ergebnisses in (1.1) erhélt man mit
(1.2):

J 8
Elpo) =gy =wtt > Lol
dp P06 Po b Po
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1.2 Die Kontiniutitsgleichung

3L

Abbildung 1.1: Kontrollvolumen

Eine Schallwelle verursacht lokale Anderungen der Dichte eines Mediums. Betrachtet man
daher ein raumfestes Kontrollvolumen 2, so findet durch dieses Volumen ein Massenfluss
statt. Die Massenénderung im Kontrollvolumen wird durch folgendes Integral modelliert:

/ade

Die zu- und abfliessenden Massenstrome werden durch ein Randintegral dargestellt:

—/p17~ﬁdf.

r
Das Integral wird immer negativ genommen, weil der Normalenvektor 7 per Konvention

: : . .0 : .
immer nach aussen zeigt. Fliesst Masse ab, so ist o negativ, durch die Oberflache findet

aber ein positiver Massenfluss statt, das Randintegral wire daher positiv.
Das Gesetz der Massenerhaltung besagt nun

/ade— /pﬁ-ﬁdl“.

Durch Anwendung des Gaufischen Integralsatzes erhélt man

/8%9— /V-(pﬁ)dQ

Diese Beziehung gilt fiir alle Kontrollvolumina €2, damit wird aus der integralen Beziehung
eine Differentialgleichung, die Kontinuitatsgleichung

dp

V- (pt) = — 5%
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1.3 Die Euler-Gleichungen

Zur Herleitung der Eulerschen Gleichungen betrachtet man die Impulserhaltung in einem
infinitesimalen Volumen, das sich mit dem Medium bewegt. Die Krifte, die auf das Kon-

dz

p(m—dm/Q, ,Z)‘ 'p(x‘i'dx/vavz)

(@,9,2)

dy

I]
y
z

Abbildung 1.2: Bewegtes Kontrollvolumen

dx

trollvolumen wirken, werden dabei nur durch Druck verursacht. Durch Viskositédt verur-
sachte Krifte werden hier vernachléssigt, deren Einbeziehung wird in der nichtlinearen
Akustik behandelt. Gravitationskrifte werden ebenfalls vernachlissigt, da sich zeigt, dass

diese nur bei sehr grossen Wellenléngen ausserhalb des hérbaren Bereichs einen Einfluss
haben.

Die Kraftanteile in den einzelnen Raumrichtungen, die im Punkt (z,y, z) wirken, haben
nun folgende Form:

dfw = <_p (,’L"" %73%’2) _'_p <,’L'— d;;?/ﬂ)) dydz7
df, = (—p (x,y+ %,z) +p <a:,y— %,z)) dxdz,
df, = (—p (x,y,Z+ %) +p (w,y,er %)) dxdy.

Die Druckterme entwickelt man dann an der Stelle (x,y, z) in

2

dx Op dx
b x_77yaz %p(x7y7z)___'

d Op d
p<x+—x,y,z) ~ (@, Y, 2) + o
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Zieht man die zwei Gleichungen voneinander ab, erhélt man

__9p
dfo = _a_de’
dp
df, = —=2dQ)
fy 8y 9
Op
= —— Q
df azd :

= df = —Vpdod.

Andererseits gilt die Bewegungsgleichung

df =ddm = —.
f=addm o
Da man ein Kontrollvolumen betrachtet, das sich mit dem Medium mitbewegt, sind die
Koordinaten (z,y, z) zeitabhéngig. Daher muss man bei der Ableitung der Geschwindigkeit

nach der Zeit die Kettenregel anwenden:

dv  ov  0vdr Ovody Ov0dz  OU

@ "o oo Tayar Tz a TV
Dann ist o
df = <8—: + (7 vw) dm
baw. B} )
g—é — (% 4 (5 V)ﬁ) %

d d
Mit d—g = p und dem Resultat d—é = —Vp erhilt man schlieflich die Eulerschen Gleichun-
gen

o L\
p(a%—(v-V)v)— Vp.

1.4 Die Wellengleichung der linearen Akustik

In der linearen Akustik werden folgende Annahmen getroffen:

a—»
U Vp << pV -0 = pVU, (U-V)U<< 8—:
Es zeigt sich, dass bei Verletzung dieser Annahmen auch die zu Beginn gemachten Annah-
men p << po und p << pg nicht mehr gelten.
Nun vereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen zu
ov 1
VA 1.4
5 VP (1.4)
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und die Kontinuitédtsgleichung zu

1 0p
V= ———. 1.5
’ po Ot (15)
Mit der Zustandsgleichung .
p 2
E_¢ 1.6
F (1.6)

hat man nun fiinf Gleichungen fiir die Beschreibung der fiinf Unbekannten (v, vy, v, p, p).
Aus diesem System von Gleichungen lasst sich nun die Wellengleichung der linearen Akustik
herleiten:

Zuerst leitet man beide Seiten der Kontinuitétsgleichung (1.5) nach der Zeit ab,

¢ O 1%
ot Lo 8t2
und setzt dann die Eulersche Gleichung (1.4) ein:
1 1 0%
——V -Vp=——=.
Po P po Ot?
Daraus folgt
0?p
Ap = —
b=
bzw. 5% 5
- +
A(po+p) = %

Die statischen Anteile des Drucks und der Dichte wurden als zeit- und ortsunabhingig
angenommen, daraus ergibt sich

Setzt man schliesslich die Zustandsgleichung ein, so erhélt man die Wellengleichung der
linearen Akustik

Die Wellengleichung lésst sich nicht nur fiir den Druck formulieren, sondern auch fiir das
Potential der Schallschnelle. Damit solch ein Potential existiert, muss man zeigen, dass das
Geschwindigkeitsfeld rotationsfrei ist. Dazu bildet man die Rotation der Euler-Gleichungen,

—

ou 1
t— t—Vp = 0.
ro o + ro o D

Mit rotV = 0 folgt
o 0
o
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Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes ist also zeitlich konstant. Nimmt man an, dass
zum Anfangszeitpunkt keine Rotation vorhanden ist, erhdlt man

rot? = rot(vp 4+ 0) = rot o = 0.

Der statische Anteil des Drucks ist ortsunabhéngig, daher verschwindet seine Rotation.
Diese Aussage lasst sich auch dadurch erkldaren, dass bei der Herleitung der Eulerschen
Gleichungen der Reibungseinfluss nicht beriicksichigt wurde. In einem Fluid kann, wenn
am Anfang keine Rotation verhanden war, ohne den Einfluss von Schubspannungen keine
Rotation entstehen.

Nun lasst sich der Schwankungsanteil der Schallschnelle als Geschwindigkeitspotential schrei-
ben:

— Ve

Durch Ableitung dieser Gleichung nach der Zeit und durch Einsetzen der Eulerschen Glei-
chungen erhélt man

Sy

1 ovVy
T
Daraus folgt dann
-

Dieses Ergebnis setzt man nun in die schon fiir p hergeleitete Wellengleichung ein:

0 01 82w
PO&A?/’ = Poag (W) .

Durch Integration dieser Gleichung nach der Zeit und Division durch pg erhélt man die
Wellengleichung fiir das Geschwindigkeitspotential:

1 0%y
2 ot
Die Integrationskonstanten kéonnen gleich Null gesetzt werden, da das Potential ohnenhin

nur bis auf eine Konstante bestimmt ist.
Bei zeitharmonischer Anregung kann man Druck und Geschwindigkeitspotential als

Ayp =

8]

BED) = Re(pe),
U(T,t) = Re(ye™?)

schreiben und erhélt die Helmholtz Gleichung

s+ (2) =0
50+ (im0
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wobei p und 1& komplexwertige, rein ortsabhéngige Funktionen sind.
Die Grosse

wobei A die Wellenlédnge ist, bezeichnet man als Wellenzahl.

1.5 Streuungsprobleme der linearen Akustik

QC

Abbildung 1.3: Streuungsproblem

Man betrachte ein Medium im 3-dimensionalen Raum, in dem sich eine einfallende Schall-
welle ausbreitet und an einem Objekt €2 gestreut wird. Diese Problemstellung 148t sich wie
folgt formulieren:

Au(z) + Ku(z) = 0 fir =z €R3\Q,
us(z) +ui(zr) = wu(z) fir =z eR3\Q,
w(z) = 0 fir =z €' =09,
71211@7" (8u5£x) — zkus(x)) = 0, ro=lz|

Mit u;(x) bezeichnet man die einfallende Welle und mit u,(x) die gestreute Welle, k ist die
Wellenzahl, im weiteren wird hier nur der Fall £ € R, betrachtet. Die letzte Bedingung
wird als ’Sommerfeldsche Abstrahlungsbedingung’ bezeichnet, sie garantiert die eindeutige
Losbarkeit des Aussenraumproblems. Die Dirichlet-Randbedingung entspricht der Streu-
ung an einem ’schallweichen’” Objekt. Bei einem ’schallharten’ Objekt gibt man auf I" die
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Normalenableitung vor. Die Problemstellung lautet dann

Au(z) +Ku(z) = 0 fir z €R3\Q,
us(z) +ui(z) = u(z) fir =z €R3\Q,
%u(m) = 0 fir =z €l =09,
lif)rlmr (01;77(:%) — zkus(x)) = 0, ro=|zl.

Dabei ist n, die Ausseneinheitsnormale. u;(x) ist bekannt, zum Beispiel

w; (I) — eik:c~d

)

wobei d mit ||d||s = 1 die normierte Ausbreitungsrichtung ist. Wenn u; die Helmholtz-
Gleichung erfiillt, reduzieren sich die obigen Randwertprobleme zu

Aug(z) + Kus(z) = 0 fir =z €R3\Q,
us(r) = gg(x) fir = €l =09, (1.7)
li_r)noor <0u5£x) — zk:us(:)s)) = 0, r o=z
und _
Aug(z) + Kus(z) = 0 fir o €eR*\Q,
0
8—nmus(x) = go(x) fir z €I =0Q, (1.8)
i (S5 o) = 0 e -l

mit gegebenen Dirichlet-Daten gq(x) bzw. Neumann-Daten g,(x). Diese beiden Rand-
wertprobleme werden als &usseres Dirichlet-Randwertproblem bzw. &dusseres Neumann-
Randwertproblem bezeichnet. Das Ziel ist es nun, diese beiden Randwertprobleme zu 16sen.
Damit die Frage der Existenz und Eindeutigkeit fiir die obigen Randwertprobleme gekléart
werden kann, miissen noch die entsprechenden Funktionen-Réume eingefiithrt werden, um
eine genauere mathematische Formulierung der Randwertprobleme zu erméglichen.
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2 Randintegralgleichungen fiir die
Helmholtz-Gleichung

Fiir die Losung der Randwertprobleme (1.7) und (1.8) gibt es verschiedene Zugénge. Fiir
einfache Geometrien sind analytische Losungen bekannt, in den meisten Féllen ist aber
nur eine numerische Losung der Randwertprobleme méglich. Dazu kann zum Beispiel die
Finite-Elemente Methode verwendet werden (siehe [20]). Diese Methode hat den Nach-
teil, dass man bei Aussenraumproblemen ein unbeschrianktes Gebiet diskretisieren miisste.
Um dieses Problem zu umgehen fiithrt man einen kiinstlichen Rand ein, der das Gebiet €2
umschlieft. Auf diesem Rand schreibt man ’absorbierende Randbedingungen’ vor, die das
Abklingverhalten der Losung beriicksichtigen (siehe z.B. [17]). Eine andere Méglichkeit zur
Umgehung dieses Problems besteht in der Einfiihrung von ’infiniten Elementen’ (siche [10],
[14]).

Der Vorteil der Randelementmethode ist, dass man keine solchen kiinstlichen Bedingungen
einfithren muss, weil man nur den Rand des beschrankten Gebietes () diskretisieren muss
und die Losung, die man durch die Randelementmethode erhélt, automatisch das richtige
Abklingverhalten aufweist.

In diesem Kapitel werden nun zunéchst Funktionenrdume (siehe [32], [19], [1]) eingefiihrt,
die eine schwache Formulierung des dusseren Dirichlet- bzw. Neumann-Randwertproblems
erlauben. Die Losungen dieser Randwertprobleme kénnen dann mit Hilfe der Greenschen
Formeln als Oberflichenpotentiale dargestellt werden. Lésst man die Variable in diesen
Darstellungsformeln gegen den Rand laufen, so erhélt man Randintegralgleichungen zur
Bestimmung der jeweils fehlenden Cauchy-Daten. Diese Randintegralgleichungen fiir die
Helmholtz-Gleichung werden hier auf der Grundlage von [32] hergeleitet (siehe auch [12],[23]
und [29]).

2.1 Sobolev-Riume
Definition 2.1. Der Rand I' = 09 eines Gebietes 2 C R3 ist definiert durch
I =00=0nR*\Q).

Definition 2.2 (Lipschitz-Hypograph). Eine offene Menge Q@ C R3 ist ein Lipschitz-
Hypograph wenn eine Funktion ¢ : R? — R ezistiert, sodass

Q={r eR® 23 <((Z) Vi=(i1,72) €R?*}

25
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gilt und ¢ Lipschitz-stetig ist, d.h. es gilt
IC(z) = C(y)| < M|z —y|, =z,y€R?
mat einem M > 0.

Definition 2.3 (Lipschitz-Gebiet). Fine offene Menge @ C R3 ist ein Lipschitz-Gebiet,
wenn sein Rand I' = 0Q kompakt ist und es endliche Mengen {W;} und {;} mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

1. {W;} bildet eine offene Uberdeckung von T, d.h. jedes W; ist eine offene Teilmenge
von R"™ und es gilt T C |J, Wj.

2. Jedes ; kann durch eine Starrkorperbewegung (d.h eine Rotation plus eine Transla-
tion) in einen Lipschitz- Hypographen transformiert werden.

3. Q erfullt W; NQ = W; NQ; fiir alle 3.

Definition 2.4. C*™(Q) definiert den Raum der auf Q C R? beschrinkten und unendlich
oft differenzierbaren Funktionen. C§°(2) C C*(Q2) bezeichnet den Raum der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdger, d.h.

CyP () == {u e C™(Q) : supp u C Q}.
Definition 2.5. Der Raum Ly(QY) ist wie folgt definiert:
Q) =A{u: / lu(z)*dr < oo},
)

Dieser Raum st ein Hilbert- Raum mit der Norm

1/2
el ey = ( / |u<sc>|2dx)

(U, V) Ly() :/Qu(m)mdx

Definition 2.6. Der Sobolev-Raum W3 () ist fir s > 0 definiert als die Vervollstindigung
des C>(Q) beziiglich der ||.||w;q)-Norm,

und dem inneren Produkt

wobei fir ganzzahlige Indizes s € Ny

1/2

lellws@ = | D ID"ullZ 0

la|<s
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und fiir nichtganzzahlige Indizes s =k + k mit k € Ny und x € (0,1)

1/2
lellwsioy = {lulBgion + oy

N |Du(z) — D%u(y)|?
= dxdy.
|u|Wz"(Q) Z /Q/Q z — y[PFen ray

la|=k

qgilt.
Definition 2.7. Fiir s > 0 ist der Sobolev-Raum I/i}/g(Q) definiert als die Vervollstindigung
des Cg°(Q2) beziiglich der ||.||w;q)-Norm,
Fiir negative Sobolev-Indizes s < 0 ist der W5 (2) als Dualraum von V<[)/2_ *(€2) beztiglich des
Dualitdtsprodukts (., .)q mit der Norm
[{u, v)al
0£vew ;= (@) Ty * (@)

definiert.
Alternativ kénnen auch Sobolev-Rédume H*(R?) iiber die Fourier Transformation eingefiihrt
werden (siehe [25], [36]) Fiir alle s > 0 gilt

H*(R?) = W3 (R%).
Definition 2.8. Fir s > 0 ist der H*(S2) definiert durch
H*(Q) :={v="1|q:0€ HR?}

mit der Norm

[ollgs@y = inf  ||7]
BeHs (R3),d|q=v

HS(]R3)'
Mit ~ oot
H*(Q) = Cg() ™
ist fiir negative Sobolev-Indizes der H*() als Dualraum von H*(Q) definiert :
o (@) = [H(©)
Bemerkung 2.1. Fir Lipschitz-Gebiete und s > 0 gilt (siche [36])
W5(Q) = H*(Q).
Weiters gilt H°(Q2) = Lo().

Definition 2.9. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet und Br ein Kugel um den Ursprung mit
Radius R, dann ist der H}. (Q°) definiert durch

H (%) = {v € H'(Q) : - {lv@)]* +Vo(y)[*} ds, < oo VR >0}
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2.1.1 Spuroperatoren

Definition 2.10 (Dirichlet-Spur). Sei §2 ein beschrinktes Gebiet mit Rand I' = 0§2. Dann
ist die innere Dirichlet-Spur einer Funktion u definiert als

nt _ . ~, .
Yo ul(r) = iesllszeFu<x) fire €T

bzw. die dussere Dirichlet-Spur

v u(e) = _lim (&) firz el

Definition 2.11 (Neumann-Spur). Sei Q wieder ein beschrinktes Gebiet. Dann ist die
innere Neumann-Spur einer Funktion u deﬁniert als

yirty(z) = lim n, u () firxel
1
IGQ—>LEEF

bzw. die dussere Neumann-Spur

Viu(z) = lim an( )({3~ w(z) firxzerl,

wobei n(x) = (ny(z),na2(x),nz(x))” den dusseren Normalenvektor auf dem Rand im Punkt
x €1 bezeichnet.

Bemerkung 2.2. Per Konvention zeige der Normalenvektor beziiglich des Randes eines
beschrinkten Gebietes immer von diesem Gebiet weg. Das heisst, der Normalenvektor der
inneren und dusseren Spur zeigt in die gleiche Richtung.

Der Sprung der Dirichlet- bzw. Neumann-Spur wird wie folgt bezeichnet:

[oul(z) = 76" u(z) — " u(z) firz el

bzw.
[yiu)(z) = yPu(z) — y™u(z) fiir o € T.

2.1.2 Sobolev Raume auf dem Rand

Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet und I' = 99 dessen Rand.
Definition 2.12. Die Ly-Norm auf dem Rand ist definiert durch

1/2
|w|| oy = (/F|u(:)s)|2dsx) .

Die Sobolev-Slobodeckii-Norm auf dem Rand ist fiir s € (0,1) definiert durch

2 |u(x 12
||u||H5m:{||u||L2( o [ lu(z) ~uly)l® dsy} |
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Analog zu den Sobolev-Raumen fiir das Gebiet ist der H*(I") fiir negative Sobolev-Indizes
s < 0 als Dualraum von H~*(T") definiert,

HT) = [H(D)],
beziiglich dem Dualitétsprodukt

(u, ) 1= / u(z)o(@)ds,

und mit der Norm

- [(u, v)r|
[ullmsy == sup .
0£veH—s(I") ||UHH*S(F)

Definition 2.13. Sei nun 'y C I' ein offenes Randstiick einer stiickweise glatten Rand-
kurve I'. Dann ist fir s > 0

H*(To) := {v = 0lp, : 0 € H*(I')}

mat der Norm

[ollzowoy == anf o]

veHs(T'),v=2|r,

Fiir einen stiickweise glatten Rand

p
I=|JT: Iinl;=0 firi#;
i=1

definiert man

(T),i=1...p}

e }/

Satz 2.14 (Spursatz). Sei Q ein C*~11 Gebiet (das heisst, dass die Parametrisierung der
Oberfliche k—1 mal differenzierbar ist und deren Ableitungen der Ordnung k—1 Lipschitz-
stetig sind). Fir % <s<kist

Hy () :={ve LyT):v

mit der Norm

0]

s H(S) - BT
ein beschrankter, linearer Opemtor, d.h. es gilt
||7(§nt'u||H5*1/2(F) < cr|vlms), Vv e H¥(Q).

Satz 2.15 (Inverser Spursatz). Sei Q ein C*~11 Gebiet. Dann besitzt der Spuroperator
Yot H9(Q) — H*YA(T) fir 3 < s <k eine stetige Rechtsinverse

£ HVAT) — H¥(Q)
mit Y™MEw = w und

1Ew]

H5(Q) < C[THUJHHSA/Q(F), Yw € Hs‘l/z(F).
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2.1.3 Greensche Formeln

Aus dem Gauflschen Integralsatz und der Formel fiir die partielle Integration folgt

| Fau@i@as = [ Vu@ Vi@ - [ s,

bzw. . .
<_Au7 U>Q = <VU, VU>Q - <7intu7 fV(I]HtU>F-

Damit folgt fiir Lu = —Au — k*u

<LU, U)Q = <_Au7 U>Q - ]{72<U, U)Q
<vu> VU>Q - k2<ua U>Q - <7i1ntua 'Viontv>f‘-
Mit
aQ(u> 'U) = <VU, V'U>Q - k2<ua U>Q

erhélt man die 1. Greensche Formel
(Lu,v)a = aq(u,v) — (1"u, 75" 0)r. (2.1)

Vertauscht man die Rollen von v und v, so erhélt man

(u, Lv)o = ag(u, v) — (3" u, n"0)r.

Bildet man die Differenz der zwei obigen Gleichungen, so bekommt man die 2. Greensche

Formel
int int int

(Lu,v)a = (u, Lv)a = (19" u, N 0)r — (N™u, %" v)r. (2.2)
Weiters gilt:

Satz 2.16 (3. Greensche Formel). Sei v € C*(R3) und w € HL (R3\ T') mit Lu = 0 in
QUQC, dann gilt

(Lu, v)rs = ([ou], 11v)r — ([11u], v00)r-
Beweis: Da v einen kompakten Trager besitzt, gilt laut der zweiten Greenschen Formel

beziiglich R?
(Lu,v)gs = (u, Lv)gs.

int ext int ext

Da v stetig und beschrénkt ist, gilt v*v = v5*"v = v und y*v = v7*v = yv. Durch
zweimaliges Anwenden der zweiten Greenschen Formel erhédlt man

(u, Luygs = (u, Lv)q + (u, Lv)ge
= an(u,v) + age(u,v) = (15 u, 110)r + (35w, N)r

(Lu, ) + (L, 0)ae — (i — 35, 10} + (0 — 78, Yov)r

Da laut Voraussetzung Lu = 0 in Q U Q€ gilt, folgt somit die Behauptung.
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2.2 Koerzive Operatoren

Ein wichtiges Hilfsmittel, um Aussagen iiber die Losbarkeit von Randintegralgleichungen
machen zu konnen, ist die Theorie koerziver Operatoren:

Definition 2.17. Sei X ein Banach-Raum. Der Operator A : X — X' heifit dann koerziv,
wenn es einen kompakten Operator C : X — X' ¢ibt, sodass die Gardingsche Ungleichung

Re((A+C)v,v) > etk YweX, ¢ >0

erfillt ist.

Definition 2.18. Sei X ein Banach-Raum. Der Operator A : X — X' heifit X -elliptisch,
wenn es ein ¢t > 0 gibt, sodass

[(Av,v)| > cf[lv]lk Vv e X

erfillt ist.

Fiir koerzive Operatoren gilt nun das folgende Theorem (siche [34)):

Theorem 2.19. Sei A : X — X' ein beschrinkter und koerziver Operator und sei A
injektiv, d.h. aus Aw = 0 folgt w = 0. Dann hat die Gleichung Au = f eine eindeutige
Losung u € X, die

[ullx < cfl fllx

erfillt.
Beweis: Der Operator D = A+ C : X — X' ist linear und beschrankt. Da A koerziv ist,
ist D X-elliptisch. Nach dem Lax-Milgram Lemma (siche z.B. [32], Satz 3.2) existiert der

inverse Operator D~! : X’ — X. Daher kann man nun statt der Gleichung Au = f die

dquivalente Gleichung
Bu=D"'"Au=D7'f

mit dem beschrankten Operator
B=D'"A=D'D-0)=1-D'C:X - X

betrachten. Da C' kompakt ist, ist auch D~*C' kompakt und daher kann man fiir Bu = f
die Fredholmsche Alternative anwenden. A ist injektiv, d.h. D7!A ist ebenfalls injektiv,
daher existiert eine eindeutige Losung der Gleichung Bu = f, fiir die gilt

lullx < cl D7 fllx <€l fllx
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2.3 Formulierung der Randwertprobleme

Sei nun © C R3 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und I' = 952 sein Rand. By, sei ein Kreis
um den Ursprung mit Radius R.
Das dussere Dirichlet-Randwertproblem der Helmholtz-Gleichung lautet dann :

Gegeben sei die Wellenzahl k > 0 und das Dirichlet-Datum gq4(x) € HY?(T). Gesucht ist
dann eine Funktion u € H} (92°), die

loc

Au(z) + Ku(z) = 0, z €Q°
u(z) = ga(x), = €T,
2 (2.3)
lim 8_u —iku| ds, = 0
R—oo ny

9BR

im verallgemeinerten Sinn erfillt.

Die letzte Beziehung fiir das Verhalten der Losung im Unendlichen wird Abstrahlungsbe-
dingung von Rellich genannt.
Das dussere Neumann-Randwertproblem der Helmholtz-Gleichung lautet:

Gegeben sei die Wellenzahl k > 0 und das Neumann-Datum g,(z) € H=Y?(I'). Gesucht ist
dann eine Funktion u € H} (92°), die

loc

Au(x) + kKu(z) = 0, z €9Q°
0
—u(z) = gn(x), z €T,
lim —— —tku| ds, = 0
R—o0 8ny

9BR

im verallgemeinerten Sinn erfillt.

Im 1. Kapitel wurde bei der Formulierung des Streuungsproblems anstelle der Abstrah-
lungsbedingung von Rellich

a—u—iku

2
- ds, = 0 (2.5)

lim
R—o0
O0BRr

die Bedingung

0
Tllrglo r (8_1; — zku) =0, r=|z|,
fiir das Verhalten der Losung im Unendlichen vorgeschrieben. Diese Bedingung ist stérker

und geht auf A. Sommerfeld (siehe [31]) zuriick. Diese Forderung schliefit einstrahlende

Wellen, also Losungen der Form
—ik|z—y|
e

|z — y|
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aus und garantiert die eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems. Fiir die eindeutige
Losbarkeit und die Formulierung des Aussenraumproblems durch Randintegralgleichungen
reicht jedoch die Integralrelation aus:

Satz 2.20. Das dussere Dirichlet-Randwertproblem (2.3) bzw. das dussere Neumann-Rand-
wertproblem (2.4) hat hochstens eine Lisung.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den zwei folgenden Lemmata (siehe [12]):

Lemma 2.21. u erfille die Helmholtz-Gleichung und die Abstrahlungsbedingung von Rel-
lich und sei Ry so grofi, dass 2 C Bg,(0) gilt. Gilt nun fir ein R > Ry

Im / u(m)%(aj)dsx >0, r=]|z,
0Bg

dann folgt uw =0 in Q°.

Lemma 2.22. u erfiille das dussere Dirichlet- Randwertproblem (2.3) oder Neumann-Rand-
wertproblem (2.4) mit den Randdaten gq(x) = 0 oder g,(z) = 0 fir x € I'. Dann gilt fir
v € H} () und fiir alle R > Ry

loc
/ (VuV7T — k*ut)dr — / —auudsx =0.
r

Br(0)\Q2 9BRr(0)

Nun kann man leicht die Eindeutigkeit der Lésung des dusseren Dirichlet- bzw. Neumann-
Randwertproblems zeigen:

Man nehme an, es giabe zwei Losungen u; und us. Man betrachte die Differenz der Losungen
u = uy — ug. Diese erfiillt ebenfalls das dussere Dirichlet- bzw. Neumann-Randwertproblem
mit den Randdaten Null. Also kann man fiir « Lemma 2.22 anwenden. Fiir den Imaginérteil
der Gleichung aus Lemma 2.22 gilt dann

ou
I —uds, = 0.
m / 5 uds, =0

Mit Lemma 2.21 folgt schlielich u = 0.

2.4 Darstellungsformeln

Die Losung der dusseren Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme lésst sich als Ober-
flachenintegral darstellen. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten. Einerseits gibt es indirekte
Ansiitze, also Darstellungen der Losung mit einer unbekannten Dichtefunktion im Inte-
granden des Oberflichenpotentials, andererseits gibt es direkte Ansitze, bei denen die
Cauchy-Daten der Losung im Integranden stehen.
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2.4.1 Indirekter Ansatz
Die Fundamentallosung fiir die Helmholtz-Gleichung lautet

1 etklz—yl

~ 1y €eR
4t |z —y| Y

Die Fundamentallosung hat eine Singularitéit an der Stelle x = y und es gilt
AU (z,y) + K Up(z,y) =0 fir 2 #y.

Da die Fundamentallosung die Helmholtz-Gleichung erfiillt, 16st das folgende Oberfléchen-
potential die Helmholtz-Gleichung

u(x) :/FU,:(:c,y) (x)ds, = (Vew)(z) fiir 2 € QUQC

mit einer unbekannten Dichtefunktion w € H~'/2(T). Dieses Integral bezeichnet man auch
als Einfachschichtpotential. V};, kann man auch als beschréinkte und lineare Abbildung auf-
fassen mit

Ve : H™'V2(I) — Hyp, ()

(siche [12], Theorem 3.6). Ausserdem erfiillt V, die Sommerfeldschen Abstrahlungsbedin-
gungen:

Lemma 2.23. Fir u(z) = (Vow)(x) gilt

lim (%u(:c) — zku(aj)) =0 firr=|x|

r—00
Beweis: Da z ¢ I ist, kann man die Differentiation mit der Integration vertauschen:

9 @ Vo) _ 1 [ (@a=y) u.y (Z-k_ ! )w(y)dsy.

|z] A Jp |zlle —yl? |z =yl

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

r|—u(x) — tku(z < = —1) - —— 2w ds
gri) k@) < | T |:cux—y| alle — P3| [ Wlds
< Sup w(y \/{ —v) 1'+ Z}dsyﬁo
T yer |z — y| |93||93—y| |z —

fir |z| — oo.
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Eine Losung der Helmholtz-Gleichung kann man auch durch das Doppelschichtpotential
9 * .. c
u(x) = Ui(z,y)v(y)ds, = (Wyv)(x) fiir x € Q
r 0ny

mit einer unbekannten Dichtefunktion v € H'Y?(T') darstellen. W), definiert wieder eine
lineare, beschrankte Abbildung

Wy, - HY2(I') — HL _(9°).

Wie das Einfachschichtpotential erfiillt auch das Doppelschichtpotential die Sommerfeld-
sche Abstrahlungsbedingung;:

Lemma 2.24. Fir u(zx) = (Wyw)(zx) gilt

lim r (gu(x) — zku(a:)) =0 firr=|z|.

r—00 r

Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis fiir das Einfachschichtpotential.

2.4.2 Direkter Ansatz
Darstellungsformel fiir den Innenraum

Satz 2.25. Fir eine Liosung der Helmholtz-Gleichung in einem Gebiet (2 mit Rand I" gilt
die folgende Darstellungsformel

r r

Beweis: Man wiihle einen festen Punkt z in 2 und lege eine Kugel B.(z) um diesen Punkt
mit einem Radius € > 0, sodass B.(z) C Q. Es sei Q\ B.(z) =: Q. und v(y) = U} (z,y),
dann gilt die zweite Greensche Integralformel

| wowemas- [ ot -

ou ov ou ov
Jrwgds,  [uwgtas,— [ wgtae [ g,
8Bs(1') 8B5(Z‘)

J

(1) (I2)

J/

Laut Voraussetzung gilt Lu = 0, wegen |z — y| > 0 fir y € (). folgt auch Lv = 0. Damit
sind die beiden Gebietsintegrale auf der linken Seite gleich Null. Zu untersuchen sind nun
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die beiden Randintegrale (I;) und (1) :

. du
)l = / Ut ) s,
y
835
< 47r5 / Iny - Vu(y)|ds,
OB.(x
1
gzggwwm/wy
A ) Be(z)
e
= sup||Vu(y)|l2 = €||VullLo@ — 0 fiire — 0.
TE yeQ
Aus
VUL y) = e )('k: . )
2,y) = ——y— ) ik -
o [ — y[? [ —y]
und n, = folgt
I—M
Uy (x,y .
[ R R e e
Ty
B.(z) Be(z) ) |
1 etrETyl [ 1
s A= i G
'kBg(m)
e’l 154 ) 1
= 1= (zk—g) /u(y)dsy
' B.(z)
(k-2 ane uie) — i)
= _ = _ s —
1o k=2 dmem u(€) — —ule

laut dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, wobei £ € B.(x). Setzt man dieses Ergebnis
in die Greensche Formel ein, dann erhélt man die Darstellungsformel

ue) = [ Uitepitutnds, = [ AU oniutnds,

O

Mit Hilfe des oben definierten Einfach- und Doppelschichtpotentials, lasst sich die Darstel-
lungsformel wie folgt schreiben:

u(z) = (Vi"u)(@) — (Wgtu)(z), @ € Q.
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Darstellungsformel fiir den Aussenraum

Fiir das Aussenraumproblem lésst sich auch eine Darstellungsformel herleiten, man muss
aber an die Losung eine zusétzliche Bedingung an das Abklingverhalten stellen:

Satz 2.26. Fir eine Losung der Helmholtz-Gleichung im Aussenraum ¢, die die Som-
merfeldsche Ausstrahlungsbedingung

lim /
R—oo

OBRr

a—u—zk‘u

dsy, =0
ony, %

erfillt, gilt die folgende Darstellungsformel

u(x) = /Uk(x y)vu(y)ds, + /%”thk(x y)V§ u(y)ds, fiir x € Q°.

Beweis: Sei Qr = Bgr(z) \ Q wobei x € Q° und R so gewiihlt werden, dass Q C Bg(z).
Fiir Qx kann man nun die Darstellungsformel aus Theorem 2.1 anwenden,

0w oY (2,y)
U’(x) - /I:Uk (':U? y) any dsy + /U(y> 8ny dsy +

T
. ou U} (x,
/Uk(:)s,y)—ﬁn ds, — /u(y)iggl y) ds,.
y y

OBr(x) OBR(x)

J/ (. J/

(I1) (I2)

Man muss nun das Verhalten der Integrale (/1) und (/) fiir R — oo untersuchen. Zuerst
beweist man folgende Aussage:

/|u )2ds, = O(1). (2.6)
OBg(x
Wendet man die Greensche Formel fiir v =@ an, so erhélt man
au
aB{(xa Sy — /Fua—nydsy = /QR |Vul?dy — k? /QR lu|*dy.
Durch Bildung des Imaginérteils dieser Gleichung ergibt sich

ou
Im / 8 = Im/ua—ndsy.
r

dBR(z

Weiters gilt nach der Sommerfeldschen Abstrahlungsbedingung
% —1ku

C —/ %QMP\ 24 2t (1 2%) L g
on,, v on,, B Yon, ) [

OBR(z) OBR(x

0= lim
R—o0
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und somit

lim ou 2 + K*ul? p ds, = —lem/u@ds
r—o00 on, v on "
9BR(z) r

Da beide Terme im Integranden auf der linken Seite nicht-negativ sind, folgt somit die
Behauptung (2.6).
Durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und

U} (x,y)

" * e — 2
o kU (z,y) = O(1/|z — y|?)

folgt

I = /u(y) (w — ikU,:(x,y)) ds, — 0 fiir R — oo
v

OBR(w)
und mit Uy (z,y) = O(1/|x —y])

I = /U;(x,y) <0g7iy) — Zk:u(y)) dsy, — 0 fiir R — oo.
Yy

OBR(x)

Daher gilt

P Ui (z,y)  Ouly), . )
()= () =5 —1I,= / u(y) gny - on, Ui(x,y) pds, — 0 fiir R — oo.

OBR()

Fiir die Losung des Aussenraumproblems erhélt man also die Darstellungsformel
u(z) = —(Vin{u) (@) + (Wirgu)(z)  fiir v € Q°,

Somit haben wir fiir die Losung des dusseren Dirichlet- bzw. Neumann-Randwertproblems
die folgenden Darstellungen erhalten:

e Einfachschichtpotentialansatz
w(z) = (Vyw)(z) fiir z € Q° (2.7)
mit einer unbekannten Dichtefunktion w € H~'/2(T).
e Doppelschichtpotentialansatz
u(x) = (Wyv)(x) fir x € Q° (2.8)

mit einer unbekannten Dichtefunktion v € H/2(T).
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o Direkter Ansatz
w(z) = —(Viy?u) (z) + (Winu)(z)  fiir 2 € Q° (2.9)

mit unbekannter Neumann-Spur ¢y € H~Y2(T') im Falle des Dirichlet-Rand-

ext

wertproblems bzw. unbekannter Dirichlet-Spur 7w € H'/?(I") im Falle des Neumann-
Randwertproblems.

Um nun die unbekannten Dichtefunktionen bzw. das unbekannte Dirichlet- oder Neumann-
Datum zu bestimmen, ldsst man die Variable x in der jeweiligen Darstellungsformel gegen
einen Punkt am Rand laufen. Da der Integrand des Einfach- und Doppelschichtpotenti-
als im Fall x € I' eine Singularitiat besitzt, bedarf es einer genaueren Untersuchung des
Grenzverhaltens beider Potentiale.

2.5 Randintegraloperatoren

2.5.1 Das Einfachschichtpotential

ext

Wendet man die dussere Spur ;' auf Vi an, erhalt man den Operator Vj, := 78Xt‘7k.
Es gilt
Vit HY2(T) — HY4(I)

und V}, ist ein beschrankter und linearer Operator, d.h.
||ka||H1/2(F) < C;/HwHH*l/Q(F)'

Lemma 2.27. Fir w € Lo(I") gilt die Darstellung

(Viw)(z) = / Ut (z,y)wly)ds, firzel

als schwach singuldres Oberflachenintegral.

Der Beweis folgt analog wie fiir die Laplace-Gleichung (siche [32], Lemma 6.4). Weiters gilt
die folgende Sprungbedinung

(Vi) (@) — (" Vi) (x) =0 fir z €T
Um das Neumann-Randwertproblem zu l6sen, muss man vf"t% berechnen:
W Vi HT2() — HV3(T)
ist ein beschrankter, linearer Operator.
Lemma 2.28. Fiir den Sprung der Normalenableitung des Einfachschichtpotentials gilt

[ View] = —w.
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Beweis: Sei u(z) = (Vow)(z) fiir 2 € QU Q°, dann gilt Lu = 0 in Q U Q°, das heisst man
kann die 3. Greensche Formel (Satz 2.16) anwenden:

(Lu, p)rs = ([vou], 1)r — ([nul,op)r Ve € CSO(R?’)-
Fiir die linke Seite der Gleichung folgt

o = [ L [ Ui nutds, oa)s

= //RSLkay z)dz w(y)ds,

= //]R(3 r —y)p(x)drw(y)ds,

= [ wwetu)ds, = (w0

Da [VOka] = 0 ist, folgt somit

(w, vo0)r = —([11u], yop)r fiir alle p € Cg°(R?).
Da 7Cg°(R?) in H'/?(T') dicht ist (sieche [29], Lemma 2.8.4), folgt die Behauptung.

Lemma 2.29. FEs gelten die Beziehungen
1

Y (Vo) (z) = 5w (@) + (Kw)(z),
v (Vow)(z) = _%w(:):)%—(K;Qw)(x)

im Sinn von HY2(T'), wobei

(K'w) @) = lim / VU (2, yyw(y)ds, fir z € T.

yel:|ly—z|>e

Beweis: Zuerst wird die Formel fiir die innere Spur bewiesen, die Formel fiir die dussere
Spur folgt dann aus Lemma 2.28.

Sei w € H~'/2(I), dann ist Vyw eine Losung der Helmholtz-Gleichung in € und sei

v € C*(Q), dann folgt mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel

[orutenitetds, = [ Vu@ Vs - 1 [ u@pta)ds

Q

/ / U)o, Vool —h° / w(@)o(z)da.

Q
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Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge erhélt man

0= (vt [ G, | Ve

yel:|z—y|>e

:/w(y)lin(l] / V.U (x,y)Vaep(z)de ds,.
r e

zeQ:|z—y|>e
A

J/

(%)

Wendet man wiederum die Greensche Formel an, so erhélt man

() =k [ Uiln.plaldo +

zeQ|z—y|>e
| vz it + [ AR getds.
z€l|z—y[>e zeQ:|z—y|=¢

Das dritte Integral lasst sich folgendermassen aufteilen:

/ U (2, ) () dss

zeQ:|z—y|=¢
- / WUk (2, 9) () — (y)ldse + ¢(y) / 15Uk (2, y)dss
zeQ:|z—y|=¢ zeQ:|z—y|=¢

wobei gilt

YU (z,y)[p(x) — o(y)]dsa
2€Q:|x—y|=¢
int

< max Jp(@) — o) / U (2, y) s
zeQ:|z—y|=¢

zeQ:|z—y|=¢
Weiters ist

/wi?;U;(x,y)usxs / U (2, y) s

z€Q:|z—y|=¢ z€ER3:|z—y|=¢

1 / 1 1
dm |z —y|

ik — ds, = |ike — 1| — 1.
e—0
z€R3:|z—y|=¢

|z —yl
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Daraus folgt

| i)l - s — 0.

e—0
zeQ:|z—y|=¢
Mit n, = y-2 erhalt man
|z =yl
. 1 eiklx_yl 1
nt 77* .
Ui(xz,y)ds, = — r—y,ng)—— |1tk — —— | ds,
zeQ:|z—y|=¢ reQ:|z—y|=¢
1 ethle=vl 1 1
= — / —ik ) ds, — =
Am |z —y| \|z -y =0 2
zeQ:|z—y|=¢

fiir eine hinreichend glatte Oberflache I'. Insgesamt erhélt man dann

[ty ota)ds. -

. in * in 1
/ w(y)lim / Wols (@, y)70" e(x)ds, + zo(y) | ds,
T

e—0 2
z€l:|z—y|>e
+k2/w(y) lirr(l) / U,:(:c,y)go(x)dxdsy—szu(x)go(x)dx.
r e Q
zeQ:|z—y|>e

Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge folgt
k? / w(y) liII(l) / Ui (z,y)p(z)dzds, — k* / u(z)p(z)de =0
r e Q
zeQ|z—y|>e

und somit

[otrutangtetais. = [ |Gue) + @ow) s,

Sei V) das Einfachschichtpotential des Laplace-Operators A. Dann gilt:
Lemma 2.30. Der Operator
Vi — Vo : HY2(T) — HYX(I)
1st kompakt.
Fiir den Beweis siche [29], Lemma 3.9.8.
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2.5.2 Das Doppelschichtpotential

ext t

Durch Anwendung von ~§*, bzw. 7{*
schrankte lineare Abbildungen

auf das Oberflichenpotential W, erhélt man be-

W s HYAT) — HYA(T),
W s HYAD) — BT,

mit
176 Wl ey < C§HU||H1/2(F),
||7§XtW,U||H*1/2(F) S CQDH'UHHl/Z(F).

Lemma 2.31. Fiir die Spriinge der Dirichlet- bzw. Neumann-Spur des Doppelschichtpo-
tentials gilt

oWiv] = 25" Wiv — 25" Wyo = v,
(1 Wev] = AW — "W = 0.

Beweis: u(x) = (Wyv)(x) ist eine Losung der Helmholtz-Gleichung fir = € Q U Q°, dann
gilt die 3. Greensche Formel (Satz 2.16):

(Lu, ©)rs = ([you], 1)r — {(nul, vop)r fiir alle ¢ € C3°(R?).

Fiir die linke Seite der Gleichung gilt

(Lu, p)ps = /Lx
RS

0
= Fv(y)g—nyw(y)dsy = (v, M1¥)r.

In die 3. Greensche Formel eingesetzt ergibt sich schliellich
([vou] —v,mp)r = ([nu], Yop)r.

Da 40C8° x 1 Cg° in HY?(T') x H~/2(T") dicht ist (siche [29], Lemma 2.8.4), miissen beide
Seiten der Gleichung gleich Null sein und somit folgt die Behauptung.

O
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Lemma 2.32. Fiir v € HY?(T) gelten die Beziehungen

N W) (z) = —%v(:p)jt(Kv)(I),

Ve (Wyv)(z) = %U($)+(KU)(I)

wobes

0
(Kv)(x) := lim —Uj(z,y)v(y)ds, firxel.
e—0 yel:|ly—z|>e any
Beweis: Hier wird wieder die Formel fiir die innere Spur bewiesen, die Formel fiir die
dussere Spur folgt aus Lemma 2.31.
Fiir ein € > 0 definiert man

(K.ov)(x) = / %U;(x,y)v(y)dsy fir x e I,

yel':ly—z|>e

Weiters sei & € €2, sodass | — Z| < . Dann ist

WW@%&M@I‘/[ﬂ%@wWWMMWMM
yel:|ly—z|>e
" / Wz (2, )] (y)ds, =
yel:|ly—z|<e

Uk (@ y) — Uk (2, y)]u(y)ds,

yel:|y—a|>e
+ / U (& 9)[v(y) — v(@)]ds, + v(z) / NyUi (T, y)dsy.
yeltly—z|<e yeltly—z|<e

Fiir den ersten Summanden gilt

lim / WUE (2, y) — Uz (2. 9)]o(y)ds, = 0

r—T
yel:|y—a|>e

fiir alle € > 0, der zweite Summand verschwindet ebenfalls, da

/ M UE (@ 9)l[v(y) —v(@)]ds,| < sup  |v(z) — v(y)] / MU (2, y)]ds,

yel:|ly—z|<e
yel:|ly—z|<e yel:ly—z|<e

und fiir z € Q2
/|7thk z,y)|ds, < M
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gilt. Sei nun
Be(r) ={y € Q: |y — x| <e},

dann folgt aus

OB.(z) ={yel:|ly—z|<etU{yeQ:|ly—z| =¢}

[ i, = [ obvieds, - [ amviws,
yel|ly—z|<e OB (z) yeQ:|ly—x|=¢

Setzt man nun u(x) = 1 in die Darstellungsformel fiir das Gebiet B.(z) aus Satz 2.4.2 ein
(u =1 ist Losung der inhomogenen Helmholtz-Gleichung Au + k*u = k?), so erhilt man

1=— / VUG (&, y)ds, + K / Ui (2, y)dy.
9B (z) Be(x)

Das Volumenintegral ist beschréankt und somit

lim VU (&, y)ds, = —1.

e—0

8B, (z)

Analog zum Beweis von Lemma 2.28 folgt nun

T—x e—0

) . 1
fimlim [ WU s, ~lm [ U a)ds, = -

yeQ|ly—z|=¢ yeQ:|ly—x|=¢

Damit ist die Behauptung fiir die innere Spur bewiesen.

Lemma 2.33. Fiir alle ¢ € H/*(T"), ¢ € HY2(T") gilt

<Kkgp> w>F = <Q07 K/—kw>F>

d.h. K", ist der adjungierte Operator von K.

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen und Vertauschen der Integrationsreihenfolge.

2.5.3 Hypersingulidrer Operator

Der hypersingulare Integraloperator ist definiert durch die negativ genommene Neumann-
Spur des Doppelschichtpotentials:

(D) () = — (1 W) () = —5™ / U (e, () ds,.
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Der Integrand des hypersingulédren Operators besitzt eine hypersingulédre Singularitét, d.h.
der Integrand exisitert nicht als Cauchy-Hauptwert. Durch partielle Integration erhilt man
die folgende Darstellung der durch Dy induzierten Bilinearform (siehe [27], [25])

<Dk807 1/}>F = <VRCLI‘1I‘ @, CLI‘IF ¢>F - ]{72<an§0, mb>1“
mit dem Oberflachen-curl
curly () = n(x) x Ve(z),

wobei ¢ eine Forsetzung von ¢ vom Rand I' in das Gebiet R? \ T ist. Fiir vektorwertige
Argumente ist das Skalarprodukt (.,.)r wie folgt definiert:

(@, B = /F @(x) - F(x)ds,.

Sei Dy der hypersingulédre Integraloperator des Laplace Operators A, dann gilt:

Lemma 2.34. Der Operator
Dy, — Dy : HY*(I') — H™Y(T")
15t kompakt.

Fiir den Beweis siche [29], Lemma 3.9.8.

2.6 Randintegralgleichungen

Verwendet man nun den Einfachschichtpotentialansatz (2.7) zur Losung des Dirichlet-
Randwertproblems (2.3) erhélt man die folgende Randintegralgleichung

(Viw)(x) = ga(z) fir z el (2.10)

Fiir die Losung des Neumann-Randwertproblems (2.4) erhélt man die Randintegralglei-
chung

_%w(x) + (Kjw)(x) = go(z) fir z € T. (2.11)

Fiir die Losung des Dirichlet-Randwertproblems mit dem Doppelschichtpotentialansatz
erhélt man die Randintegralgleichung

_%U(x) 4 (Kw)(z) = ga(z) fiirz €T, (2.12)

bzw. fiir das Neumann-Randwertproblem

—(Dyv)(x) = gp(x) firz eT. (2.13)
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Fiir die direkte Darstellungsformel
u(z) = —(Viy&u) (z) + (Wingu)(z)  fiir o € Q°

erhédlt man zwei Randintegralgleichungen,
1
,ygxt — (2[ + Kk) extu _ Vk’}/eXt u,

ex ex 1 ex
W = =Degte 4 (G- Kt

Zur Losung des Dirichlet-Randwertproblems muss man nun eine der beiden Randintegral-
gleichungen nach den Neumann-Daten l6sen:

(Vi u)(z) = (5T + KiJga(w) fix €T, (2.14)
bzw. ]
(21 + K7 u(x) = —(Dygq)(z) fir x € T. (2.15)

Fiir die Losung des Neumann-Randwertproblems erhélt man die folgenden Randintegral-

gleichungen

(_%HK) ety (z) = (Viga)(z) fiir 2 € T, (2.16)

bzw.

(D& ) (z) = —(%[—l— K})gn(x) firzel. (2.17)

Die Randintegralgleichungen (2.14) und (2.17) nennt man Integralgleichungen 1. Art, die
Randintegralgleichungen (2.15) und (2.16) Integralgleichungen 2. Art.
Fiir das Innenraumproblem erhélt man ein die folgenden Randintegralgleichungen

1

,y(l]nt — (51 _ Kk>,y(1)ntu + Vk,ymt u,

,yint — Dk,ymt + (2[ + Kk) 1nt .
Die Systeme fiir Innen- und Aussenraum lassen sich auch mit Hilfe des Calderon-Projektors
formulieren: b ‘o " ‘o

() = () CF) - G

'Vth ,yi)xt ) ,yint ,yint

wobei

(G4 Ky) ~Vi (31— Ky) Vi
Cext - ( _Dk (%[_K]Q ) Cmt - Dk (%[_'_KI::) . (218>

Lemma 2.35. C.,; und C;y; sind Projektionsoperatoren, d.h. es gilt

C2 Cext

ext —

und
C?. = Cin

nt
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Der Beweis lédsst sich analog zu [32], Lemma 6.12 durchfiihren.

Korollar 2.36. Aus der Projektionseigenschaft des Calderon-Projektors folgen die
Relationen

1 1

ViDyp = (§I—|—Kk)(§l — Ky),
1 1

DV, = (§I+K{C)(§I - Kj),

DKy, = KDy,
KV = ViKL.



3 Modifizierte
Randintegralgleichungen

Die Losung der Aussenraumprobleme durch die Randelementmethode ist vorteilhaft, da nur
der Rand des Gebietes diskretisiert werden muss, und die Sommerfeldschen Abstrahlungs-
bedingungen automatisch von den Oberflachenpotentialen erfiillt werden. Ein wesentlicher
Nachteil besteht aber darin, dass das System von Randintegralgleichungen fiir den Aus-
senraum nicht fiir jede Wellenzahl k eindeutig losbar ist, obwohl das Aussenraumproblem
selbst eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 3.1. Ist k> = )\ ein Eigenwert des inneren Dirichlet-Problems fiir den Laplace-
Operator, d.h.
—Auy(x) = Aup(z), * € Q,
ur(z) = 0, z € T,

dann gilt v{"uy € N (Vi) und v{"uy € N (-1 + K}).

Beweis: Das obige Eigenwertproblem 148t sich auch als Innenraumproblem fiir die Helmholtz-
Gleichung formulieren. Man betrachte nun das System von Randintegralgleichungen fiir
dieses Problem,

. 1 . .
Ty = (51 — K)o uy + Viy™ua,

. . 1 .
vintuA = Dk’}/(l)ntU)\ + (51 + K,;)vintu,\.

Da ~i"uy = 0 ist, folgt hieraus Vi yi™uy = 0, d.h. vi"u € N(V}), analog ergibt sich
ity e N(-11 + K}). .

Satz 3.2. Ist k* = u ein Eigenwert des inneren Neumann-Problems fiir den Laplace-
Operator, d.h.
—Av,(r) = pu(z), © € Q,

%vu(x) = 0, x € T,

dann gilt v§"v, € N'(Dy) und v{"v, € N (31 + Ky).

Beweis: Das obige Eigenwertproblem l&sst sich auch als Innenraumproblem fiir die Helmholtz-
Gleichung formulieren. Man betrachte nun das System von Randintegralgleichungen fiir

49
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dieses Problem,

. 1 . .
W'oe = (51— K" ou + Vi,
1
2

Da ~{™v, = 0 ist, folgt hieraus Dyy®v, = 0, d.h. 4{"v € N(Dy), analog ergibt sich
’)/(i)nt’U c N(%] + Kk)

W, = Dygtv,+ (51 + Kp)y™v,.

O

Fiir die Eigenwertprobleme des Laplace-Operators gibt es abzéihlbar viele Eigenwerte, d.h.
die Randintegraloperatoren V;, und Dy, sind fiir abzéhlbar viele Wellenzahlen £ nicht inver-
tierbar, obwohl die jeweiligen Aussenraumprobleme der Helmholtz-Gleichung eine eindeu-
tige Losung besitzen.

Korollar 3.3. Es gilt

1
(—51 + Ki)ga € Z(Vi) Vgq € HY*(D)
und

1
(31 + Ki)gn €Z(~Di) Vgo € H™V3(D).

Beweis: Sei u die Losung des dusseren Dirichlet Randwertproblems der Helmholtz-Gleich-
ung mit den Dirichlet-Daten v§**u = v. Dann gilt die Randintegralgleichung (2.14)

1
(Vintu)(z) = (=51 + Ki)ga(z) fiirz el
daraus folgt

1 1
(Vi§™u, q)r = ((—51 + Ki)94, )1 = (9a; (—51 + K_g)g)r =0 fir alle g € N (V3).

Fiir die Losung des &usseren Neumann Randwertproblems mit dem Neumann-Datum
ext

7 = w gilt die Randintegralgleichung (2.17)
(D) @) = (ST + Kgulr) fix v €T
und somit folgt analog
—(Dw1§"u, pr = <(%l + Ki)gn: P)r = (gn, (%l + K_p)p)r =0 fiir alle p € N(Dy).
Die Behauptungen folgen dann aus dem ’closed range theorem’ (siehe z.B. [36], Satz 3.3).

O

Auf Grundlage dieser Eigenschaft wurde die CHIEF-Methode von Schenck (siehe [5])
zur Umgehung des Problems der Nichtinvertierbarkeit der Randintegraloperatoren bei be-
stimmten Wellezahlen entwickelt. Diese Methode wird hauptséichlich von Ingenieuren ver-
wendet, sie ist aber bei hohen Frequenzen nicht stabil.
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3.1 Der Ansatz von Brakhage und Werner

3.1.1 Dirichlet-Randwertproblem

1965 wurde von Brakhage und Werner (siche [6]) vorgeschlagen, die Losung des Dirichlet-
Randwertproblems in Gebieten mit glattem Rand I' als komplexe Linearkombination von
Einfach- und Doppelschichtpotential anzusetzen:

u(z) = (Wyw)(w) — in(Viw)(z), =€ Q.
Dabei ist w € Lo(I') eine zu bestimmende Dichtefunktion. Dieser Ansatz fithrt auf die

folgende Randintegralgleichung

(51 + KoJu(e) — in(Viw)(z) = gulx) fir v € T. (3.1)

Uber die eindeutige Losung der Randintegralgleichung wurde in der Arbeit [6] von Brakhage
und Werner der folgende Satz angegeben:

Satz 3.4. Sei Q) ein Gebiet mit zweimal stetig differenzierbarem Rand T', dann hat die
Randintegralgleichung

(%[ + Kp)w(z) — in(Vyw)(x) = ga(z) firx el

genau eine Losung w € Lo(T).
Beweis: Da I' € C? ist, existiert eine Konstante C' > 0 mit
|(ny,y — )| < Cla —yf?

(siche [29], Lemma 2.2.14). Daher gilt

(. y = @) (ik‘— ! )‘gc

|z —y|?

(T)
—y|

1 C
P ‘g
lz—y|| = |z

s (2, )] =
und somit ist das Doppelschichtpotential
(Kpw)(x) = /yin;U,:(x, yw(y)ds, firzel
r

ein schwach singuldres Integral und Ky : Lo(I') — Lo(I") daher kompakt. Das Einfach-
1
schichtpotential Vj, : Ly(T") — Lo(T") ist ebenfalls kompakt, somit ldsst sich (51 + Ky)—inVi

als Identitét plus eine kompakte Storung auffassen. Daher ist die Fredholmsche Alternative
anwendbar und es ist nur mehr die Injektivitdt der Randintegralgleichung zu zeigen. Dazu
nehme man an, es gebe ein w, sodass gilt

(%] + Kp)w(x) —in(Vyw)(z) =0 firz el
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Da
u(z) = (Wew)(z) — in(Vyw)(z) fiir z € R*\ Q

eine Losung des Dirichlet-Randwertproblems im Aussenraum ist, muss
u(z) =0 firzeR*\Q

gelten, da die Losung im Aussenraum eindeutig ist. Daraus folgt 7$**u = 0. Aus den
Sprungrelationen (Lemma 2.31) fiir das Doppelschichtpotential folgt

int ext int

Yo U= U=Tp U= W
und

int,  _ext, __ _int, __ -

Y1 U= U= U= .

Setzt man dies in die Greensche Integralformel fiir €2 ein, so erhélt man

in [ oPds, = [ [Vu@)Pde =2 [ ju@)Pa.

Auf der linken Seite der Gleichung steht ein rein imaginérer und auf der rechten Seite ein
reeller Ausdruck, d.h. es miissen beide Seite gleich Null sein, daraus folgt aber w = 0.

O

3.1.2 Neumann-Randwertproblem
Fiir die Losung des Neumann-Randwertproblems macht man den Ansatz
u(z) = (W) (z) +in(Viv)(z), =€ Q°

mit v € Ly(I'). Die Anwendung der dusseren Neumann-Spur auf diesen Ansatz fithrt auf
die folgende Randintegralgleichung

(D) (x) + m(—%f + K)o(z) = gu(z) firz €T, (3.2)

Wie beim Dirichlet-Randwertproblem lésst sich ein Satz iiber die eindeutige Losbarkeit
dieser Randintegralgleichung formulieren:

Satz 3.5. Sei Q) ein Gebiet mit zweimal stetig differenzierbarem Rand T, dann hat die
Randintegralgleichung

—(Dyv)(x) + in(—%] + K v(z) = gu(z) fiirz el

genau eine Losung v € La(T).
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Beweis: Wie im obigen Beweis fiir das Dirichlet-Randwertproblem lésst sich argumen-
tieren, dass K : Lo(I') — Lo(I') ein kompakter Operator ist. Laut Lemma 2.34 ist
Dy — Dy : Ly(I') — Lo(T") ein kompakter Operator, dann ist auch C' = Dy — Dy + inKj, :
Ly(I') — Lo(I') kompakt. Somit erhélt man die koerzive Linearform

1

1
51+ K + )¢, el = [(=Do = in5 e, 9)r| = ellplipmy = elleliuw)-

[{(=Di+ in(—

Das heisst, der Randintegraloperator —Dj, + in(—31 + K},) ist koerziv. Fiir den Beweis der
Injektivitdt nehme man an, es gibt ein v, sodass

1
—Dyv + 2'17(—51 + K )v =0.
u sei dann definiert durch
u(z) = (Wyo)(z) + in(Viw)(z) fiir z € QUQC

Da das Neumann-Randwertproblem der Helmholtz-Gleichung fiir den Aussenraum eine
eindeutige Losung besitzt, gilt 4&*u = 0 und somit

ext int , int
To U U= " U=V
bzw.
ext int int .
VW —ntu = —ptu = —inu.

Setzt man dies in die Greensche Integralformel fiir €2 ein, so erhélt man

in [ 1otw)Pds, = [ [Vuto)fde = [ oo

Daraus folgt v = 0.
O

Beide Beweise setzen jedoch eine glatte Oberfliche I' von €2 voraus. Bei Lipschitzgebieten
sind die Operatoren K und K nicht mehr kompakt.

3.2 Der Ansatz von Burton und Miller

Der Ansatz von Brakhage und Werner ist eine indirekte Formulierung, deren Dichtefunktion
in der Regel keine physikalische Bedeutung besitzt. Eine direkte Formulierung, die fiir alle
Wellenzahlen eine eindeutige Losung besitzt, wurde von Burton und Miller 1971 gefunden.
Die in der Arbeit [11] vorgeschlagene Methode fiithrt wie beim Ansatz von Brakhage und
Werner auf eine komplexe Linearkombination von Randintegraloperatoren. Der Zugang ist
jedoch anders:
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Man multipliziere die zweite Randintegralgleichung im Calderon-Projektor (2.18) fiir das
Aussenraumproblem mit ¢ und addiere sie zur ersten Randintegralgleichung:

1
VW' = (=1 + K)y§tu — VeV,

2
1 .
e = =Degte 4 (G- Kgntu [in,

Das fiihrt auf die folgende direkte Randintegralgleichung
1 1
(inDk — 5] + Kk) Yy = (Vk — z'n§l — z'nK,;) V. (3.3)

Je nachdem ob man das Dirichlet- oder Neumann-Randwertproblem losen will, muss man

nun diese Randintgralgleichung nach v§**u bzw. 7$**u auflésen. Die eindeutige Losbarkeit

der Randintgralgleichung fiir das Dirichlet- bzw. Neumann-Problem folgt wie in Satz 3.4
bzw. Satz 3.5.

3.3 Regularisierte Randintegralgleichungen

Bisher wurden die gesuchten Dichtefunktionen bzw. die unbekannten Cauchy-Daten als
Funktionen in Lo(I") aufgefasst. Das Problem ist nun, dass bei Lipschitz-Gebieten Q die
Randintegraloperatoren aus den Ansédtzen von Brakhage und Werner bzw. Burton und
Miller nicht mehr koerziv sind. Das bedeutet, dass die Standardmethoden zur numerischen
Analysis der Randintegralgleichungen nicht mehr angewandt werden konnen. Das fiihrte

nun auf die Idee, die Operatoren nicht mehr in Ly(I') zu betrachten, sondern in ihren
natiirlichen Spurrdumen H~/2(T') bzw. H'/?(T").

3.3.1 Regularisierung des Einfachschichtpotentials
Die Randintegralgleichung

1
Yo = Viaw — in(§I + Kj)w

wurde von Brakhage und Werner fiir ein w € Lo(I') betrachtet. Es gelten jedoch die
folgenden Abbildungseigenschaften

Vi: HYX(I) — HY2(I) und K : HY*(T) — HY*(T).
Daher fasst man w als Element von H~'/2(T") auf und fiihrt einen Operator
R: HV(T) — HY*(T)
ein und setzt w(z) = (R™'v)(x). Dies fiihrt dann auf den Ansatz

w(z) = (ViR ) (z) — in(Wyo)(z)  fiir z € Q°.
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u(z) ist wieder eine Losung der Helmholtz-Gleichung, da sie eine Linearkombination zweier
Losungen ist. Durch Anwendung der dusseren Dirichlet-Spur erhélt man die Randintegral-
gleichung

1
ViRt — in(if + Ki)v = gg.
Diese Regularisierung wurde von Buffa und Hiptmair in der Arbeit [8] vorgeschlagen, mit
~ 4.1
R = —D0‘1(§[ + KY),

wobei K| das adjungierte Doppelschichtpotential und 130 ein stabilisierter hypersingulérer
Integraloperator der Laplace-Gleichung sind,

<Zj07vb7§0>1" = <D07vb730>1"+04<17w><§071>7 o€ R-ﬁ-‘ (34>

3.3.2 Regularisierung des Doppelschichtpotentials

Man betrachte nun die Randintegralgleichung
1

Viw — “7(51 + Ki)w = gq
fiir w € H~Y?(I") und fiihre einen Operator

B:HY*T) — HY*(I)
ein und setze v(x) = (Bw)(x) :

u(z) = (Vyw)(z) — in(WeBw)(z) fiir € Q°.
Daraus erhélt man die Randintegralgleichung
1
Viw — in(§I + Ki)Bw = gq. (3.5)

Die Wahl von B sollte so getroffen werden, dass die Randintegralgleichung fiir Lipschitz-
Gebiete eindeutig losbar ist. Es gilt (siehe [8])

Satz 3.6. Fir B: H Y/2(I') — HY*(I) gelte
e B ist ein kompakter Operator,
o Re((p, Bo)r) >0 Vo e H'(I)\ {0}
Dann ist die Randintegralgleichung

1

in HY2(T') eindeutig l6sbar.
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1
Beweis: Da B : H~Y/2(I') — HY?(I') ein kompakter Operator ist, ist auch (51 + Ki)B :

H=YVXI) — HY*() kompakt. Weiters ist Vo — V; : H-Y*(T') — H'Y*(I') kompakt und
daher existiert eine kompakter Operator C', sodass

|(Skw, w)r + (Cw, wr| = [(Vow, w)r| > e [wlforey Yw € HTV(D).

Daher ist S, H~/?(T')-koerziv und daher kann man die Fredholmsche Alternative anwen-
den und es bleibt nur mehr die Injektivitit zu zeigen: Es sei w € H~Y2(I"), sodass

1
Skw = ka — ZT}(§] + Kk)Bw =0
und es sei .
u(w) = (Viw)(z) — (51 + Ki)Bu(z) fir z € QU Q"

Durch die eindeutige Losbarkeit des Aussenraumproblems und die Sprungrelationen fiir
Einfach- und Doppelschichtpotential erhélt man nun analog wie im Beweis von Brakhage
und Werner (Satz 3.1)

int

Yo u=—Bw

bzw.

ext

Yo U= 1nw.

In die zweite Greensche Formel fiir {2 eingesetzt ergibt dies

—in(w, Bw)y = /Q Vu(e)de — k2 /Q lu(z)2dz.

Da aber laut Voraussetzung Re((w, Bw)r) > 0 fiir w # 0 gilt, muss w = 0 gelten.

Beispiele fiir Operatoren B, die die Voraussetzungen von Satz 3.6 erfiillen, sind:
e B=VZ: HYT')— HYT) (siehe [12]).

e In der Arbeit [9] wird ein Operator vorgeschlagen, der durch die folgenden Bilinear-
form definiert ist:

(gradp By, gradp))r = (p,¥)r Vo € HYA(T), o € HY*(D).

B ist dann eine Linearkombination von inversen Laplace-Beltrami-Operatoren. Fiir
die Definition des Laplace-Beltrami-Operators siehe [27].

e Der durch die Fundamentallosung G.(z — y) des Pseudo-Differentialoperators
(_ A + [)1+a
definierte Operator

(Bp)(w) = [ Gela =), fir o € B

wird in der Arbeit [9] von Sauter und Buffa untersucht.
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3.4 Modifizierte stabilisierte Randintegralgleichungen

Wie oben beschrieben gibt es schon verschiedene Ansitze zur Regularisierung der Ran-
dintegralgleichungen von Brakhage und Werner bzw. Burton und Miller. Die Idee dieser
Regularisierungen bestand darin, die Randintegraloperatoren durch Einschub eines kom-
pakten Operators auch auf Lipschitzgebieten koerziv zu machen. Die Idee hier ist, auf die
Kompaktheit des Regularisierungsoperators zu verzichten und den Regularisierungsope-
rator so zu wahlen, dass die Koerzivitdt auf Grund eines Elliptizitdtsarguments gezeigt
werden kann.

3.4.1 Dirichlet-Problem
In dieser Arbeit soll nun fiir (3.5) der Ansatz

1
B = 30(51 + K'})

untersucht werden. By : H~Y/2(I') — H'?(T) soll dabei selbstadjungiert, d.h.

(Bow, ¥)r = (0, Bog)r Ve, € H™V*(T)
und H~Y?(T)-elliptisch sein, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit
(Bow, w)p > chHwH?{,UQ(F) Yw € HY2(T).

Die Idee hierbei ist, die eindeutige Losbarkeit der modifizierten Randintegralgleichung (3.5)
nicht auf Grund von Kompaktheitsargumenten zu zeigen, sondern die Elliptizitéit von B
auszunutzen. Dieser Ansatz fiihrt auf die Randintegralgleichung

(Apw)(r) = ga(x), €T

wobel

1 1
A = Vyw + 277(51 + Kk)BO(§] + K/—k)

mit 7 € R,. Im folgenden soll nun die Losbarkeit der Randintegralgleichung A,w = g4
untersucht werden:

Satz 3.7. Der Operator Ay = Vi +in(3] + Ky)Bo(31 + K'}) : H-Y*(I') — HY*(T") ist
koerziv.

Beweis: Nach Lemma 2.30 ist C := Vj—V;, : H~Y3(I') — H'/?(T") ein kompakter Operator.
Dann gilt

Re(( Ay + C)w, wr = Re((Vyw, w)r + in((%l + Kk)BO(%] R )w,w)r).
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Da Vj selbstadjungiert ist, gilt Im(Vow, w)r = 0 und damit folgt

Re((Ax + C)w,w)r = (Vyw, w)r + Re(z’n(Bo(%I + K’ w, (%I + K’ )w)r).

By ist ebenfalls selbstadjungiert und daher gilt (Bo(31 + K, )w, (I + K’ ,)w)r € R und
daher

1
Re (in(Baly1 + K7 o, (51 + K Juie ) =0
Damit erhalt man schlief§lich

Re((Ax + C)w, w)r = (Vow, w)r > cYHwH?{,l/Q(F).

O

Somit ist nur mehr die Injektivitét des Operators Ay = Vi, +in(31 + Ki)Bo(31 + K’ ;) zu
zeigen.

Lemma 3.8. FEs gilt
Im(Viyw, w)r >0 Yw e HV*(T).

Beweis: Man wiihle ein beliebiges w € H~Y/2(T") und definiere
u(z) = (Vw)(z) fiir z € QUQC.

u(x) ist dann eine abstrahlende Losung des Helmholtz-Gleichung und es gilt

int ext
Yo u ="y u = Viyw.

Fiir Q2 gilt dann die Greensche Formel

/|Vu(:5)|2dx—k:2/ lu(z) Pdx = (v u, ™ u) gamma,
Q 0

d.h.

(v w, Yy ) .

Man wéhle nun einen Punkt yo € €2 und lege darum eine Kugel mit Radius R, sodass
Q2 C Bgr(yo). Fir Qr = Br(yo) \ Q2 lautet die Greensche Formel entsprechend

IVullL, ) — K llullL,0) =

IVult i — Bl o = -8t + [ ftouds
OBr(yo)
Z&hlt man diese zwei Gleichungen zusammen, so ergibt sich mit der Sprungbedingung fiir

das Einfachschichtpotential V}

int, _int,

IV, 00 — K212 iy = (Vo whr + / it
OBr(yo)

U dS,.
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Auf der linken Seite der Gleichung stehen reelle Werte, das heifit es gilt

0 = Im((Vyw, w)r + / iRty s, )

0BRr(yo)

und daher ist
Im(V,w, w)r = —Im / Ayt s,
9BRr(yo)

u(z) erfiillt die Abstrahlungsbedingung von Rellich (siche Lemma 2.23), d.h. es gilt

@ —iku

or

lim
R—o00 8B (yo)

dsx =0.

Durch Umformung des Integranden erhélt man

ou ou ou
/ o tku dsx = / (E - zku) (8_ + zku) ds,
9BRr(yo) 9BRr(yo)
ol |, ou
= / { 5 + |u|” + 2Im (Eu) } dsy.
9BRr(yo)

Da die ersten beiden Summanden im Integrand positiv sind, muss gelten

lim Im (8 )dsm <0
R—oo or
9Br(yo)

und damit
Im(V,w, w)r = —Im / ARty ity ds, > 0.

0BRr(yo)

Damit lasst sich nun die Injektivitdt des Operators Ay beweisen :

Satz 3.9. Der Operator Ay = Vi, + in(31 + Ki)Bo(31 + K’ ) mit einem beliebigen n > 0
15t injektiv.

Beweis: Man nehme an, es existiert ein w € H~"?(I'), sodass

(Apw)(z) = (Viw)(z) + z’n(%[ + Kk)BO(%I 4K Jw(x) =0 firz el
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Daraus folgt

0= (A, whr = (Viw, whr + in((%l + Kk)BO(%[ + K )w, w)
— (Viw,w)r 4+ in(Bo(%[ + K w, (%1 + K ).
Nach Lemma 3.8 gilt Im(Vyw, w)r > 0 und daher muss
0= n(BalGT + K., (T + KL Jw)e 2 nel (5T + KL wly a2 0
gelten, da vorausgesetzt wurde, dass 7 > 0 ist und By H~'/?(T')-elliptisch ist. Daraus folgt
(%I + K )w =0
und daher auch
Viw = 0.

Diese Gleichung besitzt jedoch nur dann eine nichttriviale Losung, wenn k% = ) ein Eigen-
wert des homogenen Dirichlet-Randwertproblems fiir —A ist. Daher gilt

int

w :’}/1 U)\,

wobei uy die zugehorige Eigenfunktion von —A ist. Daher gilt
1

Da aber auch (—k)? = \ ist, gilt auch
1

Weil auch (37 + K’ ,)w = 0 gilt, folgt somit w = 0.

3.4.2 Wahl von B,

Zur Losung des Dirichlet-Randwertproblems muss also die folgende Randintegralgleichung
gelost werden:

(Ayw)(z) = (Vew)(z) + in(%] + Kk)BO(%I + K" Jw(z) = gq(x), wzeT. (3.6)

An dieser Stelle stellt sich natiirlich die Frage nach der Wahl des elliptischen und selbstad-
jungierten Operators By : H~Y2(T') — HY?(T'). Ein Operator, der die geforderten Eigen-
schaften erfiillt, ist das Einfachschichtpotential fiir den Laplace Operator

(Vow) (x) = / L s, wer

w
r4mle —y|
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Der Nachweis, dass V; elliptisch und selbstadjungiert ist findet sich z.B. in [32]. Diese Wahl
fithrt dann auf die Randintegralgleichung

1 1
(Vew)(z) + in(§I - Kk)Vo(§] + K" Jw(x) = gq(x) fiir z € T.
Ein zweiter Operator der von H~'/2(T') nach H'/?(I") abbildet und selbstadjungiert ist, ist

der inverse, hypersingulare Operator fiir den Laplace Operator 50_ ! (siehe (3.4)). Damit
erhélt man die Randintegralgleichung

(Viw)(z) + in(%l + Kk)f)o‘l(%l + K () = ga(z) iz € T. (3.7)

3.4.3 Variationsformulierung

Die Randintegralgleichung (3.6) ist dquivalent zum folgenden Variationsproblem:
Finde w € H~/2(I'), sodass

1

(Viw, )+ in((L1T + KB

2 I+ KL )w, 7)r = (ga, T)r (3.8)

fiir alle 7 € H~Y/2(T) erfiillt ist.

Man betrachte zundchst By = Vj. Das Problem ist nun, dass die Auswertung der Kompo-
sition von Randintegraloperatoren, die insbesondere bei der Diskretisierung benotigt wird,
im Allgemeinen in der Praxis nicht exakt umzusetzen ist. Die gidngige Methode, um die-
se Hintereinanderausfiihrung zu vermeiden, ist die Umwandlung der Variationsgleichung
(3.8) in ein System. Man setze dazu @ = (1] + K’ )w und v = Vyw. Das fithrt auf ein
Variationsproblem mit 3 Variationsgleichungen:

Gesucht ist (w,w,v) € HY3(T') x H~Y2(T") x HY?(I), sodass

) 1
(Viw, T)r  + “7<(§[+Kk)%7>r = (g4, T)r

(Vow,F)r — (v, T)r =0 (3.9)
1

<(§I+K,—k)wnu>F - (W, p)r = 0

fiir alle (7,7, 1) € H~Y2(T') x H=Y(T") x HY2(T") erfiillt ist.

Die eindeutige Losbarkeit dieses Systems von Variationsgleichungen ist durch die eindeu-
tige Losbarkeit der Randintegralgleichung Ajyw = g4 (Satz 3.7, 3.9) gesichert. Fiihrt man
hier eine Diskretisierung durch, so erhélt man ein Block-Gleichungssystem, welches einem
zweifachen Sattelpunktproblem entspricht. B

Man betrachte nun By = D' und setze wieder v = Dy (31 + K’ )w. Das ist dquivalent

zu Dyv = (31 + K’ })w und man erhélt nun nur mehr ein Variationsproblem mit 2 Varia-
tionsgleichungen:
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Gesucht ist (w,v) € H~Y2(T") x HY*(T'), sodass

(Viw, )r  + in((%] + Kp)v,T)r = (ga, T)r
1 . (3.10)
<(§[ + K Jw, p)r — (Dov, pt)r =0

fiir alle (7, ) € H=Y2(T") x HY?(I) erfiillt ist.

Hier erhélt man also ein Blockgleichungssystem fiir ein einfaches Sattelpunktproblem. Dies
entspricht dem Vorgehen einer symmetrischen Randelementmethode fiir gemischte Rand-
wertprobleme. Aus diesem Grund wird im Weiteren die Wahl By = Dy verfolgt. Diesem
Variationsproblem entspricht dann das folgende System von Operatorgleichungen:

Viw + in(%] + Kp)v = ga,
Dgv — (%1 + K Jw = 0.
Durch Umordnung und Division der ersten Zeile durch in erhdlt man das System
Dgv — (%1 + Kf_k)w = 0.
(%I+ Ki)v — %ka = —%gd.

Das Variationsproblem (3.10) ist dann dquivalent zum folgenden Variationsproblem:
Finde (w,v) € H™Y3(I') x HY?(I"), sodass

(3.11)

(Do e = (31 + K- e = 0,
1 i i (3.12)
((51 + Ky)v, T)r — 5<ka>7>1“ = —E@dﬁ)r

fiir alle (7, ) € H~'2(T') x H'2(T') gilt.
Ahnlich dem Vorgehen in [8] ldsst sich zu diesem Variationsproblem eine koerzive Biline-
arform definieren:

Satz 3.10. Die Bilinearform

= 1 1 ?
aw,7:0.) = (Dov. e = (1 + K Jw. e + (51 + Ko, 7)r = - (Vi 7.

st koerziv.

Beweis: Es gilt

~ 1 1 7
la(w,w;v,v)] = |{Dgov,v)r — <(§I + K’ w,v)r + ((51 + Ky)v,w)r — 5<ka,w)p|
~ 1 1 7
= |(Dyv,v)r — (w, (51 + Kp)v)r + <(§[ + Ky)v, w)r — 5<ka, w)r|

~ 7
= [(Dov,v)r — 5<ka,w>r|.
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((ngvk) 8)

!
n
kompakt und es gilt Im(Vyw, w)p = Im(Dyu, u)r = 0. Daraus folgt

Nach Lemma 2.30 ist
C p—

atwwso, )+ © (4) (4l = 1Buvvodr = i

~ 1
- \/(DOU>U>12“ + ?(‘/Ow/w)l%
1 ~ 1
> — [ (Dov,v)r + —(Vow, w F)
ﬂQ o+ Vo, )
>—iQ%w%2+iwwm )
VAN w2 T H-1/2(T)

O

Bemerkung 3.1. Die Lisbarkeit der Variationsprobleme (3.9) und (3.10) folgt bereits
aus der Koerzivitat und Injektivitit des Randintegraloperators (Satz 3.7 und 8.9). Die
Koerzivitit des Systems (3.10) ist aber wichtig fir die numerische Analysis der Galerkin-
Diskretisierung.

3.4.4 Neumann-Problem

Fiir das Neumann-Problem lésst sich eine analoge Formulierung finden und zwar macht
man den Ansatz B
u(z) = in(VipRv)(z) — (Wyv)(z) fiir x € Q°

wobel ]
R = Ro(—§I + K_4)

ist. Ry : HY/?(I') — H~Y2(T') sei ein selbstadjungierter, elliptischer Operator. Durch An-
wendung der dusseren Neumann-Spur erhélt man die Randintegralgleichung

1 1
Dyv + iﬁ(—§—7 + K/Q)Ro(—if + K_;)v = gn.

Analog zur Formulierung fiir das Dirichlet-Randwertproblem wird nun die Invertierbarkeit
des Randintegraloperators

. 1 1
Cr =Dy + “7(—51 + K/Q)Ro(—if + K k)

bewiesen.

Satz 3.11. Der Operator Cy = Dy, + in(—31 + K})Ro(—11 + K_y) ist koerziv.
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Beweis: Nach [29], Lemma 3.9.8 ist Dy — Dy, : HY*(T') — H~Y?(T") kompakt, somit ist
auch C' = Dy — Dy + I : HY/*(I') — H~Y2(T") kompakt:

Re((Cy + Yo, vdr = Re({(Do + o, o)y + ¢n<(—%1 + K,Q)RO(—%I + K, 0)r)

: 1 1
= ((Do+ v, v)r + Re(m(RO(—§] + K_i)v, (—51 + K_)v)r).
Aus der Selbstadjungiertheit von Ry folgt (Ro(—31 + K_j)v, (3] + K_;)v)r) € R und
daher

Re(in<R0(—%I + K o, (—%1 + K o)) =0,

SchlieBlich gilt

R€<Ck + Cv, U>F = <(D0 + [)Uﬂ])l“ > CH”H?]W(F)-

Mit dem folgenden Lemma lésst sich nun die Injektivitit des Operators C' beweisen :

Lemma 3.12. FEs gilt
Im(Dyv,v)r >0 Yo e HY*T).

Beweis: Der Beweis funktioniert dhnlich dem Beweis fiir das Einfachschichtpotential: Man
wiihle ein beliebiges v € H'/2(T) und definiert u(z) als

u(x) = (Wro)(x) fir x € QU Q°

u(x) ist dann eine Losung der Helmholtz-Gleichung und somit gilt die 2. Greensche Formel
fiir €2,

(v, 5 u)r

Sei nun yo ein Punkt in © und R so grof}, dass 2 C Bg(yo). Fiir das beschrinkte Gebiet
Qr = Bgr(yo) \ Q2 gilt nun ebenfalls die 2. Greensche Formel

IVullL, ) — K llullL,0) =

ext ext int, _int,

IVulZ 0 — Bl e = — (051 e + / ]
OBr(yo)

udr.

Durch Addieren der beiden Gleichungen und Einsetzen der Sprungbedingungen fiir Wy
erhélt man

IVUllZ, By = KUl aBrwey = —(v: Dro)r + / 1 s
0BRr(yo)

Betrachtet man den Imaginérteil dieser Gleichung, so erhélt man

(v, Dev)r = / s,
0BRr(yo0)
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u(z) erfiillt ebenfalls die Abstrahlungsbedingung von Rellich (2.24), somit folgt analog zum
Beweis fiir V},

Il%im Yirtuyirtyds, <0
9BRr(yo)
und somit
Im(Dyv,v)r = —Im(v, Dyv)r = — / yituyintyds, > 0.
9BRr(yo)

O
Satz 3.13. Sei n > 0, dann ist der Operator Cy, = Dy, + in(—3I + K})Ro(—31 + K_y)
injektiv.

Beweis: Man nehme an, es existiert ein v € H'/?(T), sodass gilt
(Crv)(z) = (Dyv)(z) + in(—%[ + K,’C)Ro(—éf + K _p)v(z) =0 firxel.
Dann folgt
(Ch, v)r = (Dyv, v + z‘n(Ro(—%l e (—%1 + K)o = 0.
Man betrachte nun den Imaginérteil dieser Gleichung:
I (Cy, v)r = Tm (Dyo, o) + n(Ro(—%I + K)o, (—%1 + K o) = 0.
Da laut vorigem Lemma Im(Dyv,v)r > 0 gilt, folgt

1 1 1
0> (Ro(—51+ K_y)v, (—§I+ K_p)v)r > C{%°||(—§I+ K—k)””ip/%r) >0

und somit

1
(—51 + K_k>U =0

und in der Folge

DkU = 0.
Also gilt v € N(Dy,). Das kann fiir ein v # 0 nur der Fall sein, wenn k? = 1 ein Eigenwert
des inneren Neumann-Eigenwertproblems fiir —A ist. Das heisst, es gilt

v =75 U,
wobei u,, die zugehdrige Eigenfunktion ist. Daraus folgt

1 - 1
(51 + Kk)’)/intuu = (51 + Kk)v = 0,
da aber auch (—k)% = p ist, gilt auch
1

(51 + K_;)v=0.
Durch Addieren dieser Gleichung und (—17 + K_;)v = 0 folgt schlieBlich v = 0.



66 3 Modifizierte Randintegralgleichungen

3.4.5 Wahl von R,

Zur Losung des Neumann-Randwertproblems erhélt man also die Randintegralgleichung
o1 / 1 ,
(Dyv)(z) + m(—§I + Kk)Ro(—§ + K_p)v(z) = gn(x) firzel. (3.13)

Eine mogliche Wahl fiir Ry wére der stabilisierte hypersinguldre Operator des Laplace-
Operators (siehe (3.4)), was auf die Randintegralgleichung

1 ~ 1
(Dyv)(z) + in(—§I + K];)Do(—§ + K _p)v(z) = gp(x) firzel (3.14)
fithrt. Eine weitere Moglichkeit ist das inverse Einfachschichtpotential des Laplace-Operator

(Dyv)(x) + z’n(—%[ + K;)VO_I(—% + K_p)v(z) = gu(x) firx el (3.15)

3.4.6 Variationsformulierung

Die Randintegralgleichung (3.13) ist dquivalent zum Variationsproblem:
Finde v € HY2(T), sodass

. 1 1
(Do, wyr + “7((—5 + KIQ)RO(—§ + K_i)v, t)r = (Gn, )1

fiir alle u € H'/2(T') erfiillt ist.

Man betrachte das Variationsproblem fiir Ry = D,. Hier ergibt sich wieder das Problem,
dass man zur Berechnung der Matrixeintrige mehrere Integraloperatoren hintereinander-
ausfiihren miisste. Deswegen setzt man 0 = (—3/ + K_j)v und w = Dy0. Das fiihrt auf ein

Variationsproblem mit 3 Variationsgleichungen:
Gesucht ist (v, 7, w) € H/*(T) x HY?(I') x H~Y2(I"), sodass

|
(Dyv, p)r  + ZU((—§I+K/2)w,u>r = (G, 1)1

. (Dot, i)y — (w, )T =0
<(—§I + K v, T)r — (0, T)r =0
fiir alle (u, fi,7) € HY?(T') x HY2(I') x H~Y2(I") erfiillt ist.
Setzt man Ry = V', so erhélt man ein Variationsproblem mit nur 2 Variationsgleichungen:
Gesucht ist (v, w) € HY?(T") x H=Y/2(T"), sodass

(Duvside + inl(—31+ Kw,ple = (g
) (3.16)

<V0w>7>F - <(_§[+K_k)'U,7'>F =0
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fiir alle (i, 7) € HY2(I') x H=Y%(T") gilt.
Im Weiteren wird Ry = V! gesetzt. Das System von Variationsgleichungen (3.16) ent-
spricht dem System von Operatorgleichungen

) 1
Dkv+zn(—§[—l—K,'€)w = Gn,

1

Durch Umordnung und Division der zweiten Zeile durch in erhélt man das Variationspro-
blem:
Gesucht ist (v, w) € HY?(T") x H=Y/2(T"), sodass

<V0w77->F - <(_EI+K_1€)U,T>F = 0

1 2, (3.17)
<(_§[+Kl/c)w>ﬂ>F - 5<Dkv>,u>1“ = <gn>:u>F

fiir alle (u, 7) € HY3(T) x H~Y2(T) gilt.
Zu diesem Variationsproblem l&sst sich dhnlich wie beim Dirichlet-Randwertproblem eine
koerzive Bilinearform definieren.

Satz 3.14. Die Bilinearform

alopiw, ) = Vo 7T = (=51 + K-)v. 7 + (=5 + K. o = =Dy, e
15t koerziv.
Beweis: Es gilt
v, viw )] = (Vo w)e = (=51 + Koo whr -+ (5T + Ko, v)r = =Dev, o)

I 1 ) '
= (Vo w)r = (v, (=51 + K{uhr + (=51 + KiJw,v)r = —(Dyw, o)

7
= |(Vow,w)r — E<Dkv,v)p\.

Nach Lemma 2.34 ist

C——E (Do—Dr+1) 0
o n 0 0
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kompakt und es gilt Im(Vow, w)r = Im(Doyu, u)r = 0. Daraus folgt

a(vvus )+

(%
w

) (

)

v

v

[(Vow, whr = 2 {(Do + I)v, v)r|

1
| o)+ (Do + Dy 0j

n
75 (o + 24(Do-+ Do)
— w,w — v,V
\/5 0 I n 0 I
1 c
5 (10l + EholEr



4 Randelementmethoden fiir die
Helmholtz-Gleichung

Bis jetzt wurden mehrere Randintegralgleichungen zur Losung des Dirichlet- bzw. Neu-
mann-Randwertproblems der Helmholtz-Gleichung hergeleitet. Der néchste Schritt zur né-
herungsweisen Losung dieser Randwertprobleme, die Diskretisierung der Randintegralglei-
chung, soll nun in diesem Kapitel behandelt werden. In dieser Arbeit wird die Galerkin-
Bubnov-Methode (siehe z.B. [32], [29], [30] oder [23]) angewendet, diese wird im ersten
Abschnitt anhand einer allgemeinen Gleichung beschrieben. Danach werden die Raume
der stiickweise konstanten bzw. linearen Funktionen als Ansatzriume eingefiihrt. Fiir diese
Wahl von Ansatzraumen kénnen dann Aussagen iiber Stabilitdt und Konsistenz bzw. Kon-
vergenzverhalten von Randelementmethoden fiir die Kapitel 3 hergeleiteten stabilisierten
Randintegralgleichungen gemacht werden. Fiir die modifizierten Randintegralgleichungen
von Brakhage und Werner, bzw. von Burton und Miller ldsst sich bei Lipschitz-Gebieten
die klassische Theorie nicht anwenden, da die Operatoren in Ly(I") betrachtet werden. Bei
den in dieser Arbeit hergeleiteten regularisierten Randintegralgleichungen werden jedoch
alle Operatoren in den natiirlichen Energierdiumen H'/?(T") bzw. H~'/?(T") betrachtet und
daher konnen auch die klassischen Resultate fiir die Galerkin Methode angewendet werden.

4.1 Grundlagen
Man betrachte die Randintegralgleichung
Aw =g

mit einem Randintegraloperator A : X — X’ und einer gegebenen Funktion g € X’. Diese
Operatorgleichung ist dann dquivalent zum folgenden Variationsproblem zur Bestimmung
von w € X, sodass

(Aw,7) = (g9,7) V1€ X.

Man betrachte nun eine Familie {Xx : N € N} von konformen Ansatzraumen, wobei
Xy =span {¢};_, C X

ist. Die Ansatzriaume Xy sollen so konstruiert werden, dass sie die Approximationseigen-
schaft
lim inf [Jw—wy|x=0 YweX. (4.1)

N—oowny€EXN

69
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erfiillen. Die gesuchte Funktion setzt man als Linearkombination der Basisfunktionen
an,

N
WN = ijwj € XN,
j=1

und 16st dann das folgenden diskrete Variationsproblem
<AwNuTN>:<gaTN> VTNEXN

Setzt man die Summendarstellung von wy ein und ersetzt 7y durch die Testfunktion ¢,
so erhélt man das lineare System

N
D (A, iyw; = (g, firi=1,...,N. (4.2)
j=1

Geht man davon aus, dass das kontinuierliche Variationsproblem eine eindeutige Losung

besitzt, muss nachgewiesen werden, dass dies auch fiir das diskrete Variationsproblem gilt.

Weiters muss man zeigen, dass die Losung des diskreten Variationsproblems auch tatséch-

lich gegen die Losung des kontinuierlichen Variationsproblems konvergiert. Dies kann ga-

rantiert werden, wenn die Ladzenskaya-Babuska-Brezzi Bedingung (kurz LBB-Bedingung,

siehe [30])

sup [{Awy, 7v)l > csl||lwnllx Vwny € Xy, v >0 (4.3)

rveXlrvlix>o 7w llx

erfillt ist.

Satz 4.1 (Cea’s Lemma). Es sei A : X — X' ein beschrankter, linearer und koerziver
Operator, der die LBB-Bedingung (4.3) erfillt. Dann existiert eine eindeutige Losung wy
des Variationsproblems

<AU)N,TN>:<Q,TN> Viny € Xy

die die Stabilitdtsbedingung

1
lwnllx < —llgllx
Cs

und die Fehlerabschdtzung
e
|lw —wy|lx < <1 + —) inf ||lw—7n|x
S TNEXN
erfillt.
Den Beweis findet man z.B. in [32].

Satz 4.2. Sei A : X — X' ein beschrankter linearer Operator und sei Xy C X eine
dichte Folge von konformen Ansatzrdumen. Ist A koerziv und injektiv, so existiert ein
Index Ny € N, sodass

A
collwnllx < sup [{Awy, v}
TNEXN,|ITN [ x>0 HTNHX

mit einem cs > 0 fir alle wy € Xy mit N > Ny gilt.

(4.4)
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Beweis: Sei wy € Xy. Da A koerziv ist, gibt es einen kompakten Operator C, sodass
D = A+ C elliptisch und somit invertierbar ist. Sei nun 7 = D~!Cwy € X die eindeutige

Losung des Variationsproblems

(D7, 7) = (Cwy,7) VT E€X

und 7y = Py7T € Xy die Projektion von 7 auf den Raum Xy. 7y ist dann Losung des

Variationsproblems
<DFN, TN> = <CU)N, TN> VTN € XN

und es kann Cea’s Lemma fiir den elliptischen Operator D angewandt werden (siehe z.B.

[32]), das heifit es gilt

_ 1 c§
ITxllx < SllCwn]x < Hllwxlx
1 1

IN

und somit
_ 5
lwy =7nl < lwnllx +[[vllx < {1+ D lwn | x-
1
Weiters folgt aus Cea’s Lemma

c? _
— inf T — 7wl x

17 —7Tnllx <
Cl TNEXN

und daher
|(I — Py)T||lx — 0 fiir N — oc.

Man wahle nun als Testfunktion wy — 7y, dann gilt

<A’UJN, wWN — 7N> = <AU)N, WN — 7) + <A’UJN,7 — 7]\[)

= <AwN, wN — D_leN> + <A1UN,? — ?N>-

Da D elliptisch ist und A eine beschrankte Inverse besitzt, gilt

|<A’UJN, wN — D_lch>| = ‘<AUJN, D_l(D - C)’UJN>|
= ‘<AUJN,D_1A’UJN>|

> of [|[Awy|% > ePeallwn|k-
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man

(Awn, T —7n)| = [(Awy, (I — Py)T)|
= |<A’LUN, (I — PN)D_leNH
< | Allx||(I = Px)D™'C||x||wy]| x-

Da D~!C ein kompakter Operator ist folgt aus der Konvergenz (4.5)

H([ - PN)D_IC’|X_>X — 0 fir N — oo.

(4.5)
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d.h.

|<AwN,wN — D_lch>| — |<A’LUN,? — ?N>|
(cPca = [|[ Al x—x/|(I = Pv)D™'Cllx—x) [lwn|%k-

[(Awn, wy —Tn)| >
>

Wegen (4.6) gibt es nun einen Index Ny, sodass

1
Al x—x/[I(I = Px)D™'Cllx—x < 5etea
2

fiir alle N > Ny gilt und somit

v

1
(Awy, wy — Tn)] §C?CA||WN!|§<

1 AN
> 5ea(1+%)  Junlxlhoy -7l

2 1

woraus die Behauptung folgt.

4.2 Diskretisierung

Man betrachte nun eine Randdiskretisierung des Randes I' mit N Randelementen 7;

und M Knoten zj. Es sei

die lokale Maschenweite und

die globale Maschenweite. Dann bezeichne
Xy = Sp(I) = span {gp}il,

den Raum der stiickweise konstanten Basisfunktionen mit

1 firx e
0 . k>
pr(w) = { 0 sonst.

Fiir diesen Raum gilt die folgende Approximationseigenschaft (siche [32]):
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Satz 4.3. Firo € [—1,0] und u € H*(I') mit s € [0, 1] gilt die Approzimationseigenschaft

inf |lu—wvp|lgory < ch® 7 u

U}LES}OL (F)

Weiters ist
Iy = S,(I') = span {@i L,
der Raum der stiickweise linearen Basisfunktionen mit

1 fir x = xy,
<p,1€(x) = 0 fir z =z # xy,
linear sonst.

Fiir diesen Raum gilt die Approximationseigenschaft:

Satz 4.4. Fir o € [0,1] und uw € H*(T') mit s € [0,2] gilt die Approximationseigenschaft

iIlf )||U — ’UhHHC’(F) < chs_0|u Hs(T)-

U}LES}L(F -

4.3 Dirichlet-Problem

Im Kapitel 3.4 wurde die Randintegralgleichung (3.7)
1 ~ 1
(Apw)(z) = (View)(z) + in(§I + Kk)DO_l(§I + K Jw(z) = g4(x) firxel  (4.7)

zur Losung des dusseren Dirichlet-Randwertproblems erhalten. Diese Gleichung ist dquiva-

lent zum Variationsproblem:
Gesucht ist (w,v) € H~Y?(T") x HY*(T'), sodass

1 B _
X (Viw,7)r + ”7((51:1‘ Ki)v,m)r = (94 7)r (48)
<(§[ + K Jw, m)r — (Dov, pt)r = 0

fiir alle (7, ) € H='/2(T") x HY?(I) erfiillt ist.

Dieses kontinuierliche Variationsproblem wird nun auf ein diskretes Variationsproblem zu-
riickgefithrt, indem man die Losung und die Testfunktionen als Linearkombinationen von
Basisfunktionen in

Xy =span{yp )Y, € HY2(T) und TI = span{y,}iL, ¢ HY*(I) (4.9)

ansetzt. Gesucht ist (wy,vy) € Xy x Iy, sodass

] 1
(Viwn, 7v)r + (51 + Ki)vw, Tv)r = (94, TN)T
2 (4.10)

1 ~
<(§I+K’_k)wN,uM>p - (Dovar, par)r =0
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fiir alle (7, uar) € Xn x Iy, erfiillt ist.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob auch hier die eindeutige Losbarkeit des Variati-
onsproblems gewihrleistet ist bzw. ob die Losung des diskreten Variationsproblems auch
tatséchlich gegen die Losung des kontinuierlichen Variationsproblems konvergiert. Setzt
man Xy = SY(T') und I, = S}(T), dann gilt:

Satz 4.5. Es sei (w,v) die eindeutige Losung des Variationsproblems (3.10). Dann hat
das diskrete Variationsproblem (4.10) eine eindeutige Losung (wy,va) vorausgesetzt N
und M sind grof genug. Ist w € H,,(T') und v € H*(T), so gilt

|w — wNH?rl/z(r) + llv— UMH?{l/z(r) < Chg(”wH%{;w(r) + ||U||%{2(r))-

Beweis: Da laut Satz 3.10 das System auch koerziv ist und somit fiir das System bei
hinreichend grofier Wahl von N und M die LBB-Bedingung auch erfiillt ist, folgt aus Cea’s
Lemma die eindeutige Losbarkeit des diskreten Variationsproblems und

2 2 . 2 . 9
w— w _ + v —wv <c inf w—wil||*+ Inf |lv—0 .
o = sy + 0 = ol < e inf o= w4 int ool

Mit Satz 4.3 und Satz 4.4 folgt dann die Aussage.

Mit dem Aubin-Nitsche-Trick (siehe [32], Kapitel 12) gilt

lw = wn o + o = varlfra < chZmmer=ro=ed (uf2ey o+ ol

)
He2(T)

fiir s, € [—3,1], 01 € [-2,—3], s2 € [3,2] und 05 € [—1, 3].

Fiir den punktweisen Fehler in einem Feldpunkt z € Q¢ gilt dann mit v = D AT+ K )w
u(z) —un(@)| = [(Viw)(x) + in(Wiv) () — (Vewn)(x) + in(Wioar) ()|
= |Vi(w —wn) (@) + inWi(v — var)(2)]
vt = wnwds| 40| 500~ o) 0)ds,
r r

< U@, M- llw = wnllge + 0l Uk (@, )l a-e v = varll e

IA

Da x € Q¢ ist, ist die Fundamentallosung unendlich oft differenzierbar, d.h es gilt

Ui(z,) € H® und Ui (x,.) € H™®

Ly

fiir beliebiges o € R.
Sind die Voraussetzungen von Satz 4.5 erfiillt, dann folgt fiir 0y = —2 und oy = —1

1/2
u(z) = un(@)] < b2 (wlidy, o+ nllolee )
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Als néchstes wird das zum diskreten Variationsproblem (4.10) dquivalente lineare Glei-
chungssystem betrachtet:
Fiir wy € S)(T') und 7y = ¢ € SP(I'),j =1,..., N gilt

N
_ 0
WN = Wiy
i=1

bzw. fiir vy € Sy(I) und ppy = o € Sp(T),j=1,...,.M

M
UMIZUZ-QO}.
=1
Mit
Vipld il = (Vagd,o%r i=1...N,j=1...N
Doplj,i] = (Dopl,hr i=1...M,j=1...M
Kinljoi] = (Kpol¢%r i=1...M,j=1...N
My[j,i] = (b ¢)r i=1..M,j=1...N
und
2:(1)1,...,UM)T, M:(wh...,wN)T,

g = (gl 90" ¢! = (g4, ))r

ergibt sich durch Einsetzen in das Variationsproblem (4.10) das lineare Gleichungssystem

( Do,n (%Mhﬂth,h)*) (9) — (Q) (4.11)
¥in(%Mh+Kk,h) Vin ) \w g° '

g

Ap.n

mit fl;%h e CVHM)X(N+M) Wir wissen nun, dass das diskrete Variationsproblem fiir ein
hinreichend feines Netz eine eindeutige Losung besitzt. Das bedeutet nun, dass auch das
dazu dquivalente lineare Gleichungssystem, fiir ein hinreichend feines Netz, invertierbar
ist. Da Dy, positiv definit und symmetrisch ist, kann das Gleichungssystem (4.11) in ein
Schur-Komplent-System umgeformt werden:

~ .1
Mh +Kk7h)D0_1 —Mh +Kk h)* w = gd. (412)

7h(2 ) - =

1
Appw = {Vk,h + ”7(5

In vielen Féllen sind die Dirichlet-Daten nicht als Funktion gegeben, sondern nur an den
Knotenpunkten bekannt. Dann interpoliert man die Dirichlet-Daten mit stiickweise linearen
Funktionen:

=" el (4.13)
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Es gilt dann

¢ = (Ga, ¢))r = ng(%’)@;, P = Z Mg, ilga(z;) = (My g,)s (4.14)

mit g, = (ga(21), ..., ga(zar)). Den Fehler in der rechten Seite des Gleichungssystems, der
durch Interpolation der Dirichlet-Daten entsteht, bringt jedoch eine schlechtere Konvergen-
zordnung (siehe [32]). Diese Tatsache wird dann im Kapitel 5 anhand numerischer Beispiele
verifiziert.

4.4 Neumann-Problem

Fiir die Losung des dusseren Neumann-Randwertproblems wurde im vorigen Kapitel die
Randintegralgleichung (3.15)

(Cow)(z) = (Dew) () + z’n(—%l + K,;)Vb‘l(—%[ b K w(@) = go(z) firz el

erhalten. Aquivalent dazu ist das Variationsproblem (3.16):
Gesucht ist (v, w) € HY?(T") x H=Y/2(T"), sodass

NV S _
(Dro, e+ m<(—151+Kk>W=M>F = {gn s (4.15)

<%w77->1" - <(—§I+K_k)v,r>p = 0

fiir alle (u, 7) € (HY2(I') x H™Y/2(I")) gilt.

Durch Wahl des Raums der Basisfunktionen (4.9) analog zum Dirichlet-Problem erhélt
man das diskrete Variationsproblem:

Gesucht ist (vy, wy) € Iy x Xy, sodass

) 1
(Dyon, par)r + "I<(—§I+KIQ)WN,MM)P = {Gn, lar)T
(4.16)

1
((—51 + K_p)va, TN)r — (Vown, Tn)r =0
fiir alle (ppr, 7v) € Iy x Xy erfiillt ist.
Analog wie beim Dirichlet-Problem wéihlt man Xy = SP(T') und I, = S}(T') und es gilt:

Satz 4.6. Es sei (v,w) die eindeutige Losung des Variationsproblems (3.16). Dann hat
das diskrete Variationsproblem (4.16) eine eindeutige Losung (vy, wy), vorausgesetzt N
und M sind groff genug. Ist v € H*(T') und w € H;w(F), dann gilt

Jw — wNH?{fm(r) + v - UMH?{U?(F) < Chg(HWH%{;w(r) + ol Z)-
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Nach Satz 3.14 ist das System koerziv und man kann Cea’s Lemma anwenden. Die Fehler-
abschéitzung folgt analog wie beim Dirichlet-Problem aus Cea’s Lemma und den Approxi-
mationseigenschaften der Riume SP(T') und S} (T).

Analog wie beim Dirichlet-Problem erhélt man unter den Voraussetzungen von Satz 4.6
die punktweise Fehlerabschétzung

1/2
() = un(@)| < B2 (nlleoly o + Nole)) -

Fiir vy, € Sp(T) und ¢; € Sp(T), j =1,..., M gilt wie beim Dirichlet-Problem

M

1
Upm = E U;@;

i=1

bzw. fir wy € S(I') und ¢ € SR(T'), j=1,...,N

N
_ 0
WN = E w;p; -
i=1

Mit
Di.nli, 1] (Dpplphr i=1...M,j=1...M
Vorlivil = (Ve ¢%r i=1...N,j=1...N
Kinljoi] = (Kpol¢%r i=1...M,j=1...N
My[j,i] = (o} ¢)r i=1..M,j=1...N
und
v=(v1,...,on)", w=(wi,...,wy)",

g _<glv‘”7gJT\L/[>v ggl:<gm%1)r_
ergibt sich durch Einsetzen in das Variationsproblem (3.16) das lineare Gleichungssystem

( Von (=3 M, + Kk,h)T) (w) _ (Q) (4.17)
in(AMy + K_p) Dy n v g" '

'

Cr,h

mit C’k,h € CWHM)X(NH+M) " Da Vj;, positiv definit und symmetrisch ist, kann das Glei-
chungssystem (4.11) in ein Schur-Komplent-System umgeformt werden:

1

Mh—i-Kkh)V (2

2 =

1 .
Ck,hw = {Dk,h + Z’f]( M, + K, h) } =g (418)

Liegen die Neumann-Daten nicht als Funktion sondern nur an gewissten Punkten vor, so
interpoliert man die Neumann-Daten mit konstanten Funktionen:

= Zgn(zj)apg (4.19)
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Der Punkt x} wird hier als Schwerpunkt des Elements 7; gewéhlt. Analog zum Dirichlet-
Problem erhélt man

gt = (Gn.o})r = Zgn )&, oh)r = Zgn ) Mili, j] = (Mg, ) (4.20)

mit g = (gn(@5), -5 gn(ai)"



5 Numerische Beispiele

Im letzten Kapitel sollen die in dieser Arbeit betrachteten Methoden zur Losung des dusse-
ren Dirichlet- bzw. Neumann-Randwertproblems, mittels numerischer Beispiele untersucht
werden. Die Matrizen fiir die Randintegraloperatoren wurden mit Hilfe der Programme
von Matthias Fischer erstellt (siehe [18]). Die komplexwertigen linearen Gleichungssyste-
me wurden mit dem GMRES-Algorithmus (siehe [33], [26]) mit einer relativen Genauigkeit
von 1078 gelost.

5.1 Dirichlet-Randwertproblem

Im folgenden wird als Geometrie ein Wiirfel mit den Eckpunkten (0, 0,0), (1,0,0), (1, 1,0),
(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1) mit einer Randdiskretisierung mit
N = 816 Elementen und M = 410 Knoten betrachtet. Als Wellenzahl wird

k=+3r

betrachtet. k? = X ist dann ein Eigenwert des inneren Dirichlet-Eigenwertproblems fiir —A
mit der Eigenfunktion

ux(x) = sin(mxq) sin(mzy) sin(res).

Laut Satz 3.1 ist der Operator V;, dann nicht mehr invertierbar. Hier soll zun&chst de-
monstriert werden, dass die Verwendung des Einfachschichtpotentialansatzes tatséchlich
zu einer falschen Losung fiihrt.

Die Dirichlet-Daten fiir das Beispiel wurden durch Interpolation (siehe (4.13), (4.14)) der

Funktion
6ik|m—xs\

u(z) z, = (0.2,0.2,0.2)" € Q (5.1)

- |l — x|

erhalten, die einen Monopol, also eine punktférmige Schallquelle mit Quellpunkt x, € €2,
modelliert. Die berechnete Losung wurde dann mit der exakten Losung entlang der Geraden

1.1 0
zt)=[ 0 |+t{o], te[-11
0 5)

verglichen.

79
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1. Zuerst wurde der Einfachschichtpotentialansatz (2.10)

(Viw)(z) = ga(x), x €T,

betrachtet. Die Diskretisierung und die Interpolation der Dirichlet-Daten fithrt dann
auf das lineare Gleichungssystem

Vipw = Mthd- (5.2)
Durch die Losung dieses Gleichungssystems und Einsetzen in die Darstellungsformel
un(z) = (Viwy)(x), x€Q°

erhélt man fiir die Ndherungslosung w;, das in Abbildung 5.1 dargestellte Ergebnis:

Imaginéarteil

08

0z

Abbildung 5.1: Einfachschichtpotentialansatz

Hier ist der erwartete Effekt eingetreten: Durch die Tatsache, dass V) im Kontinuier-
lichen nicht invertierbar ist, ist die Matrix Vj 5, die ja den Operator V) approximiert,
schlecht konditioniert. Das GMRES-Verfahren fiir das Gleichungssystem (5.2) kon-
vergiert zwar gegen eine Losung, diese weicht jedoch sehr deutlich von der exakten
Losung ab und ist damit unbrauchbar.

. Als néchstes wurde das Randwertproblem mit der modifizierten Randintegralglei-

chung (3.7)
(Viw)(z) + m(%f + Kk)ﬁo‘l(%l b K Jw() = galz), z€T

mit 7 = 1 gelost. Fiir diese Randintegralgleichung wurde in Kapitel 4 das lineare
Gleichungssystem (4.11)

'é(%Mh—l—Kkﬁ) Vk,h w Mggd ’
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erhalten. Einsetzen der Losung des linearen Gleichungssystems in die Darstellungs-
formel

up(z) = (Viwn ) () + i(Wyon)(2), @€ Q°

ergibt eine Naherungslosung uy,, die bis auf einen sehr kleinen Diskretisierungsfehler
mit der exakten Losung iibereinstimmt, vgl. Abbildung 5.2:

Realteil Imaginéarteil
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Abbildung 5.2: Modifizierte Randintegralgleichung
3. Der direkte Ansatz fiihrt auf die Randintegralgleichung (2.14)

(Vi u) (z) = (—%I + Ki)ga(x), zeTl. (5.4)

Durch die Diskretisierung dieser Randintegralgleichung erhilt man dann das lineare
Gleichungssystem

1
thgn = (_iMh + K’f’h)gd‘
Die durch
N
gn(®) = gipd(z), zeT
i=1

mit g = (g1,...,9n)T definierte Funktion ist dann eine Niherung der Neumann-
Daten g,. Die Naherungslosung w; erhélt man dann durch Einsetzen der Dirichlet-
Daten g; und der Neumann-Daten g, in die Darstellungsformel

un(@) = —(Vidn) (@) + (Wida)(z), = € Q.

Die so berechnete Naherungslosung uy, stimmt jedoch ebenfalls bis auf einen kleinen
Fehler mit der exakten Losung iiberein, siche Abbildung 5.3:

Realteil Imaginéarteil
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Abbildung 5.3: Direkter Ansatz

Dies lésst sich dadurch erkldaren, dass im kontinuerlichen (siehe Korollar 3.3)

1
(—51 + Ki)ga € T(Vi)

gilt. Das heisst, die rechte Seite der Gleichung (2.9) ist im Bild von Vj. In diesem Bei-
spiel hat sich diese Eigenschaft vom Kontinuierlichen ins Diskrete iibertragen. Diese
Tatsache ist aber als Ausnahme anzusehen, d.h. im Allgemeinen (beispielsweise bei
komplizierteren Gebieten oder einer ungenauen Approximation der Randintegraloper-
toren) kann man sich nicht darauf verlassen, dass diese Eigenschaft im Diskreten auch
gilt. Daher sollte man auch hier zur Losung eine Randintegralgleichung verwenden,
die fiir alle Wellenzahlen eindeutig l6sbar ist.

5.2 Neumann-Randwertproblem

Fiir das Neumann-Randwertproblem wurden die in dieser Arbeit besprochenen Losungsan-
sétze fiir verschiedene Geometrien und verschiedene Wellenzahlen verglichen. Die Neumann-
Daten wurden durch Interpolation bzw. Projektion der Monopol-Funktion (5.1) erhalten.
Fiir jede betrachtete Methode wurde der absolute Fehler in einem Feldpunkt z* € €2

error = |u(z") — up (x|

berechnet.

5.2.1 Indirekte Methoden

Die folgenden indirekten Losungsmethoden wurden betrachtet:

1. Fiir die Modifizierte Randintegralgleichung (3.15)

(Dyv)(z) + in(—%] + K;)Vb_l(—% + K _p)v(z) = gp(x) firzel

mit 7 = 1 wurde das Schur-Komplement-System (4.18)

1 1 . n
C’hhy = DMQ —+ Z(§Mh -+ Kk7h)‘/()7hl(§Mh + Kk,h) v=g (55)

mit dem GMRES-Algorithmus gelost. Die Matrix-Vektor Multiplikation im k-ten
GMRES-Schritt sieht dann wie folgt aus

1
Crpw® = Dy po® + i(ﬁMh + Kk,h)l_?k (5.6)
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mit .
pt= Vo,_hl(§Mh + Kip)*o".

Das heisst, zuerst wird die eindeutige Losung Qk des linearen Gleichungssystems

1
Vb,hgk = (§Mh + Kk,h)*yk

bestimmt. V; ;, ist eine positive-definite, symmetrische und reellwertige Matrix. Daher
wird die Losung ]_9’“ durch zweimaliges Anwenden des reellen CG-Algorithmus (siehe
[33], [26]) mit einer relativen Genauigkeit 10™® bestimmt und schlieBlich in (5.6) ein-

gesetzt.
Die Losung des linearen Gleichungssystems (5.5) setzt man dann in die Darstellungs-
formel N
up(z) = i(Viwn)(z) — (Wion)(z), z € Q°
ein.

2. Fiir den Ansatz von Brakhage-Werner (3.2)

(D) (@) + in(—%l + K)o(z) = gu(z) firz el

erhélt man mit 7 = 1 das lineare Gleichungssystem
. 1 - 2 T n
(—=Dy.p + Z(_§Mh + Kip)' v = g,
wobei

Mh[]al] = <Q011a()0;>f‘
Kinliyi] = (Kpoj 9))r

ist. Die Naherungslosung uy, erhdlt man durch Einsetzen in die Darstellungsformel

up(z) = i(Veoy ) (2) + (Wion ) (z), z € Q°.

3. Der Einfachschichtpotentialansatz (2.11)

_%U(x) + (Kjp)(x) = go(z) firz el

fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
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4. Fiir den Doppelschichtpotentialansatz (2.13)

—(Dyv)(x) = gp(x) firz el
wird das lineare Gleichungssystem
—Dypv=g"
gelost. Einsetzen in die Darstellungsformel
up(z) = Wyop)(z), x € Q°

ergibt wieder eine Ndherungslosung uy,.

Sind die Neumann-Daten durch Interpolation (siehe (4.19)) gegeben, so wird der Vektor
g" durch Mg (siehe (4.20)) ersetzt.

5.2.2 Direkte Methoden

Fiir die folgenden 2 direkten Methoden wurden nur interpolierte Randdaten betrachtet:

1. Die Randintegralgleichung von Burton-Miller (3.3)

1 1
(inDk — 51 + Kk) VSXtU = (Vk - i77§l - iUKIQ) In
fithrt auf das lineare Gleichungssystem

| 1 L1
(ka,h - §Mh + Kk,h) Ug = (Vk,h - “7(§Mh + Kk,h)T) 9,

wobei dann u, eine Ndherung der unbekannten Dirichlet-Daten darstellt und
Vinld, i = (Vi?, o)1

gilt.

. Weiters wurde fiir das Neumann-Problem die direkte Randintegralgleichung 1.

Art betrachtet, (2.17)

1
(D ) (z) = —(51 + K})gn(x) fir z € T.
Durch Diskretisierung erhélt man dann das lineare Gleichungssystem

1
(Drnug) = —(§Mh +Kjip)g, -
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Bei den obigen zwei direkten Methoden erhélt man als Losung des linearen Gleichungssys-
tems u, = (ud, ..., ud)T.

fala) = 3 ulpl @)

ist dann eine Ndherungslosung der Dirichlet-Daten. Einsetzen der Neumann- und Dirichlet-
Daten in die Darstellungsformel
un(z) = —(Vida) (@) + (Wiita)(z), € Q°

ergibt dann die Naherungslosung wy,.

5.2.3 Kugel

Es sei Q ~ B;(0) ein Icosaeder dessen Form sich in jedem Verfeinerungsschritt der Form
einer Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung annéhert. Es wurde die Wellenzahl

]{71:4

betrachtet. Der Quellpunkt des Monopols x, € 2 und den Auswertungspunkt z* € )
wurden wie folgt gewéhlt:

zy = (0,0,0.9)7, 2" =(1.5,0,0)"
e Interpolation - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error

42 80 || 14 | 2.004e—1 || 13 | 2.058e—1 || 14 | 2.060e—1 || 14 | 2.037e—1
162 | 320 || 23 | 4.892e—2 || 18 | 5.104e—2 || 21 | 4.814e—2 || 19 | 5.103e—2
642 | 1280 || 28 | 1.293e—3 || 25 | 1.794e—3 || 25 | 1.132e—3 | 26 | 1.885e—3
2562 | 5120 || 36 | 3.864e—4 || 35 | 3.27Te—4 || 26 | 4.262e—4 | 36 | 4.698e—4

Tabelle 5.1

e Interpolation - Direkte Methoden

1. Burton-Miller || 2. Direkter Ansatz
M N It error It error
42 80 13 | 2.002e—1 || 13 | 2.020e—1
162 320 18 | 4.082e—2 || 18 | 4.904e—2
642 | 1280 || 24 | 1.316e—3 || 25 1.428e—3
2526 | 5120 || 32 | 4.006e—4 || 35 | 4.125e—4

Tabelle 5.2
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Diese Wellenzahl stimmt nicht mit einem FEigenwert des inneren Neumann-Eigenwert-
Problems fiir —A {iberein, das heisst es ist zu erwarten dass alle Methoden konvergieren
und dhnliche Ergebnisse liefern, was sich auch im numerischen Beispiel bestétigt.
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e [5-Projektion - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz

M N It error It error It error It error
42 80 14 | 4.111e—2 || 14 | 4.059e—2 || 14 | 6.942e—2 14 | 5.180e—2
162 | 320 || 23 | 2.918e—3 || 18 | 1.689e—2 || 22 | 2.906e—3 || 19 | 3.971e—3
642 | 1280 || 28 | 3.364e—4 || 25 | 7.883e—4 || 25 | 1.111le—4 || 26 | 9.640e—4
2562 | 5120 || 36 | 9.572e—6 || 35 | 1.129e—4 || 26 | 3.920e—5 || 36 | 1.445e—4

Tabelle 5.3

Diskretisiert man die Neumann-Daten mit Lo-Projektion ergibt sich wie erwartet eine bes-
sere Konvergenzordnung.

Das folgende Beispiel wurde nun mit der Wellenzahl

]{32 == 45,

gerechnet. ks ist hier nahe an einem ’spurious mode’, der bei ca. 4.493 liegt. Quell- und
Auswertungspunkt wurden wie oben gewahlt:

zy = (0,0,0.9)", 2*=(1.5,0,0)"
e Interpolation - Indirekte Methoden
1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error
42 80 16 | 2.139e—1 || 15 | 2.309e—1 || 15 | 2.279e—1 15 | 2.375e—1
162 320 || 25 | 5.188e—2 || 22 | 5.715e—2 || 26 | 5.181e—2 || 26 | 5.407e—2
642 | 1280 || 31 | 2.365e—3 || 27 | 3.179e—3 || 36 | 2.358e—3 || 39 | 5.096e—3
2562 | 5120 || 39 | 1.688e—4 || 38 | 1.172e—4 || 38 | 2.856e—4 || 58 | 2.074e—3
Tabelle 5.4

Man sieht hier, dass der Doppelschichtpotentialansatz Konvergenz liefert. Durch die Tat-
sache, dass k sehr nahe an einem ’spurious mode’ liegt ist die Matrix Dy, schlecht kon-
ditioniert und daher die Iterationszahlen beim Doppelschichtpotentialansatz hoher. Die
Konvergenzordnung ist zwar schlechter als bei den anderen Methoden aber der Fehler liegt
noch immer in einem tolerierbaren Bereich.
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e Interpolation - Direkte Methoden

1. Burton-Miller || 2. Direkter Ansatz
M N It error It error
42 80 14 | 2.152e—1 || 14 | 2.162e—1
162 | 320 || 19 | 5.115e—2 || 23 | 5.261le—2
642 | 1280 || 23 | 2.094e—3 || 36 | 2.314e—3
2562 | 5120 || 32 | 1.586e—4 || 52 | 1.405e—4

Tabelle 5.5

Bei den Iterationszahlen beim direkten Ansatz lésst sich der gleiche Effekt beobachten wie
beim Doppelschichtpotentialansatz.

e [5-Projektion - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error

42 80 17 1 5.435e—2 || 15 | 2.181e—2 || 15 | 7.317e—2 | 15 | 1.978e—2
162 | 320 | 25 | 3.031e—3 || 22 | 4.608e—3 || 27 | 2.433e—3 | 26 | 7.262e—3
642 | 1280 || 31 | 4.649e—4 || 27 | 1.264e—3 || 36 | 4.135e—4 || 39 | 4.809e—3
2562 | 5120 || 39 | 7.749e—5 || 38 | 1.834e—4 || 38 | 1.583e—4 || 58 | 1.911e—3

Tabelle 5.6

5.2.4 Wiirfel

Als nichtglatte Geometrie wurde ein Wiirfel mit Seitenlénge 1 mit Eckpunkten in
(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1) betrachtet. Die Wellen-
zahl sei

ky = 5.4414

k, ist dann nahe zum Eigenwert A = /37 des Dirichlet- und Neumann-Eigenwertproblems
des Operators —A. Quell- und Auswertungspunkt sind wie folgt gewéhlt

rs = (0.2,0.2,0.2)7, z*=(1.2,0,2)".



5.2 Neumann-Randwertproblem 89

e Interpolation - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error

93 108 || 28 | 1.087e—2 || 25 | 2.629e—2 || 26 | 9.249e—2 || 27 | 1.731e—1
104 | 204 | 29 | 8.881e—3 || 27 | 1.385e—2 || 31 | 1.303e—1 | 30 | 1.946e—1
231 | 458 || 31 | 4.179e—3 || 30 | 5.800e—3 || 36 | 1.155e—1 || 35 | 1.481e—1
410 | 816 || 33 | 1.754e—3 || 33 | 2.354e—3 || 39 | 2.799e—1 || 41 | 1.377e—1
899 | 1794 || 40 | 6.962e—4 || 39 | 8.43Te—4 || 42 | 3.860e—1 | 50 | 1.230e—1
1592 | 3180 || 45 | 4.176e—4 || 45 | 4.763e—4 || 43 | 2.145e—1 || 59 | 1.388e—1
3524 | 7044 || 54 | 1.729e—4 || 54 | 1.897e—4 || 44 | 1.192e—1 || 72 | 1.444e—1

Tabelle 5.7

Wie erwartet liefern Einfach- und Doppelschichtpotentialansatz ungenaue Ergebnisse, da
k mit einem Eigenwert des Dirichlet- und Neumann-Eigenwertproblems zusammenfallt.
Hingegen liefern die modifizierte Randintegralgleichungen eine vergleichbar gute Konver-
genzordnung.

e Interpolation - Direkte Methoden

1. Burton-Miller || 2. Direkter Ansatz

M N It error It error

53 108 24 | 2.455e—2 || 26 | 2.112e—2
104 | 204 || 26 | 8.145e—3 || 30 | 5.532e—3
231 | 458 || 30 | 1.759e—3 || 36 | 2.312e—3
410 | 816 || 33 | 9.430e—4 || 41 | 9.828e—4
899 | 1794 || 38 | 3.764e—4 || 50 | 3.634e—4
1592 | 3180 || 44 | 2.533e—4 || 59 | 2.553e—4
3524 | 7044 || 52 | 1.107e—4 || 72 | 1.107e—4

Tabelle 5.8

Hier ist wieder ein &hnlicher Effekt wie beim Dirichlet-Problem zu beobachten. Die durch
Verwendung der direkten Randintegralgleichung erhaltene Losung konvergiert mit fast glei-
cher Konvergenzordnung wie Burton-Miller gegen die Losung, obwohl k& mit einem Eigen-
wert zusammenfillt. Der Grund dafiir ist wieder, dass die rechte Seite der direkten Ran-
dintegralgleichung im Bild von — Dy, liegt, d.h. laut Korollar 3.3 gilt

1
3
Hier hat sich diese Eigenschaft der kontinuierlichen Randintegraloperatoren auf das lineare

Gleichungssystem iibertragen. Hier ist wieder zu beachten, dass keineswegs garantiert ist,
dass sich diese Eigenschaft immer auf das lineare Gleichungssystem iibertragt.

I+ K)weI(—Dy) Ywe HV3T).
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e [5-Projektion - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz

M N It error It error It error It error
53 108 || 29 | 6.612e—3 || 24 | 1.334e—2 || 26 | 7.613e—2 | 26 | 1.603e—1
104 | 204 || 30 | 2.564e—3 || 27 | 6.502¢e—3 || 31 | 1.208e—1 || 30 | 1.850e—1
231 | 458 || 32 | 1.360e—3 || 30 | 3.224e—3 || 37 | 1.142e—1 || 36 | 1.464e—1
410 | 816 || 33 | 4.759e—4 || 33 | 1.077e—=3 || 39 | 2.790e—1 | 41 | 1.367e—1
899 | 1794 || 40 | 2.468e—4 || 39 | 4.125e—4 || 42 | 3.858e—1 || 50 | 1.228e—1
1592 | 3180 || 45 | 1.279e—4 || 45 | 1.769e—4 || 43 | 2.146e—1 || 59 | 1.386e—1
3524 | 7044 || 54 | 5.237e—5 || b4 | 6.836e—5 || 44 | 1.193e—1 || 72 | 1.443e—1

Tabelle 5.9

Approximation der Neumann-Daten mit Lo-Projektion ergibt wieder im Fall der modifi-
zierten Randintegralgleichung und des Ansatz von Brakhage-Werner eine bessere Konver-

genzordnung.

Als néchstes wurde dasselbe Beispiel mit der Wellenzahl

ko = 5.5440

gerechnet. k féllt hier mit keinem Eigenwert von —A zusammen, weicht aber nur wenig von
kq aus dem vorigen Beispiel ab. Quell- und Auswertungspunkt wurden wie oben gewéhlt

r, = (0.2,0.2,0.2)", z*=(1.1,0,2)".
e Interpolation - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz

M N It error It error It error It error

53 108 || 29 | 1.167e—2 || 25 | 2.773e—2 || 24 | 1.588e—2 || 28 1.332
104 | 204 || 30 | 9.918e—3 || 27 | 1.426e—2 || 28 | 1.044e—2 || 30 | 7.683e—2
231 | 458 || 32 | 4.645e—3 || 30 | 5.918e—3 || 30 | 3.832e—3 || 34 | 1.189e—2
410 | 816 || 34 | 1.884e—3 || 34 | 2.473e—3 || 30 | 1.632e—3 || 38 | 3.792e—3
899 | 1794 || 40 | 7.858e—4 || 39 | 9.184e—4 || 30 | 5.397e—4 || 44 | 1.344e—3
1592 | 3180 || 46 | 4.439e—4 || 45 | 5.175e—4 || 31 | 3.564e—4 || 51 | 5.307e—4
3524 | 7044 || 54 | 1.831e—4 || 54 | 2.101e—4 || 30 | 1.445e—4 || 59 | 2.201e—4

Tabelle 5.10

Hier liefern, wie zu erwarten war, alle vier Methoden eine vergleichbar gute Konvergenzord-
nung. Die Tatsache, dass ky relativ nahe an einem Eigenwert liegt, sieht man an den hohen
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Iterationszahlen des Doppelschichtpotentialansatzes. Weiters beobachtet man sehr niedrige
Iterationszahlen fiir den Einfachschichtpotentialansatz, der Grund dafiir ist allerdings noch

nicht klar.

e Interpolation - Direkte Methoden

1. Burton-Miller || 2. Direkter Ansatz
M N It error It error
53 108 || 24 | 2.384e—2 || 28 | 3.646e—2
104 | 204 || 26 | 8.428e—3 || 30 | 5.822e—3
231 | 458 || 30 | 1.978e—3 || 34 | 3.149e—3
410 | 816 || 33 | 1.096e—3 || 38 | 1.321e—3
899 | 1794 || 39 | 4.399e—4 || 44 | 4.572e—4
1592 | 3180 || 44 | 2.912e—4 || 52 | 3.338e—4
3524 | 7044 || 52 | 1.306e—4 || 60 | 1.469e—4

Tabelle 5.11

Hier beobachtet man wie beim Doppelschichtpotentialansatz hohere Iterationszahlen beim
direkten Ansatz, auf Grund der schlechten Kondition von Dj,.

e [,-Projektion - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error
53 108 || 29 | 6.089e—3 || 25 | 1.263e—2 || 25 | 2.275e—3 || 28 1.194
104 | 204 || 31 | 2.614e—3 || 27 | 6.318e—3 || 28 | 2.272e—3 || 30 | 8.071le—2
231 | 458 || 32 | 1.508e—3 || 30 | 3.142e—3 || 30 | 6.973e—4 || 34 | 1.455e—2
410 | 816 || 34 | 4.504e—4 || 34 | 1.040e—3 || 30 | 1.924e—4 | 38 | 4.885e—2
899 | 1794 || 40 | 2.450e—4 || 39 | 4.120e—4 || 30 | 5.487e—5 || 44 | 1.424e—3
1592 | 3180 || 46 | 1.236e—4 || 45 | 1.778e—4 || 31 | 2.107e—5 | 51 | 7.220e—4
3524 | 7044 || 54 | 4.874e—5 || 54 | 7.020e—5 || 30 | 5.533e—6 || 59 | 2.884e—4

5.2.5 Zylinder

Tabelle 5.12

Zuletzt wurde als Geometrie ein Zylinder mit 2 Einheiten Hohe und mit dem Kreis
B1(0) C R? als Grundfliiche betrachtet. Das Gebiet €2 nihert sich mit jedem Verfeinerungs-
schritt an den Zylinder an. Es wurde mit der Wellenzahl

ky = 3.696
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und dem Quell- und Auswertungspunkt
zs = (0,0,1.5)", 2* =(1.5,0,0)"
gerechnet.

e Interpolation - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error

26 48 11 | 2.856e—1 || 10 | 2.155e—1 || 9 | 3.772e—2 | 10 | 8.428e—2
98 192 || 34 | 3.016e—2 || 30 | 3.878e—2 || 28 | 3.734e—2 || 40 | 4.079e—2
386 | 768 || 27 | 5.166e—3 || 25 | 6.665e—3 || 22 | 6.278e—3 | 27 | 8.558¢—3
1570 | 3136 || 48 | 1.664e—3 || 50 | 1.279e—3 || 33 | 1.212e—4 || 64 | 1.775e—3

Tabelle 5.13

e Interpolation - Direkte Methoden

1. Burton-Miller || 2. Direkter Ansatz
M N It error It error
26 48 10 | 7.416e—2 || 11 | 7.055e—2
98 192 || 27 | 3.168e—2 || 40 | 2.987e—2
386 | 768 || 23 | 6.683e—3 || 27 | 6.867e—3
1570 | 3136 || 42 | 1.562e—3 || 64 | 1.544e—3

Tabelle 5.14

e [,-Projektion - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error

26 48 || 12 | 1.043e—1 || 10 | 6.349¢—2 || 9 | 6.103e—1 || 10 | 2.034e—2
98 192 || 34 | 1.671e—2 || 30 | 1.862e—2 || 27 | 9.597e—3 || 40 | 3.629e—2
386 | 768 || 28 | 1.721e—3 || 25 | 2.092e—3 || 22 | 3.207e—4 || 27 | 5.665e—3
1570 | 3136 || 48 | 2.435e—4 || 50 | 3.234e—4 || 33 | 7.847e—5 || 64 | 8.313e—4

Tabelle 5.15
Das obige Beispiel wurde nun mit der Wellenzahl
ko = 5.5440
und dem Quell- und Auswertungspunkt
rs = (0,0,1.5)", 2* = (1.5,0,0)T

gerechnet.
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e Interpolation - Indirekte Methoden

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz

M N It error It error It error It error
26 48 13 | 1.305e—1 || 16 | 3.608e—1 || 9 | 3.015e—1 || 12 | 3.281e—1
98 192 53 | 1.212e—1 || 49 | 1.474e—1 || 42 | 1.125e—1 58 | 1.575e—1
386 | 768 || 45 | 2.471e—2 || 45 | 2.868e—2 || 33 | 2.320e—2 || 51 | 3.250e—2
1570 | 3136 || 68 | 5.470e—3 || 74 | 5.618¢—3 || 50 | 4.813e—3 || 97 | 6.133e—3

e Interpolation - Direkte Methoden

e [5-Projektion - Indirekte Methoden

Tabelle 5.16

1. Burton-Miller

2. Direkter Ansatz

M N It error It error
26 48 11 | 1.615e—1 || 12 | 1.668e—1
98 192 || 38 | 1.094e—1 || 57 | 1.075e—1
386 | 768 || 29 | 2.550e—2 || 53 | 2.526e—2
1570 | 3136 || 54 | 5.324e—3 || 100 | 5.269e—3

Tabelle 5.17

1. Modifizierte 2. Brakhage- 3. Einfachschicht- || 4. Doppelschicht-
Formulierung Werner potentialansatz potentialansatz
M N It error It error It error It error
26 48 13 | 2.919e—1 || 16 | 3.827e—1 || 10 | 4.663e—1 12 | 3.297e—1
98 192 || 53 | 5.857e—2 || 49 | 6.936e—2 || 42 | 3.528e—2 58 | 8.018e—2
386 | 768 || 45| 2.971e—3 || 45 | 8.947e—3 || 35 | 2.110e—3 51 | 1.187e—2
1570 | 3136 || 68 | 1.371e—3 || 74 | 1.625e—3 || 50 | 4.141e—5 || 103 | 1.422¢—3

Tabelle 5.18

Fiir ky und ko ist auffillig, dass der Einfachschichtpotentialansatz weniger Iterationen
braucht als die anderen Methoden und eine Losung mit einer deutlich héheren Genau-
igkeit liefert. Der gleiche Effekt ldsst sich auch bei Wiirfel und Kugel beobachten, der
Grund dafiir ist aber noch ein offener Punkt.
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5.3 Ausblick

In dieser Arbeit wurden Randintegralgleichungen und zugehorige Randelementmethoden
zur Losung von Dirichlet- und Neumann-Randwertproblemen der Helmholtzgleichung er-
halten. Weiters wurde bewiesen und durch numerische Beispiele verifiziert, dass diese Me-
thode fiir ein hinreichend feines Netz fiir alle Wellenzahlen eine Losung mit guter Genau-
igkeit liefert. Viele Aspekte dieser Randelementmethode wurden jedoch in dieser Arbeit
noch nicht betrachtet, wie zum Beispiel

e die Vorkonditionierung und effiziente Losung der Blockgleichungssysteme,
e die Vorkonditionierung und effiziente Losung der Schur-Komplement-Systeme,
e der Einfluss der Wellenzahl auf die Kondition der Gleichungssysteme,

e der Einfluss des Kopplungsparameters n auf die Kondition der Gleichungssysteme.

Bei der numerischen Analysis gibt noch viele offene Punkte, wie zum Beispiel

e die Untersuchung des Einflusses der Matrixapproximation auf die Genauigkeit,

e die Untersuchung des Einflusses der Wellenzahl auf das Konvergenzverhalten.
In den numerischen Beispielen wurde beobachtet, dass die durch den Einfachschichtpoten-
tialansatz erhaltene Losung bei Verfeinerung des Netzes deutlich schneller als, die durch

die anderen Verfahren erhaltenen Losungen, konvergiert und die entsprechenden Matrizen
eine sehr gute Kondition haben. Der Grund dafiir ist noch nicht geklért.

Um grossere Beispiele aus industriellen Anwendungen zu berechnen ist der Einsatz von
geeigneter Matrixkompression und schnellen Randelementmethoden nétig wie

e Schnelle Multipol Methode,
e H-Matrizen,

o ACA,

e Wavelets.



Literaturverzeichnis

1]
2]

[10]

[11]

[12]

[13]

R. Adams. Sobolev Spaces. Academic Press, New York, 1975.

S. Amini and P. J. Harris. A comparison between various boundary integral for-
mulations of the exterior acoustic problem. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.,
84(1):59-75, 1990.

S. Amini and D. T. Wilton. An investigation of boundary element methods for the
exterior acoustic problem. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 54(1):49-65, 1986.

X. Antoine and M. Darbas. Alternative integral equations for the iterative solution of
acoustic scattering problems. Quart. J. Mech. Appl. Math., 58(1):107-128, 2005.

W. Benthien and A. Schenck. Nonexistence and nonuniqueness problems associated
with integral equation methods in acoustics. Comput. & Structures, 65(3):295-305,
1997.

H. Brakhage and P. Werner. Uber das Dirichletsche Aussenraumproblem fiir die Helm-
holtzsche Schwingungsgleichung. Arch. Math., 16:325-329, 1965.

[. N. Bronstein and K.A. Semendjajew. Taschenbuch der Mathematik, erginzende
Kapitel. Teubner, Leipzig, 1979.

A. Buffa and R. Hiptmair. Regularized combined field integral equations. Numer.
Math., 100(1):1-19, 2005.

A. Buffa and S. Sauter. Stabilisation of the acoustic single layer potential on non-
smooth domains. SIAM J. Sci. Comput., to appear, 2003.

D. Burnett. A 3-d acoustic infinite element based on a generlized multipole expansion.
J. Acoust. Soc. Am., 96(5):2798-2816, 1994.

A. J. Burton and G. F. Miller. The application of integral equation methods to the
numerical solution of some exterior boundary-value problems. Proc. Roy. Soc. London.
Ser. A, 323:201-210, 1971. A discussion on numerical analysis of partial differential
equations (1970).

D. Colton and R. Kress. Inverse acoustic and electromagnetic scattering theory, volu-
me 93 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, Berlin, 1998.

L. Cremer and M. Moser. Technische Akustik. Springer, Berlin, 2003.

95



96

Literaturverzeichnis

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

2]

[27]

28]

[29]

L. Demkowicz and K. Gerdes. Convergence of the infinite element methods for the
Helmholtz equation in separable domains. Numer. Math., 79(1):11-42, 1998.

K. Ehrenfried. Stromungsakustik I, Skript zur Vorlesung.
http://vento.pi.tu-berlin.de/formB/nmain.pdf.

S. Engleder and O. Steinbach. Modified Boundary Integral Formulations for the Helm-
holtz Equation. J. Math. Anal. Appl., published electronically, 2006.

B. Engquist and A. Majda. Absorbing boundary conditions for the numerical simula-
tion of waves. Math. Comp., 31:629-651, 1977.

M. Fischer. The Fast Multipole Boundary Element Method and its Application to
Structure-Acoustic Field Interaction, 2004. Dissertation, Universitéit Stuttgart.

G. C. Hsiao and W. L. Wendland. Boundary Integral Equations. Springer, in prepa-
ration, Berlin.

F. Thlenburg. Finite Element Analysis of Acoustic Scattering. Springer, New-York,
1998.

M. Kaltenbacher. Numerical Simulation of Mechatronic Sensors and Actuators. Sprin-
ger, Berlin-Heidelberg, 2004.

R. E. Kleinman and G. F. Roach. Boundary integral equations for the three-
dimensional Helmholtz equation. SIAM Rev., 16:214-236, 1974.

R. Kress. Linear integral equations, volume 82 of Applied Mathematical Sciences.
Springer-Verlag, Berlin, 19809.

V. Kuznetsov. Equations of nonlinear acoustics. Soviet Physics - Acoustics, 16(4):467—
470, 1971.

W. McLean. Strongly Elliptic Systems and Boundary Integral Equations. Cambridge
University Press, Cambridge, 2000.

A. Meister. Numerik linearer Gleichungssysteme. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden,
1999.

J-C. Nedelec. Acoustic and Electromagnetic Equations. Springer, New-York, 2001.

G. Of. BETI Gebietszerlegungsmethoden mit schnellen Randelementverfahren und
Anwendungen, 2006. Dissertation, Universitiat Stuttgart.

S. Sauter and C. Schwab. Randelementmethoden. Teubner, Stuttgart-Leipzig-
Wiesbaden, 2004.



Literaturverzeichnis 97

[30] A. Schatz, V. Thomée, and W. Wendland. Mathematical theory of finite and boundary
element methods, volume 15 of DMV Seminar. Birkhduser Verlag, Basel, 1990.

[31] A. Sommerfeld. Partielle Differentialgleichungen der Physik, Vorlesungen tber Theo-
retische Physik, Band 6. Verlag Harri Deutsch, Nachdruck der 6. Auflage, Thun, 1978.

[32] O. Steinbach. Numerische Néiherungsverfahren fir elliptische Randwertprobleme. Fi-
nite Elemente und Randelemente. Teubner, Stuttgart-Leipzig-Wiesbaden, 2003.

[33] O. Steinbach. Ldsungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme. Algorithmen und An-
wendungen. Teubner, Stuttgart-Leipzig-Wiesbaden, 2005.

[34] O. Steinbach. Numerical Approximation Methods for Elliptic Boundary Value Pro-
blems. Finite and Boundary Elements. Springer, New York, 2007.

[35] P. Werner. Randwertprobleme der mathematischen Akustik. Arch. Rational Mech.
Anal., 10:29-66, 1962.

[36] J. Wloka. Partielle Differentialgleichungen. B.G. Teubner, Stuttgart, 1982.



Erschienene Preprints ab Nummer 2006/1
Erschienene Preprints ab Nummer 2005/1

2005/1
2005/2
2005/3

2005 /4

2005/5

2005/6

2005/7
2006/1

2006,/2
2006/3

20064

2006/5

2006/6
2006/7
2006/8

2006/9

O. Steinbach
O. Steinbach

U. Langer
G. Of

O. Steinbach
W. Zulehner

U. Langer
G. Of

O. Steinbach
W. Zulehner

U. Langer
O. Steinbach
W. L. Wendland

U. Langer
A. Pohoata
O. Steinbach

O. Steinbach (ed.)

S. Engleder
O. Steinbach
O. Steinbach

B. Muth

G. Of

P. Eberhard
O. Steinbach

G. Of
B. Schneider

U. Langer
O. Steinbach
W. L. Wendland

O. Steinbach (ed.)
G. Of

P. Urthaler
G. Of
O. Steinbach

O. Steinbach

Numerische Mathematik 1. Vorlesungsskript.
Technische Numerik. Vorlesungsskript.

Inexact Fast Multipole Boundary Element Tearing and Interconnecting
Methods

Inexact Data—Sparse Boundary Element Tearing and Interconnecting
Methods

Fast Boundary Element Methods in Industrial Applications
Sollerhaus Workshop, 25.-28.9.2005, Book of Abstracts.

Dual-Primal Boundary Element Tearing and Interconnecting Methods

Jahresbericht 2004 /2005

Modified Boundary Integral Formulations for the
Helmholtz Equation.

2nd Austrian Numerical Analysis Day. Book of Abstracts.

Collision Detection for Complicated Polyhedra Using
the Fast Multipole Method of Ray Crossing

Numerical Tests for the Recovery of the Gravity Field
by Fast Boundary Element Methods

4th Workshop on Fast Boundary Element Methods in Industrial
Applications. Book of Abstracts.

Jahresbericht 2005/2006
The All-floating BETI Method: Numerical Results
Automatische Positionierung von FEM—Netzen

Challenges and Applications of Boundary Element
Domain Decomposition Methods



