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Praktische Problemstellung

/)

I

Gegeben: Strom / Gesucht: Stromdichteverteilung j in €2
Frequenz w ~» Elastostatik, Elastodynamik

~» Thermodynamik
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Modellierung der Stromdichte

Maxwell’sche Gleichungen

curlE:—a—B, divD =0,
ot
curlH:j—l—aa—lt), divB = 0.

Lineares Materialgesetz und Ohm’sches Gesetz

D=cE, B=uH, j=o0E

fiir stiickweise homogenes und isotropes Material, d.h. €, 4 und o sind stiickweise konstant.
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Modellierung der Stromdichte

Maxwell’sche Gleichungen

curlE:—a—B, divD =0,
ot
curlH:j—l—aa—lt), divB = 0.

Lineares Materialgesetz und Ohm’sches Gesetz

D=cE, B=uH, j=o0E

fiir stiickweise homogenes und isotropes Material, d.h. €, 4 und o sind stiickweise konstant.
Zeitharmonischer Ansatz und Vernachlédssigung der Verschiebungsstrome (eddy currents model)
curlE = —wuH, diveE = 0,
curlH = (0 + iwe)E, divuH =0.

Elimination des Magnetfeldes ergibt mit x° := iwpuo das System

curlcurlE+ x’E =0 in ,

curlcurlE =0 in Q°,

divE =0 in Q° (Eichbedingung).
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Mathematische Beschreibung

Fiir geniigend glatte Funktionen gilt die partielle Integrationsformel
/ curlcurlU - Vdz = / curlU - curl V dz — /(curlU|F xn) - (nx (V|, xn))dS,.
Q Q r

Damit ist
H(curl,Q) :={V € La(Q2) : curl V € L2 ()}

der richtige Energieraum und die zugehérigen Spuroperatoren konnen fiir glatte Funktionen durch
U :=nx (U, xn), ywU:=curlU, xn
definiert werden. Weiter sei

V< U:=U, xn, 7U:=U_'n, Ru:=uxn.
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Mathematische Beschreibung

Fiir geniigend glatte Funktionen gilt die partielle Integrationsformel
/ curlcurlU - Vdz = / curlU - curl V dz — /(curlU|F xn) - (nx (V|, xn))dS,.
Q Q r

Damit ist
H(curl,Q) :={V € La(Q2) : curl V € L2 ()}

der richtige Energieraum und die zugehérigen Spuroperatoren konnen fiir glatte Funktionen durch
U :=nx (U, xn), ywU:=curlU, xn
definiert werden. Weiter sei
V< U:=U, xn, 7U:=U_'n, Ru:=uxn.
Analog gilt im Auflenraum

/ curlcurlU - Vdz = / curlU - curl Vdz + /(curlU|F xn) - (nx (V). Xxn))dS,.
c c r

Wir verwenden hier den Energieraum

\Y
V1+]-]?

Die zugehérigen Spuroperatoren werden mit © bezeichnet.

W (curl, Q°) := { € La(Q2°) : curl V € LQ(QC)} :
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Spuroperatoren

Wir haben
1 3
YD, vx : H (2) — Hpw (T).

Benotigen surjektive stetige Fortsetzungen nach H(curl, Q) (Spurséitze)
vp : H(curl,Q) — 7, ~x : H(curl,Q) — 7.

Definiere Bildraume

Hi (1) = 7p (H'(Q), HI () =7 (H'(Q)

Fiir Lipschitz—Polyeder lassen sich die R&ume anschaulich beschreiben durch

=

1
H? (") = {tangentiale Vektorfelder in H2,, (I') mit schwach stetiger Tangentialkomponente an Kanten}

[ \}

1 1
H? (I') = {tangentiale Vektorfelder in H3,, (I') mit schwach stetiger Normalkomponente an Kanten}

Partielle Integration

/(curlU-V—U-cuer)dx:/WDU-’yXVdSm
Q

r
liefert die Fortsetzung

|~

7t Heurl, Q) — [H2(D)]' = H_*(T), 7 : H(curl,Q) — [H

(D))" = H, (D).

N|=
— N
N[
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Spuroperatoren
Zu stiickweise glatter Flache I' definiere durch Lokalisation die Oberflichenableitungen
Vru:=nx (Vu. xn), curlru:=Vru X n,

deren adjungierte Operatoren
divr := =V, curlp := curlr ",

sowie den Laplace—Beltrami—Operator

Ar :=divr Vr = —curlr curlr .
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Spuroperatoren

Zu stiickweise glatter Flache I' definiere durch Lokalisation die Oberflachenableitungen
Vru:=nx (Vu. xn), curlru:=Vru X n,

deren adjungierte Operatoren
divr := —Vpr, curlr := curlr ",

sowie den Laplace—Beltrami—Operator
Ar :=divr Vr = —curlr curlr .
Mit

1
H ®(curlp,I):

1
{V ceH ?>(T):curlr Ve H_%(F)},

1 1 _1
H, 2 (divp,TI) := {V €eH, *():divrV € H_%(F)} = [HJ_2(CUI‘1F,F)],

1

1
vp : H(curl, Q) — H  *(curlp,T), vx : H(curl, Q) — H, *(divp,I),

sowie X
N 3 1
v~ : H(curl?, Q) — H, *(divr,T), Yt H(div, Q) — H2(T).

linear, stetig und surjektiv [A. Buffa].
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Randbedingungen

Stetige Tangentialkomponente (Dirichlet—Daten)
hDE]P =vpE —vpE =0 aufl

Transmissionsrandbedingung (Neumann—Daten)
1
[—nyE] =J=J{,w) aufl
H r
Abstrahlungsbedingungen
E=0(z|™"), curlE=0(z|") gleichmifig fiir |z| — co
Seien I'; die Z Zusammenhangskomponenten von I'. Dann erfiillt jedes Ey := V¢ mit
A¢k =0 in Qc,
Vibr = 6x; in IV,

das homogene Problem. Die Eichbedingungen
/ E -ndS,=0, k=1,...,7Z
%

liefern Eindeutigkeit.
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Eindeutige Losbarkeit

Das Variationsproblem: Finde E € W mit

2

(lcurl E, curl V) + = (E,V)LQ(Q) = —(J,vpV)
U L2(R3) 2

fiur alle V € WW mit

W = H(curl,Q)N {V € W(curl, Q) : divV = O,/ V -ndS, = O}
T

k

zum Randwertproblem
curlcurlE+ x’E =0 in Q

curlcurlE =0 in Q°
divE =0 1in Q€
[’YDE] =0 aufl

(1)

[l’yNE] =7 auf’
H r

besitzt fiir Im x > 0 und stetige rechte Seite —(7,-) eine eindeutige Losung E € W.
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Bestimmung von [

Es gilt

(divp (ywE),¢) = —{(curlE x n,Vr¢) = (curlE, Vr¢ x n)
= (curlr curlE, ¢) = ((curlcurl E) - n, ¢)

Jede Losung von (1) erfiillt in H 3 (T)
divr (ywE) = —k°v,E

bzw.
diVF (’}/]CVE) =0
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Bestimmung von [

Es gilt

(divp (ywE),¢) = —{(curlE x n,Vr¢) = (curlE, Vr¢ x n)
= (curlr curlE, ¢) = ((curlcurl E) - n, ¢)

Jede Losung von (1) erfiillt in H 3 (T)
divr (ywE) = —k°v,E

bzw.
diVF (’}/]CVE) =0

Bestimmung von J:

1. Bestimme v, E aus gegebenen Daten [ und w
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Bestimmung von [

Es gilt

(divp (ywE),¢) = —{(curlE x n,Vr¢) = (curlE, Vr¢ x n)
= (curlr curlE, ¢) = ((curlcurl E) - n, ¢)

Jede Losung von (1) erfiillt in H 3 (T)
divr (ywE) = —k°v,E

bzw.
diVF (’}/]CVE) =0
Bestimmung von J:
1. Bestimme v, E aus gegebenen Daten [ und w

2. Bestimme [/ mit

1 2
diVI‘ j — diV]_" [—nyE:| — H_fynE — ’I,CUO"}/nE = —f
7 "
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1.Schritt

Lose Feldgleichungen im unendlichen Zy-

linder iiber I'* mit der Nebenbedingung

/ cEL -ndx =1
T+

Aus Symmetriegriinden ist die Normalkomponente e Losung der zweidimensionalen skalaren
Helmholtz—Gleichung
—Ae+£K’e=0

im Querschnitt. Mit Polarkoordinaten

OR? ROR R OO \ R 00 e

folgt aus Rotationssymmetrie die gewohnliche Differentialgleichung

1
e’ — —¢ + k2e = 0.

R
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Allgemeine Losung (mit Bessel-Funktionen I,, und K,,)
e =c1lo(kR) 4+ c2Ko(KkR).

Wegen
|Ko(kR)| — oo fiir R — 0

folgt

€ = 61]0(\/ER).

Iiza/ e dx
L

legt die noch freie Konstante c; fest. Die normierte Losung

Die Nebenbedingung

Ii

o

€o -

</Fi lo(rh(x)) dw) h Io(kR(z)) x €T

definiert schlielich
+Tey € Fi,

f = —iwo
0 axel\T*
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2.Schritt

Wir benutzen die Hodge—Zerlegung

N[

H ? (divr,T) = Vo (H(I) & curly (H (1)/R),

wobei
H(T) = {¢ € H'T)/R: Ar¢ € H—%(r)/la} .
Der Ansatz
J =Vr¢+ curlrp
liefert
divp J = Ar¢p = — f
Wegen

(dive J,1) = —(J,Vrl) = 0

fiir jede Zusammenhangskomponente von I', folgt die Losbarkeitsbedingung

(f, 1) = / E-ndS, =0, k=1,...,Z (= Kontinuitédtsgleichung)
™
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Lose Variationsproblem
Finde ¢ € H'(T')/R: (Vré, Vr)r,m) = (—f, %) 1, fiir alle p € H'(I')/R
Die Bilinearform ist stetig und elliptisch
(Vro, Vo)L, = IVrollpe iy > clléllin g fir alle ¢ € H'(I)/R.

Damit existiert eindeutige Losung ¢ € H'(I')/IR mit ¢ € H(I'). Im kontinuierlichen Fall definiert das
Oberflachenpotential

1
J =Vroe€ H|| 2 (divp,I')

die gesuchte Losung 7.

(2)
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Lose Variationsproblem
Finde ¢ € H'(T')/R: (Vré, Vr)r,m) = (—f, %) 1, fiir alle p € H'(I')/R (2)
Die Bilinearform ist stetig und elliptisch
(Vr, Vrd), ) = | Vrdllizry > el r) fiir alle ¢ € H'(T)/R.

Damit existiert eindeutige Losung ¢ € H'(I')/IR mit ¢ € H(I'). Im kontinuierlichen Fall definiert das
Oberflachenpotential

_1
j = vng c H|| 2 (din‘ ,F)

die gesuchte Losung J. Diskretisierung ¢, € S'(I') C H'(I) ist wegen Ar¢y, € H™ (') so nicht
moglich. Betrachte deshalb Sattelpunktproblem

Finde J € H(divr,I') und ¢ € L2(I')/IR mit

(T, KLy +{dive K, @),y = 0
Ve T ) o) = ([, V)L

fiir alle L € H(divr,T") und alle ¥ € Lo (") /IR.
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Wiéhle ¢ = divr KC als Testfunktion in 2. Gleichung. Addition zur 1. Gleichung ergibt modifiziertes
Sattelpunktproblem

Finde J € H(divr,I') und ¢ € L2(I')/IR mit (3)
(T, K)uaivp ,ry +(dive K, @) oy = —(f,dive K) 1, 1)
—(dive J, ) L, () = (fL) Lo

fiir alle £ € H(divr,T") und alle ¥ € Lo (") /IR.
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Wiéhle ¢ = divr KC als Testfunktion in 2. Gleichung. Addition zur 1. Gleichung ergibt modifiziertes

Sattelpunktproblem
Finde J € H(divr,I') und ¢ € L2(I')/IR mit

<«7> ’C>H(divr ) + <diVF ’C7 ¢>L2(F) — _<f7 divr IC>L2(I‘)
—(dive I, ¥) 1, (1) = (f[,¥) L)

fiir alle £ € H(divr,T") und alle ¥ € Lo (") /IR.

In Operatorschreibweise erhilt man

A D J fi

-D 0 @ f2

Der Operator A ist invertierbar
DA™ 'D*¢ = fo — DA fy.
Wegen

ker(DA~'D*) = ker(D*) = lin {1}.

ist das Schur-Komplement invertierbar auf L2(I") /IR
= eindeutige Losung J € H(divr,I') und ¢ € L2(T")/IR.

(3)
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Wiéhle ¢ = divr KC als Testfunktion in 2. Gleichung. Addition zur 1. Gleichung ergibt modifiziertes

Sattelpunktproblem
Finde J € H(divr,I') und ¢ € L2(I')/IR mit

<«7> ’C>H(divr ) + <diVF ’C7 ¢>L2(F) — _<f7 divr IC>L2(I‘)
—(dive I, ¥) 1, (1) = (f[,¥) L)

fiir alle £ € H(divr,T") und alle ¥ € Lo (") /IR.

In Operatorschreibweise erhilt man

A D J fi

-D 0 @ f2

Der Operator A ist invertierbar
DA™ 'D*¢ = fo — DA fy.
Wegen

ker(DA~'D*) = ker(D*) = lin {1}.

ist das Schur-Komplement invertierbar auf L2(I") /IR

= eindeutige Losung J € H(divr,I') und ¢ € L2(T")/IR.
Losung von (2) ist Losung von (3)

= ¢ € H'(I).

(3)

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003 Jens Breuer

Seite 14



Addition der Beziehung
<VF¢7 VF¢>L2 (ry — <f7 ¢>L2(P)
zur 2. Gleichung ergibt

Finde J € H(divr,T') und ¢ € H'(I') mit (4)
(T, K)u(divp 0y + (dive K, @) 1, (1) = —(f,divr ),
—{dive T, ) £,y + (Vro, V)L, o = 2(f,¥) o)

fiir alle X € H(divr,T") und alle ¢ € H*(T").
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Addition der Beziehung
<VF¢7 VF¢>L2 (ry — <f7 ¢>L2(P)
zur 2. Gleichung ergibt

Finde J € H(divr,T') und ¢ € H'(I') mit (4)
(T, K)u(divp 0y + (dive K, @) 1, (1) = —(f,divr ),
_<diVF J, ¢>L2(F) + <VF¢7 VF¢>L2(F)+<¢7 1>L2(F) <¢7 1>L2(F) — 2<f7 2p>L2(F)

fiir alle X € H(divr,T") und alle ¢ € H*(T").

System (4) ist elliptisch.
= eindeutige Losung J € H(divr,T') und ¢ € H'(T).
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Addition der Beziehung
<VF¢7 VF¢>L2 (ry — <f7 ¢>L2(P)
zur 2. Gleichung ergibt

Finde J € H(divr,T') und ¢ € H'(I') mit (4)
<ja }C>H(din ,IM) + <diVF K? ¢>L2(1—‘) — _<f7 divp IC>L2(F)
_<diVF J, ¢>L2(F) + <VF¢7 VF¢>L2(F)+<¢7 1>L2(F) <¢7 1>L2(F) — 2<f7 QMLQ(F)

fiir alle X € H(divr,T") und alle ¢ € H*(T").

System (4) ist elliptisch.
= eindeutige Losung J € H(divr,T') und ¢ € H'(T).

Konforme Galerkin—Diskretisierung
TJn € RT(T) ¢ H(divr,T), ¢n e SY () c HY(I)

= eindeutige Losung J5, € R7 (') und ¢, € S*(T)
= quasi—optimale Fehlerabschitzung
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Potentiale und Darstellungsformel

Klassische Darstellungsformel

E(z) = —curl, /

r

Ge(z, )(n x E)dS, —|—/

r
mit der Fundamentallosung des Helmholtz—Operators,

1 etrlz—yl

Gﬁ(xay) = .
AT |x — y|
(Skalares) Einfachschichtpotential

Vylol(a) i= [ Gulep)oly)dS,, v eR\T
r
(Vektorielles) Einfachschichtpotential

VAEI@) = [ Gula)Bw)dS,, o€ RI\T

Doppelschichtpotential
W[ V](z) := curl ,¥% (RV)(z), ze€R*\T
Damit schreibt sich die Darstellungsformel als

U =¥y [ypU] + ¥i[ynvU] + grad Uy [y, U] in Q,

bzw.

U =—-¥y[ypU] - ¥i[yyU] — grad Uy [y, U] in Q°

Gr(x,-)(curl E X n)dS, + grad ., / Ge(z,)(E-n)dS,
T
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Randintegraloperatoren

Skalare Randintegraloperatoren

Vektorielle Randintegraloperatoren

K 1 C K
Aw:=yp¥a, Bu:=S(n +n)Ta, Cui=

Vi = vy

N | —

Abbildungseigenschaften

Z Q0 W > <

&

(vp + D) ¥,

N,Q = 'YN\I"/K/[-

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003
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Randintegralgleichungen

Darstellungsformel liefert fiir x € {2 die Randintegralgleichungen

1B = 31+ Cx ) [1oE] + AcfwE] + (Vr o Vo) DBl

1
YNE = Nx[ypE| + (51 + Bn) [YNE]

Im Auflenraum ergebeben sich fiir x € 2° die Randintegralgleichungen

15 = (31 Co ) WHE] - AlwE] - (Ve o Vi) DAE]

C C 1 C
YwE = —No[ypE| + (51 — Bo) Y~E]

Was machen wir mit v, E, v, E ?

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003 Jens Breuer
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Benutzen die Beziehung
divr (u 'ywE) = —=divpr J = f, divr (¥ E) =0
und erhalten mit der Hodge—Zerlegung yn E
YWWE = u(=T + ), ANvE =: oA = po

mit der Eigenschaft
din )\ = O.
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Benutzen die Beziehung
divr (u 'ywE) = —=divpr J = f, divr (¥ E) =0
und erhalten mit der Hodge—Zerlegung yn E
YWWE = u(=T + ), ANvE =: oA = po

mit der Eigenschaft
din )\ = O.

Die Unbekannte A kann deshalb aus

_1 _1
H|| 2 (diVF O;F) = {V c H|| 2 (diVF ,F) . diVI‘V = 0}

_1
2

gewahlt werden. Testet man die erste Integralgleichung mit @ € H|| (divr 0,T") folgt
(Vr o Vi)[v.E],0) = —(V.[vE], divr 8) = 0.
Die Terme mit ~,E, bzw. v, E° fallen deshalb weg. Wir setzen noch

1
ywE =9pE=ueH, ?(curlp,I)

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003 Jens Breuer
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Variationsformulierung

1 1
Finde (u,A) € H, * (curlr,T') x H,, * (divr 0,I") mit

(0, (noAo + pAx)A) +(0,(Co + Cr)u) = (0,pA:T)
((Bo + By)A, v) + <<£N0 n iNH>u,v> - <( _ %I n B,,b>j,v>

1 1
fiir alle (v,0) € H, * (curlp,I') x H *(divr 0, ).

Wegen C, = — B, sowie

_1
(N, AN > || AP . fiir alle A € H | ? (divr T)
H 2(I)

und
(Nou,v) = k*(Rv, A.(Ru)) + (Vi (curlr u), curlr v)

1 1
ist das Variationsproblem H | * (curlp , I') x H, # (divp 0, I')—elliptisch.
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Variationsformulierung

1 1
Finde (u,A) € H, * (curlr,T') x H,, * (divr 0,I") mit

(0, (noAo + pAx)A) +(0,(Co + Cr)u) = (0,pA:T)
((Bo + By)A, v) + <(£N0 n iNH>u,v> - <( _ %I n B,,b>j,v>

_1 _1
fiir alle (v,0) € H, * (curlp,I') x H *(divr 0, ).
Wegen C, = — B, sowie

_1
(N, AN > || AP . fiir alle A € H | ? (divr T)
H 2(I)

und
(Nou,v) = k*(Rv, A.(Ru)) + (Vi (curlr u), curlr v)
1 1
ist das Variationsproblem H | * (curlp , I') x H, # (divp 0, I')—elliptisch.

Diskretisierung

1

1. Konforme Galerkin-Diskretisierung erfordert Ansatzraum X, C Hﬁi (divr 0,T).

2. Nebenbedingung divr A = 0 mit Lagrange Multiplikatoren einbauen.
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In Operatorschreibweise erhélt man
A —-B~ A g1
B N u g2
mit der Nebenbedingung divr A = 0. Definiere Operator D durch
(DX, ) := (divr A, v¢) fiir alle ¢ € Lo(T),

dann lautet das Sattelpunktproblem mit Lagrange—Multiplikator p € Lo(I")

A —-B" —-D* A g1
B N 0 u| =182
D 0 0 P 0

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003 Jens Breuer Seite 21



In Operatorschreibweise erhélt man
A —B” A g1
B N u g2

mit der Nebenbedingung divr A = 0. Definiere Operator D durch
(DX, ) = (divr A, o) fiir alle ¢ € La(T),

dann lautet das Sattelpunktproblem mit Lagrange—Multiplikator p € Lo(I")

A —-B" —-D* A g1
B N 0 u| =182
D 0 0 P 0

Addition von 0 = (Vo (divr A), divr 0) definiert Operator A durch
<9, ZA> .= (0, AX) + (Vo(divr ), divr 6)

Dies ergibt

A —B* —D*\ [ g1
B N 0 u| = | ge
D 0 0 D 0

Sollerhaus, 15.10.-18.10.2003 Jens Breuer
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1
Elliptizitdat von N auf H  ? (curlp,I") liefert

u=N '(g2— BX\)
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1
Elliptizitdt von N auf H  * (curly, ") liefert
u=N '(g2— BX\)
1
2

Schur-Komplement S := (A + B*N "' B) ist H| * (divr, T')-elliptisch

A=S""(g1+B"g+Dp).
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Elliptizitdt von N auf HI% (curlp , I") liefert
u=N '(gs — B\
Schur-Komplement S := (A + B*N~'B) ist H (lep [M)—elliptisch
A=S""(g1+ B*g: + D*p).
Fiir Lagrange—Mutiplikator folgt

DS 'D*p=—-DS 'gi — DS 'B*N 'g,.

Wegen ker(DS™'D*) = ker(D ) = lin {1} ist DS~ 'D* invertierbar auf L2(I")/IR.

= eindeutige Losung A € H (d1Vp IN,ueH, 2 (curlp,I') und p € Lo(T)
(Stabilisierung von p Wie bei Hilfsproblem)
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Elliptizitdt von N auf HI% (curlp , I") liefert
u=N '(g2— BX\)
Schur-Komplement S := (A + B*N~'B) ist Hi% (divp , I')—elliptisch
A=S""(g1+ B*g: + D*p).
Fiir Lagrange—Mutiplikator folgt
DS 'D*p=—-DS 'gi — DS 'B*N 'g,.

Wegen ker(DS™'D*) = ker(D*) = lin {1} ist DS~ 'D* invertierbar auf L2(T")/IR.
1 _1
= eindeutige Losung A € H | * (divr,I'), u € H, *(curlp, I') und p € Lz (')
(Stabilisierung von p wie bei Hilfsproblem)

Konforme Galerkin—Diskretisierung

_1 _1
An € RT(T) C H ?(dive,T), un € RT*(T) C H, ?(curlr,T), pr e S*T) C La(T)

= eindeutige Losung A, € RT(T), up, € R7 *(T) und pp, € S°(T)

= quasi—optimale Fehlerabschitzung
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Ausblick

e Numerische Beispiele

e Kopplung Warmeleitung im Leiter (Joule’sche Verluste als Quellterm) mit

Grenzschichtmodell fiir Kiihlstromung und Temperatur im Auflenraum
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