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1. Problembeschreibung

4 N

@ Das Dirichlet-Aufenraumproblem fiir die Helmholtz-Gleichung

Au(y) +r*uly) = 0, yeR\Q,
u(y) = g(y), yel =00,

u(y) geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung.

@ Ansatz von Brakhage und Werner:

0G
) = [ FEELE ) — i Gl ) ) AEs €9

r

1 etrle—yl
c fiir alle 2,y € R®.

wobei n > 0 und G(z,y, k) = I |
Tl —y

@ Die zugehorige Integralgleichung ist fiir alle Wellenzahlen «
\ (speziell k € R") eindeutig l6sbar.
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1. Problembeschreibung
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© Kollokationsverfahren

N l,xéfj
' =~ Fh—UF und f = thU/‘&:ZVg %()

iz =1 0, sonst

@ Das lineare Gleichungssystem:
1
(§[+B(m) — inA(%o)) v(k)=0, A,BecCY y oeCV,

wobei (mit r = |z — ;)

1 IRT 1 (v
a;j(k) = — / c dF,, bij(k)=— / ‘ (tkr — 1) (ng, x — y;)dF,

4 r 47

-
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1. Problembeschreibung

/

() Die Aufgabenstellungen:

e Losungen des Gleichungssystems fiir ein Spektrum

w
O</{:;§/fmawamax

mit n, verschiedenen Wellenzahlen. Stabilitdtsbedingung: h k4. < 1

e Fourier-Methode C(k) = F¢ [.7-“;51 [C(r)](8)] (k).

e Systemmatrizen sind vollbesetzt, unstrukturiert, grof3idimensioniert
— naive Generierung und Losen mit O(N?) fiir jede Wellenzahl

e Niedrigrang-Approximation:

7Zu C € CM*N finde C) € CM*N mit
|C — Cil||lr < €l||C||F und Mem(Cy) = Op(Crx) = O((M + N)k).

-
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2. Fourier-Methode

/

@ Die inverse Fourier-transformierte Matrizen

A NxN  « _ i} —
A S R ’ az](g) - 47_‘_5 5(5 T)dF:I: ’
L'
§ . 1 1 d
B e RN hi(€) = yy / 3 (T% — 1) 6(2) Z:{S_T<nx,a: — y;)dFy
wobei ;
f,;g[emr](f) = (¢ —r) und f,;;[emr (ikr — 1)](§) = (r% - 1> 6(2) e

@ Diec Eigenschaften der Matrizen :
reellwertig und schwachbesetzt fiir ein festes € € |0, diam(I') |
jedes Element besitzt lokalen Trager ( [£min, Emaz] )

analytische Berechnung fiir ebene Dreieckselemente mittels einer

\ geeigneten Koordinatentransformation
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2. Fourier-Methode \

/

@ Analytische Ausdriicke der Matrixeintrige

Yis,
A

i 1 d h
‘\\h FJ bZ] (f) — 47T 52 . d2 \/52 . d2 . h2 H[’fmin?gmam](f)

g 1 . h
b a’ij(g) — E <(I) — arcsin m) H[fmm,ﬁmam](f)

@ Bemerkungen:

* Smin Zf(): Vd+h
o b;;(€) und a;;(&) besitzen Stammfunktionen B;;(€) und Ay;(€)

°® [;U (f) Singuléir fiir f = 50

-
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2. Fourier-Methode
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@ Die Fourier-Transformation von C = A bzw. C = B :

gmam
. ik . e’ Enar o : i
/ Gii(€)e™tdE ~ (k) = E(C’Zj(f)t -+ Zwkcij(fl)smc(ﬁ;&)e gl) :
Emin o (=1

@ Das lineare Gleichungssystem

(% I Blr) mm)) (k) = o

© Bemerkungen:
e Polynomordnung m, klein
o A;;i(€) und a;;(€) bzw. Bi;(€) und by;(€) sind unabhiingig von &

e insbesondere ?)ZZ(/{) =0

-
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3. ACA-Verfahren

/

@ ACA-Verfahren (Adaptives Cross Approximation)

(Bebendorf, Rjasanow: Adaptive low-rank approximation of collocation matrices,

Computing, 70(1);1-24, 2003)
e Theoretische Ergebnisse nur fiir asymptotisch glatte Kerne

Il Formale Anwendung des Algorithmus fiir degenierte Kerne, die nicht
asymptotisch glatt sind — Helmholtz-Operator !!

@ Approximation der Matrix:
Konstruktion des Cluster-Baumes

Bestimmung der zulassigen Cluster-Paare
max(diam(Dy), diam(Dy)) < ~vdist(D1,Dy), 0<vy <1

Approximation der Blocke

-
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3. ACA-Verfahren
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@ ACA-Verfahren mit vollstiindiger Pivotisierung
o RO = O, C() = 0.
e Fiir k =0,1,2,... solange ||Ri||r > ¢||C||F

1
° (Rk)z'kﬂ,jkﬂ — max ’(Rk)zﬂ und Vg1 = .
(] (Rk)2k+1,3k+1
® Rip1 = Ry — w1 (Reej, ) (e, Bi)*
o Cry1 = Cp + Y1 (Reeyy ) (e, Ri)*

-

Workshop FastBEM , Kleinwalsertal 2003 0 Mirjam Stolper




3. ACA-Verfahren

o

06’0:(),2'1::1.

ACA-Verfahren mit einer partiellen Pivotisierung

e Fiir k =0,1,2,... solange ||ug||r||ve||Fr > €||Ck||F
k
g;HRk = ez;HC — (U)ig, 1 Vg
I=1

o (Rk)ik+1,jk+1 — m]ax ’(Rk)ik+1j’ und Uk+1 = ezz;+1Rk/(Rk)ik+1ajk+1

k
o up g =Cej . — Y w(y):
k1 i1 (V)54
I=1

® ijio = argmaxi#kHKukH)i]
o Cpy1 = Ch + Upp1vy,

e Berechnung von ||Cyl|#:

k—1
1CHl17 = |ChallF +2 Y wjurvion + [ B Jos 5

\ =1
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4. Numerische Beispiele

-

© Streuproblem an der schallweichen

Einheitskugel
u(y) =e"'v,  d=(1,0,0)". (N = 1280
@ Randintegralgleichung
éJrB—inA y=—enl'y, n >0,
© die analytische Losung
v(y, k) = EOO: i"(2n + 1) Jn(r) P,(d"y) .

ik (K, (1) — injn(K)) RS (%)

i
S

@ Die Losungen mit Standardtechniken vg; und Fouriermethode 7).

\_
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© L, Fehler und relativer Fehler der Lésungen vy,

4. Numerische Beispiele

0.35f

© die Losungen v(k), vsr,

Real t ei |

-0. 25} \

kappa

(N = 1280)

Imagina rteil
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4. Numerische Beispiele

O Kompressionsfaktor K F :=

© Feste Wellenzahl k = 7/2

© ACA-Verfahren mit partieller Pivotisierung, ¢ = 10™*

Mem(Approximant)

Mem/(Original Matrix)

N kh | KF (%) | |[v—vrrl|l, | llv—ver|lL, /v, | # It
80 0.97 100 3.91E-01 6.14E-02 5)
0.51 93 1.07E-01 1.62E-02 5
1280 | 0.247 46 2.75E-02 4.09E-03 5
5120 0.13 18 6.96E-03 1.03E-03 5
20480 | 0.065 6 1.93E-03 2.86E-04 4

-
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4. Numerische Beispiele

Variable Kk mit - h ~ 0.25

N k| kh | KF (%) | |[v—verl|lL, | llv—verl|lL /v, | # 1t
30 0.4 | 0.247 100 2.24E-01 3.17E-02 4
0.76 | 0.247 87 8.22E-01 1.10E-02 5)
1280 1.5 | 0.247 46 2.75E-01 4.09E-03 5
5120 3.0 | 0.248 20 8.42E-02 1.49E-03 6
20480 | 6.0 | 0.248 8 1.93E-02 3.87TE-03 7

@ KF in Abhingigkeit der Wellenzahl

Approxi mati on %

100/\ﬁ/~/ﬁ

80

60+
40

200 00O

\ kappa
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4. Numerische Beispiele

/

@ Randintegralgleichung - Green’sche Darstellung

Af = (—é—l—B)w.

0
@ Dic analytische Losung f(k) = a—w(li).
Ny

mit w = G(x,yp, k) mit yo € Qund z € T

‘ Lo Fehler der Losungen fsr, [/

0.12+

0. 08¢

0.06¢

0.02! /\/

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

\ kappa
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4. Numerische Beispiele

///”

‘ Auflenraumproblem - die Losungen f, fsr,

Real t ei | Imagina rteil

0. 00075/ | | | ' 0.00075] |
0. 0005 0. 0005
0. 00025 0. 00025
o_r,///// ol
-0. 00025} AN -0. 00025}
-0. 0005 ’ -0. 0005
-0. 00075} -0.00075|
-0.001] -0 001!

0.1 0.2 0.3 0.4
kappa

@ K F in Abhingigkeit der Wellenzahl

Approxi mati on %

75F
70}
65}
60}
55¢
50}
45¢
40t
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\\\\‘ kappa
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Zusammenfassung

4 N

@ TFourier-Methode fiir die Generierung der Kollokationsmatrizen

e analytische Berechnung der reellen und schwachbesetzten Matrizen

e cffiziente Generierung der "neuen” Systemmatrizen fiir beliebige
Wellenzahlen

@ Anwendung des ACA-Verfahrens auf die Kollokationsmatrizen

@ cute Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit den analytischen
Werten

-
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