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Im Anschluss werden mögliche Themen für Bachelorthemen vorgeschlagen. Einige davon sind auch
für Masterarbeiten geeignet. Weitere Themen sind auf Anfrage verfügbar.

1 Earliest arrival flows

In klassischen Netzwerkflußmodellen wird die Zeit, die für die Flußverschickung über Kanten benötigt
wird, nicht berücksichtigt. Das Konzept von dynamischen Flüssen (dynamic flows, flows over time)
nimmt sich dieser Schwachstelle an. Für jede Kante (i, j) wird neben den aus dem klassischen Modell
bekannten Kapazitäten uij die Durchflusszeit (transit time) τij angegeben, die bestimmt wielange der
Fluss von i nach j benötigt. Ferner ist ein Zeithorizont T gegeben. Ein maximaler dynamischer Fluss
ist ein dynamischer Fluss, der innerhalb des Zeithorizonts die maximal mögliche Flussmenge versendet.
Ein earliest arrival flow (EAF) maximiert die verschickte Flussmenge nicht nur zur Zeit T , sondern
auch zur Zeit T − 1, T − 2 etc.
EAFs finden Anwendungen z.B. in Evakuierungsproblemen. Bereits seit den 1960-ern weiss man,
dass für den Fall einer Quelle und einer Senke stets ein EAF existiert und dass sich ein solcher in
pseudopolynomialer Zeit berechnen läßt (siehe Gale [14] bzw. Minieka [32]). Hoppe und Tardos [24]
gaben ein FPTAS für diesen Spezialfall an, der auf einer Skalierungsidee beruht. Für serielle parallele
Graphen kann ein EAF in polynomialer Zeit gefunden werden [35].

Der Mehrquellen bzw. Mehrsenken-Fall ist komplizierter. Hier ist i.a. nicht einmal die Existenz eines
EAF gesichert.
Im Fall mehrerer Quellen und einer Senke gilt weiterhin, dass stets ein EAF existiert, die Bestimmung
eines solchen ist aber aufwendiger als im Fall einer Quelle und einer Senke. Hajek und Ogier [20]
entwickelten den ersten polynomiellen Algorithmus für den Spezialfall mit τij = 0 für alle Kanten
(i, j). Fleischers Algorithmus [11] löst dieselbe Aufgabe effizienter. Fleischer und Skutella [13] schlugen
ein FPTAS vor.
Im Fall einer Quelle und mehrerer Senken ist die Existenz eines EAF nicht gesichert. Schon für
eine Quelle und zwei Senken sind einfache Beispiele bekannt, für die kein EAF existiert (siehe [11, 3].
Selbst im Spezialfall, dass τij = 0 für alle Kanten (i, j) gilt, ist die Existenz eines EAF nicht garantiert.
Skutella und Schmidt [36] gelingt es jedoch für diesen Spezialfall die Netzwerke zu charakterakterisieren
für die unabhängig von der konkreten Instanz stets ein EAF existiert.

Während sich die bisher genannten Arbeiten mit dem Fall beschäftigen, in dem die Kapazitäten
und Durchflusszeiten konstant sind, ist im Fall von Evakuierungsproblemen der Fall zeitabhängiger
Kantendaten besonders interessant. EAFs mit zeitabhänigen Daten wurden u.a. von Tjandra und
Hamacher [39, 21] und Baumann und Köhler [2] untersucht.

Ziel der Arbeit: Es soll ein Überblick zum Thema EAF gegeben werden. Je nach individuellen Inter-
essen kann das Thema eher theorielastig oder praktischer (mehr Gewicht auf Anwendungen in Evaku-
ierungsproblemen oder Implementierung eines Algorithmus für eine EAF-Variante nach Absprache)
ausgelegt werden.
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2 Parametrische maximale Fluss- und minimale Schnittprobleme

Eine interessante Verallgemeinerung des klassischen maximalen Fluss- bzw. minimalen Schnittpro-
blems resultiert, wenn man statt nichtnegativer Zahlen Funktionen eines Parameters λ als Kapazitäten
zulässt.
Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V,A) mit Quelle s ∈ V und Senke t ∈ V . Bezeichne uij(λ) ∈
IR+ die Kapazität der Kante (i, j) ∈ A in Abhängigkeit vom Parameter λ.
Bezeichne z(λ) den Wert eines maximalen Flusses (bzw. die Kapazität eines minimalen st-Schnittes)
in Abhängigkeit von λ.
Besonders gut untersucht ist der Fall affin-linearer Kapazitäten: uij(λ) = vij + wijλ. Für diesen Fall
folgt aus der allgemeinen Theorie für lineare Programme mit einem “rechte Seite Vektor”, der affin
linear von einem Parameter abhängt, dass die Optimalwertsfunktion z(λ) eine stetige, stückweise
lineare und konkave Funktion ist. Leider kann diese Funktion im schlimmsten Fall exponentiell viele
Knickstellen (=Stellen, an denen die Steigung wechselt) aufweisen.
Aus diesem Grund sind Spezialfälle interessant (sowohl im affin-linearen Fall als im allgemeinen Fall),
für die sich Strukturresultate für Optimallösung herleiten lassen, die in weiterer Folge dazu benutzt
werden können die resultierenden parametrischen maximalen Flussprobleme/minimalen Schnittpro-
bleme effizient zu lösen.
In einer bahnbrechenden Arbeit untersuchten Gallo, Grigoriadis und Tarjan [15] einen Spezialfall
von affin-linearen Kapazitäten für den die Folge der minimalen Schnitte von links nach rechts (al-
so für steigendes λ) eine Schachtelungseigenschaft (nesting property) erfüllen. Aufbauend auf dieser
Struktureigenschaft zeigten sie ferner, wie der maximale Flussalgorithmus von Goldberg und Tarjan
(preflow push Algorithmus) so erweitert werden kann, dass die Optimalwertsfunktion z(λ) (und pro
Linearitätsintervall ein zugehöriger minimaler Schnitt/maximaler Fluss) in derselben asymptotischen
Zeit bestimmt werden kann, die zur Lösung eines klassischen maximalen Flussproblems/minimalen
Schnittproblems benötigt wird.
In Folgearbeiten wurden Erweiterungen behandelt, sowohl in bezug auf die Bedingungen, wann ei-
ne Schachtelungseigenschaft nachgewiesen werden kann als auch in bezug auf Anwendungen (siehe
zB [30] und algorithmische Konsequenzen (zB wurde gezeigt, dass sich auch andere maximale Flus-
salgorithmen ohne Effizienzverlust auf den Fall der Schachtelungseigenschaft erweitern lassen, siehe
z.B. [18].
In der Arbeit von Granot et al [17] werden Ergebnisse aus den Vorgängerarbeiten verallgemeinert und
in ein allgemeines Modell eingepasst, das unser Verständnis für die Bedingungen, die zum Auftreten
der Schachtelungseigenschaft führen, erweitert hat.
Eine Reihe von interessanten Fragestellungen zu parametrischen maximalen Flussproblemen/minimalen
Schnittproblemen sind noch ungelöst.

Für die Behandlung auf Bachelorarbeitsniveau reicht es selbstverständlich aus, sich mit der existieren-
den Literatur zu befassen. Das Potential für eine Ausweitung auf höherer Ebene ist vorhanden (auch
in Richtung Ausdehnung von parametrischen minimalen Kostenflussproblemen zu denen noch sehr
wenig bekannt ist).

3 Bilevel Rucksackprobleme

In bilevel Optimierungsproblemen gibt es eine zweistufige Hierarchie im Entscheidungsprozess: Es
gibt 2 Entscheidungsträger, einen Leader (obere Ebene) und einen Follower (untere Ebene). Beide
Entscheidungsträger haben jeweils ihre eigene Zielfunktion und eine eigene Menge von Restriktionen,
die es einzuhalten gilt. Darüberhinaus gibt es gemeinsame Restriktionen, die die Variablen der beiden
Ebenen koppeln.
Der Entscheidungsprozess läuft wie folgt ab: Zuerst trifft der Leader seine Entscheidungen und fixiert
den Wert seiner Entscheidungsvariablen. Dann reagiert der Follower durch Wahl seiner Entscheidungs-
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variablen. Der Leader kennt die Zielfunktion und die Restriktionen des Followers. Der Follower wählt
seine Reaktion auf die Leader-Entscheidung so, dass seine Zielfunktion optimiert wird und alle Re-
striktionen eingehalten werden. Da die Zielfunktion des Leaders auch von den Variablen des Followers
abhängt, muss der Leader die möglichen Reaktionen des Followers mit in Betracht ziehen.
Die Literatur zu Bilevel Problemen (und der Verallgemeinerung auf mehr als 2 Ebenen) ist vielfältig.
Zu Bilevel Problemen im Bereich der kombinatorischen Optimierung gibt es deutlich weniger Arbeiten.
Das Rucksackproblem ist ein kanonisches NP-schweres kombinatorisches Optimierungsproblem. Im
Bilevel Fall wurden verschiedene Modelle vorgeschlagen: die Dempe-Richter Variante, die DeNegre
Variante und die Mansi-Alves-de-Carvalho-Hanafi Variante (jeweils benannt nach den Autoren, die
das Modell vorgeschlagen haben). Für die Referenzen zu den Originalarbeiten siehe die Arbeit von
Caprara, Carvalho, Lodi und Woeginger [8].
Im Anschluss werden die 3 Modelle kurz vorgestellt.

1. Dempe-Richter Variante: Hier kontrolliert der Leader die Rucksackkapazität z, während der Fol-
lower die Gegenstände sowie die Variablen zu den Gegenständen kontrolliert und entscheidet
welche Gegenstände in den Rucksack gepackt werden sollen. Die Zielfunktion des Leaders hängt
von z und den eingepackten Gegenständen ab. Die Zielfunktion des Followers hängt nur von
den eingepackten Gegenständen ab (in der klassischen linearen Art). Der Follower hat die übli-
che Rucksack-Restriktion zu erfüllen (hängt aber nun von der Variable z ab) und der Leader
bekommt eine untere und eine obere Schranke für z vorgesetzt.

2. Mansi-Alves-de-Carvalho-Hanafi Variante: In dieser Variante ist die Gegenstandsmenge in 2
Mengen aufgeteilt, die einen sind unter Kontrolle des Followers, die anderen unter Kontrolle des
Leaders. Die beiden sollen einen gemeinsamen Rucksack packen. In der Zielfunktion des Leaders
treten alle Gegenstandsvariablen auf. Die Restriktionen sind die üblichen Rucksackrestriktionen.

3. DeNegre Variante: In dieser Variante besitzen Leader und Follower jeweils einen eigenen Ruck-
sack und wählen die Gegenstände dafür aus einer gemeinsamen Gegenstandsmenge. Zuerst darf
der Leader einpacken, dann der Follower. Natürlich ist jeder Gegenstand nur einmal verfügbar,
was die Wahl des Followers einschränkt. Der Leader möchte die Profitsumme der eingepackten
Gegenstände in seinem Rucksack maximieren, der böse Follower möchte hingegen diese Profit-
summe für den Leader minimieren.

Caprara et al [8] untersuchen alle 3 Varianten in bezug auf die Komplexität und auf Approxima-
tionsalgorithmen. In Caprara et al [9] liegt der Schwerpunkt auf der exakten Lösung des DeNegre
Modells.

4 Bilevel kombinatorische Optimierung

Bilevel-Modelle wie oben für den Rucksackfall besprochen, lassen sich auch für andere kombinatorische
Optimierungsprobleme betrachten und für einige Problemtypen wurden das auch in der Literatur mehr
oder weniger ausführlich bereits umgesetzt (zB bilevel Zuordnungsprobleme [16, 4, 5])..
Es gibt keine systematische Darstellung der bereits erzielten Ergebnisse auf diesem Gebiet. Ziel ei-
ner Bachelorarbeit könnte es sein, ausgehend von einer ausführlichen Literaturrecherche eine solche
systematische Darstellung der vorhandenen Ergebnisse zu erstellen.

5 Minimum mean cycles

Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V,A) mit n Knoten, m Kanten und ganzzahligen Kantenge-
wichten wij . Bezeichne W das maximale Kantengewicht.
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Das Durchschnittsgewicht µ(C) eines Kreises C berechnet sich als Quotient aus der Summe der Ge-
wichte der Kanten in C und der Anzahl der Kanten, also

µ(C) =

∑
(i,j)∈A wij

|C| .

Im “minimum mean cycle problem” (MMC) möchte man einen Kreis bestimmen, der minimales
Durchschnittsgewicht aufweist. Dieses Problem zählt zu den grundlegenden kombinatorischen Op-
timierungsproblemen und besitzt viele Anwendungen. Das minimum mean cycle Problem steht in
engem Zusammenhang zum kürzesten Wegeproblem.
Die für MMC bekannten Algorithmen lassen sich in 2 Klassen einteilen: Jene, deren Laufzeit nicht von
den Gewichten abhängt und den Rest.
Der erste polynomielle Algorithmus für das MMC läuft in O(mn) Zeit, verwendet dynamische Pro-
grammierung und geht auf Karp [25] zurück. Ein Nachtteil des Algorithmus von Karp ist, dass er
auch im besten Fall O(mn) Zeit benötigt. Karp und Orlin [26] verallgemeinerten das MMC stellten
einen Zusammenhang zu parametrischen kürzesten Wegeproblemen her. Young, Tarjan und Orlin [41]
verbesserten die Laufzeit des Verfahrens von Karp und Orlin von O(mn log n) auf O(mn+ n2 log n).
Lawler [29] zeigte einen Zusammenhang zum Problem negative Kreise zu erkennen. Das MMC lässt
sich durch Reduktion auf O(log(nW ) Aufrufe eines Algorithmus zur Erkennung negativer Kreise lösen
(dahinter steckt ein binärer Suchansatz). Orlin und Ahuja ersetzten die exakte binäre Suche durch
eine approximative binäre Suche und erhielten durch den zusätzlichen Einsatz einer Skalierungstechnik
einen O(m

√
n log(nW )) Algorithmus für MMC.

Es ist nicht bekannt, ob die Laufzeit des Algorithmus von Orlin und Ahuja unterboten werden kann,
wenn MMC exakt gelöst werden soll. Chatterjee, Henzinger, Krinninger und Loitzenbauer [10] geben
für den Fall mit nichtnegativen Gewichten einen (1 + ε)-Approximationsalgorithmus an. Ferner wird
ein Zusammenhang zur Min-Plus Matrixmultiplikation und zum all pairs kürzesten Wegeproblem
hergestellt (Zusammenhang mit bahnbrechenden Resultaten von Vassilevska Williams and Williams).

Je nach individueller Interessenlage kann die Arbeit einen experimentellen Anteil enthalten oder sich
stärker theoretisch orientieren.

6 Sports elimination problems

Ein klassisches Problem, das bereits in den 1960-er Jahren erstmals untersucht wurde, ist, ob ein
Baseball-Team zu einem bestimmten Zeitpunkt der Meisterschaft noch Meister werden kann oder
nicht. Etwas spezifischer: Gegeben sind n Baseballteams einer Liga. Zu einem konkreten Zeitpunkt
der Meisterschaft habe Team i wi Siege erworben und es verbleiben gij zu absolvierende Partien
zwischen Teams i und j. Ein Team wird eliminiert genanntm wenn es es nicht möglich ist, daß dieses
Team am Ende der Meisterschaft Platz 1 einnimmt (evtl. zusammen mit punktegleichen Teams).
Schwartz [37] führte die Fragestellung, ob ein einzelnes Team eliminiert ist, auf ein maximales Flusspro-
blem zurück. Hoffman und Rivlin [23] verallgemeinerten dieses Ergebnis und charakterisierten, wann
ein Team nicht mehr Platz q erreichen kann.
Gusfield und Martel[18] und McCormick [30] bestimmten die sogenannte Eliminationszahl, das ist die
minimale Anzahl verbliebener Partien, die ein Team gewinnen muss, um eine Chance auf Platz 1 zu
haben. Die Methoden greifen auf Ergebnisse zu parametrischen maximalen Flussproblemen zurück [15].
Ferner zeigte McCormick, dass es NP-vollständig ist zu entscheiden, ob ein Team noch mindestens
Platz q erreichen kann.
Wayne [40] zeigte, daß es eine Schwellwertpunktzahl W∗ gibt, sodass gilt, daß Team i genau dann
eliminiert ist, wenn wi + gi < W∗ wobei gi die Anzahl der Spiele bezeichnet, die Team i noch zu
absolvieren hat. Basierend auf dieser Charakterisierung lassen sich alle eliminierten Teams mithilfe
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eines einzigen maximalen Flussproblems bestimmen. Ein analoges Strukturresultat zeigten unabhängig
davon Adler et al. [1] unter Verwendung von linearen Programmierungsmethoden.
Gusfield und Martel verallgemeinern die Charakterisierungen aus [40] und [1]. Es werden allgemeinere
Schwellwertresultate erzielt, u.a. auch für den Fall von Fussball. Die Ergebnisse werden auf nicht al-
gorithmischem Wehe hergeleitet. Die Arbeit enthält auch neue Komplexitätsergebnisse zu verwandten
Fragestellungen.
Bernhold et al. [6] untersuchen das Eliminationsproblem für Fussball für die Situation in der der Sieger
3 Punkte erhält und zeigen, dass das Problem NP-vollständig ist.
Kern und Paulusma [28] untersuchen die Komplexität einer allgemeineren Problemstellung von Be-
werbsformen, bei denen es mehr als 3 mögliche Ausgänge einer Partie gibt.
Russell [34] behandelt im ersten Teil seiner Dissertation den komplexeren Fall von Eliminationspro-
blemen in der NHL (nordamerikanische Eishockey-Liga).

Ziel der Arbeit ist es einen Überblick über (einen Teil) der betrachteten Fragestellungen und erzielten
Ergebnisse zu geben. Je nachdem ob die Arbeit eher theoretisch oder eher praktisch ausgerichtet wird,
soll für ein ausgewähltes Teilproblem ein effizienter Algorithmus implementiert und getestet werden.
Details können individuell je nach persönlichen Präferenzen abgesprochen werden.
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