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Elementare
Lebensversicherungsmathematik

In der Lebensversicherungsmathematik kommen zwei fundamentale Kalkiile zur
Anwendung: die Zinsrechnung und die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1.1 Zinseszins- und Rentenrechnung

Eine “Verzinsung” triagt der Tatsache Rechnung, dass der Besitz von Kapital zum
jetzigen Zeitpunkt mehr wert ist als der Besitz des selben Geldbetrages zu einem
spéteren Zeitpunkt (“Kapital arbeitet”).

Eine Zinsrate (bzw. ein “Zinssatz”) bezieht sich immer auf eine bestimmte Zeit-
einheit, beispielsweise spricht man von einer jihrlichen Zinsrate von 6%. Die
Konversionsperiode ist jenes Zeitintervall, an dessen Ende der Zins zum Kapital
gutgeschrieben wird. Falls die Konversionsperiode mit der Zeiteinheit identisch
ist, handelt es sich um eine effektive Zinsrate.

1.1.1 Effektive Zinsraten

Sei ¢ eine jahrliche effektive, iiber den gesamten Zeitraum konstante, Zinsrate
(andere Moglichkeiten wiren etwa stochastische Zinsraten) und betrachten wir
einen Fonds, der anfinglich Fy betragt, und auf den am Ende des Jahres k ein

Betrag r tiberwiesen wird (kK = 1,...,n). Was ist dann der Stand des Fonds
nach n Jahren?
Es gilt

FkIFk,1+’iFk,1+Tk, (]{121,...,77,), (11)

wobei F} den Stand des Fonds nach k Jahren bezeichnet. Daraus folgt
Fk — (1 + Z')Fk,1 = Tk-

7
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Wenn wir diese Gleichung mit (1 + )" % multiplizieren und iiber k = 1,...,n
summieren, dann ergibt sich

Fo=1+0)"Fo+ Y (1+i)" . (1.2)
k=1

Der Wert des Fonds setzt sich also aus dem aufgezinsten Anfangsstand und den
aufgezinsten Einlagen zusammen. Schreibt man (1.1) als Fj, — F,_y = iF_1 + 1%

und summiert wieder iiber £ = 1,...,n, so erhdlt man
n n
Fo—Fy=>Y iFe1+ > 7
k=1 k=1

Der Zuwachs des Fonds besteht also (nicht iiberraschend) aus dem totalen Zins-
ertrag plus den Einlagen.

Mit der Bezeichnung

+

erhélt man aus (1.2)
v'E, = Fy + Z vFry.
k=1

In dieser Gleichung ist also alles auf den Zeitpunkt 0 bezogen, es handelt sich um
den sog. Barwert des Fonds (der Wert des Fonds nach n Jahren bezogen auf den
Zeitpunkt 0). v wird der Abzinsungs- bzw. Diskontierungsfaktor genannt.

1.1.2 Nominelle Zinsraten

Falls die Konversionsperiode nicht mit der Zeiteinheit identisch ist, handelt es
sich um eine nominelle Zinsrate.

Beispiel 1: Jihrlicher Zinssatz 6%, Konversionsperiode 3 Monate (d.h. alle
3 Monate wird Zins 6% - i = 1.5% gutgeschrieben). Nach einem Jahr ist ein
Kapital C' somit auf (1.015)*C = 1.06136C angewachsen. Daraus folgt, dass
ein jéahrlicher Zinssatz von 6%, konvertierbar alle 3 Monate, dquivalent ist zu
einem effektiven jahrlichen Zinssatz von 6.136%.

Sei allgemein i ein gegebener jihrlicher effektiver Zinssatz und i der nominelle
Zinssatz, m-mal pro Jahr konvertierbar, der zu ¢ dquivalent ist. Dann muss

gelten:
N\
(1 + —) =141
m
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bzw.

imn:m«1+@;_4):(1+”%;41+@¢

m

Der Grenzfall m — oo entspricht stetiger Verzinsung:

1+4)" = (1+4)° d

0 heilt die zu 7 gehorige Zinsintensitdt. Es gilt

ed =1+

1.1.3 Kontinuierliche Zahlungen

Nehmen wir nun an, dass kontinuierliche Zahlungen in einen Fonds stattfinden
(mit Zahlungsintensitdt r(¢)) und in diesem Fonds stetige Verzinsung mit Zinsin-
tensitdt §(¢) (nicht notwendig konstant) erfolgt. Dann gilt fiir den Zuwachs im
Fonds im Intervall dt

dF(t) = F(1)6(t)dt + r(t)dt,

wobei F(t) den Wert des Fonds zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Um die Differen-
tialgleichung 1. Ordnung

F'(t) = F(t)o(t) + r(t)
zu losen, schreibt man sie wie folgt um:

% e fg 5(s)dsF<t)] — e fg é(s)ds,r<t>.

Integration iiber ¢ von 0 bis h ergibt

h
o I 5(s)dsF(h) _ F(O) — / e~ I 5(3)d3r(t)dt
0

und somit

h
F(h) = el 9@ p(0) + / e sy (1) gy,
0
Wieder setzt sich der Fondswert also aus dem aufgezinsten Anfangsstand und
den aufgezinsten Einzahlungen zusammen.
Falls 6(¢) = ¢ konstant ist, ergeben sich wieder die Auf- und Abzinsungsfaktoren
von vorhin.
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1.1.4 Zins im voraus

Bis jetzt wurde immer angenommen, dass der Zins am Ende der jeweiligen Kon-
versionsperiode gutgeschrieben wird. Oft ist es jedoch niitzlich, dass der Zins
bereits am Anfang der jeweiligen Konversionsperiode bezahlt wird. Sei d die
jahrliche effektive Vorauszinsrate. Ein Investor, der ein Kapital C' investiert,
erhélt also den Zins von dC' bereits am Anfang des Jahres und das urspriingliche
Kapital am Schluss des Jahres. Der Investor kann nun den Zins dC' wieder in-
vestieren und erhilt dafiir den Zinseszins d?C am Anfang des Jahres plus eine
Zahlung dC' am Schluss des Jahres usw. Dieser Investor wird also am Schluss des
Jahres

1
C+dC+d*C+...= —C
1—d

erhalten. Falls ¢ die dquivalente effektive Zinsrate im iiblichen Sinne ist, muss
somit gelten

o

EEEE
Falls also ein Kapital von 1 investiert wird, so ist d der diskontierte Wert des am
Jahresende bezahlten Zinses ¢ (“abgezinster Wert des Zinses”).

Sei jetzt d™ die dquivalente nominelle Vorauszinsrate, falls die Verzinsung m-
mal jahrlich stattfindet. Fiir ein Kapital C' erhilt ein Investor dann den Zins
%C zu Beginn und das Kapital C' am Ende des m-tel Jahres. Gleichheit der
Aufzinsfaktoren fiir ein m-tel Jahr ergibt daher

_ _ N1/m
T 1+—m =1+
bzw.
(m) N\ —1/m i
d"™ =m(1 — (1 +7) ):1_'_z‘(m)

und daraus ergibt sich eine einfache Beziehung zwischen i™ und d(™:

111 L3
@ = e (13)

Insbesondere folgt daraus fiir m — oo

lim d™ = lim ™ = 4.

m—00 m—00

Bei stetige Verzinsung wird also der Unterschied zwischen Vorausverzinsung und
nachschiissiger Verzinsung hinfillig (was zu erwarten war).
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1.1.5 Ewige Renten

Betrachten wir als Beipiel einer ewigen Rente (engl. perpetuity) jéhrliche Zah-
lungen der Hohe 1. Falls die erste Zahlung zum Zeitpunkt 0 stattfindet, spricht
man von einer vorschissigen Rente. Thr Barwert (d.h. Wert zum Zeitpunkt 0)
wird mit i bezeichnet. Es ist also

" 9 1
a;l:1+v+v +...= =

1
l—v d
Findet die erste Zahlung erst am Ende des ersten Jahres (d.h. zum Zeitpunkt 1)

statt, so handelt es sich um eine nachschiissige Rente. Thr Barwert wird durch
s symbolisiert und ist gegeben durch

ag=v+v’+ =7 = 1
Nun betrachten wir noch unterjéhrige ewige Renten, wo Zahlungen in der Hoéhe
von 1/m in regelméfBligen Absténden (m mal pro Jahr) stattfinden. Der Barwert

einer vorschiissigen unterjiahrigen ewigen Rente ist dann
) 1 1 2 1

i 1 1 1
e L L S PN

Sl

(1.4)

Dementsprechend ist der Barwert einer nachschiissigen unterjéhrigen ewigen Rente
gegeben durch

3=

(m) 1 1 1 2 1 v 1 1
a—' = —vm + —um ... = — — = - = —. (1.5)
<l " m m mi—om  m((l+i)m —1) it

Mit (1.4) und (1.5) ldsst sich nun Formel (1.3) interpretieren: Da sich die vor-
und nachschiissigen Renten lediglich um die Zahlung 1/m im Zeitpunkt 0 unter-
scheiden, unterscheiden sich deren Barwerte um 1/m.

Analog zu oben folgt nun noch fiir den Barwert einer kontinuierlichen ewigen
Rente mit konstanter Intensitit r(t) =

1
o) 1
= _ 6t 7y _
ax = /0 e 'dt = 5

() stellt natiirlich den Grenzwert fiir m — oo von (1.4) und (1.5) dar.

1.1.6 Zeitrenten

In der Praxis sind zeitlich befristete Renten natiirlich h&ufiger als ewige Renten.
Sei n die Dauer der Rente (gemessen in Jahren). Dann folgt fiir den Barwert
einer vorschiissigen Zeitrente

im=1+v+.. . +" L
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Indem man diese Rente als Differenz zweier ewiger Renten betrachtet, wobei die
eine zum Zeitpunkt 0 und die andere zur Zeit n beginnt, erhélt man

1 ="
W ome ' 16
iy = iz — V"l . (1.6)
Analog folgt mit den Formeln aus dem vorigen Abschnitt
_1—1}" ,,(m)_l—vn (m)_l—vn
e R R T

Die Dauer n ist bei dﬁl und ay ganzzahlig, wiahrend sie bei d%lm) und a%lm) ein

Vielfaches von 1/m ist.

Bei Zeitrenten interessiert man sich auch fiir den Schlusswert, also den Wert der
Zahlungen am Ende der Dauer n. Dieser ergibt sich natiirlich sofort aus dem
jeweiligen Barwert und dem Aufzinsungsfaktor (1 + )" zu

(1+i)"—1 -1

i e
m) _ (LD —1 ) _ (140" —1
und s;| = 20 , sEI = FeD)

1.1.7 Riickzahlung einer Schuld

Sei S eine Schuld zum Zeitpunkt 0, die durch Zahlungen rq,...,r, am Ende der
Jahre 1,...,n getilgt wird. Der Barwert dieser Zahlungen soll also S sein:

S =vry + 0%y 4 ..+ 0y, (1.7)
Fiir die Restschuld Sy, die bleibt, nachdem die Zahlung ry getétigt wird, gilt
Sp=049)Sk1—r, k=1,...,n (1.8)
bzw. anders geschrieben
T = 1Sk_1 + (Sk—1 — Sk)-

Jede Zahlung setzt sich also aus zwei Komponenten zusammen, der Verzinsung
der Restschuld des Vorjahres und der Amortisation der Restschuld.

Vergleicht man (1.8) mit (1.1), so sieht man, dass die beiden Gleichungen &qui-
valent sind, wenn man Fj, = —S5), setzt. Man kann also alle Resultate von vorne
iibernehmen, z.B. die Darstellung

L+, k=1,....,n (1.9)

E

Sp = (1+4)*S —
h=1
Insbesondere ist wegen (1.7) S, = 0. (1.9) nennt man die retrospektive Darstel-
lung der Restschuld, im Gegensatz zur prospektiven Darstellung

2 —k
Sk =0T + 0T+ .. 0",



1.2. DIE ZUKUNFTIGE LEBENSDAUER EINES X-JAHRIGEN 13

1.2 Die zukiinftige Lebensdauer eines x-jahri-
gen

Wir betrachten nun eine bestimmte Person mit Alter x. Thre zukiinftige Lebens-
dauver wird mit T'(z) bezeichnet (diese Person wird also beim Tode das Alter x+T
haben). Die Grofie T ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

G(t)=P(T < 1).

In der Folge wird die Verteilung von 7' als bekannt und als stetig vorausgesetzt;
es gilt dann fiir die Dichte g(t) = G'(t)

gt)dt =P(t < T <t + dt).
Folgende Notationen sind international iiblich:
19 = G(t)
ist die t-jahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines z-jahrigen. Analog ist
e =1 - G(t)
die t-jshrige Uberlebenswahrscheinlichkeit des z-jéhrigen. Ferner ist
gle =P(s <T <s+1) =G(s+1) — G(S) = ss10s — 5o

die Wahrscheinlichkeit, dass der z-jdhrige die néchsten s Jahre {iberleben und
dann innerhalb der néchsten ¢ Jahre sterben wird.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der x-jahrige nach Erreichen des Alters
x+s weitere t Jahre leben wird (gegeben dass er dieses Alter erreicht), ist gegeben
durch

1-G(s+1)
ers = P(T > T >s)=——F-—
tPx+ ( 5+ ‘ 8) 1—G(S)
Analog ist
tqm+S:IP(T§s+t|T>s):%;"x

die t-jéhrige Sterbewahrscheinlichkeit im Moment, wo der z-jahrige das Alter
x + s erreicht hat.

Die Lebenserwartung eines z-jihrigen wird {iblicherweise mit dem Symbol é,
bezeichnet und ist gegeben durch

¢, = E(T) = /OOO tg(t) dt = /000[1 —G(t))dt = /OOO Pa dt.

Auflerdem sind noch die Abkiirzungen p, := 1p, und g, 1= 1¢, sowie ¢, = 1¢x
iiblich.
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Die Sterblichkeitsintensitat des x-jahrigen im Alter x + t ist definiert als

s = 1_9(—2@) = i1 - 6] = (). (1.10)

Somit ergibt sich ein alternativer Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein
x-jahriger zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢ + dt sterben wird:

1.2.1 Analytische Verteilungen fiir T

Das Postulieren einer analytischen Verteilungsfunktion fiir die zukiinftige Lebens-
dauer T' ist nicht wirklich realistisch, jedoch liefert es oft brauchbare Modelle fiir
Demonstrationszwecke. Wir wollen hier einige solche analytische Verteilungen
(jeweils benannt nach dem Erfinder) betrachten:

e DeMoivre: (1724)
w ... oberstes Alter. T ist dann gleichverteilt auf dem Intervall [0,w — z],

d.h. .
g(t) = fir0<t<w-—z
w—2x
und .
Mgyt = ———— fir0<t<w-—uz.
w—x—1

e Gompertz: (1824)

Mgt = ch+t t>0

mit Konstanten B > 0,c¢ > 1, d.h. hier wird exponentielles Wachstum
von i, postuliert (ist der Realitéit besser angepasst und braucht nicht die
Annahme eines obersten Alters).

e Makeham: (1860)
[/J$+t = A + BCx+t t > O
e Weibull: (1939)

,ux-i-t = kj(l’ + t)n, t > O

mit Parametern k£ > 0,n > 0.
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1.2.2 Die gestutzte Lebenserwartung

Sei K := [T] die ganzzahlig gestutzte zukiinftige Lebensdauer des x-jéhrigen, d.h.
PIK=k)=Pk<T<k+1)= kDeQurr (k=0,1,...)

Der Erwartungswert von K heifit die gestutzte Lebenserwartung und ist gegeben
durch

eo i =FB(K) =Y kP(K=k) =Y k ipalorr
k=1 k=1

bzw. wegen P(K > k) =P(K =k)+P(K =k+ 1)+ ... auch durch

o= PK>k)=) ipa
k=1 k=1

Der Vorteil der gestutzten Lebenserwartung liegt darin, dass diese Formel leichter
auszuwerten ist als jene fir é,.

Sei weiters S = {T'}, dh. T = K 4+ 5. S ist stetig verteilt in [0,1]. Der
Erwartungswert von S wird nun zu E[S] ~ % geschitzt und somit gilt

1
€y R €p + —. (1.11)
2
Wichtiger Fall: K, S unabhéngig. Dann ist die bedingte Verteilung von S unabhéngig
von K:
P(S < u|lK = k) = 2Ltk (1.12)
Qz+k

ist dann eine von k unabhéngige Verteilungsfunktion H(u), 0 < u < 1, d.h.

ulz+k ::]¥(U)Qx+k-

Im Spezialfall H(u) = u (Gleichverteilung) ist (1.11) exakt und aus 7' = K + S
erhilt man in diesem Fall Var(T) = Var(K) + -

E.

1.2.3 Sterbetafeln

Eine Sterbetafel (engl. life table) ist im wesentlichen eine Tabelle von einjahrigen
Sterbewahrscheinlichkeiten, durch die dann die Verteilung von K definiert ist.
Sterbetafeln werden mit statistischen Methoden aus realen Daten erstellt. Sie
werden oft fiir verschiedene Bevolkerungsgruppen konstruiert (z.B. unterschieden
nach Geschlecht, Generation, etc.). Eine aus den Jahren 2000-2002 stammende
Sterbetafel fiir Osterreich kann in Anhang B gefunden werden.

Wird bei einer Sterbetafel lediglich nach dem Alter eingestuft, so spricht man
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von einer Aggregattafel. Sie enthilt dann also Werte ¢, fiir ganzzahlige . Daraus
konnen jetzt einige verwandte Groflen berechnet werden:

Pz = 11— qz, kPz = PazPz+1Px+2 * * " Pz+k—1, usw.

Um daraus die Verteilung von 7" zu erhalten, muss man geeignete Annahmen iiber
den Verlauf der unterjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten ,q, oder der Sterbli-
chkeitsintensitéten pi, 4, treffen (z € N,0 < u < 1). Wir betrachten drei Falle:

a) Linearitdt von ,q,:

ulez = UQy-

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, entspricht das dem Fall, wo
K und S unabhéngig sind und wo S gleichverteilt zwischen 0 und 1 ist. Es

gilt hier
wPe = 1 —uqy, und Pty = qim.
1- UGy
b) fizry ist konstant:
Sel flypqy = Mgy 1= —Inp, konstant auf dem Einheitsintervall 0 < v < 1

(die letzte Aquivalenz folgt aus (1.10) mit ¢ = 1). In diesem Fall gilt dann
Pz = eXp(—Uf, 1) = P

Da mit (1.12)

1 — p
P(S < u|K = k) = 1_7?6:, (1.13)

sind die Zufallsvariablen K und S hier also nicht unabhéngig.

c) Linearitdt von 1_,qpiq:

1—ulz4u = (1 - u)qar-

Daraus folgt
1—uPz4u 1— (1 - u)q:v

uPz =

und
gz

Auch hier sind S und K im allgemeinen nicht unabhéngig.

Bei allen drei Methoden hat die Sterblichkeitsintensitdt Unstetigkeiten an den
ganzzahligen Argumenten. Fiir kleine Sterbewahrscheinlichkeiten ist S bei der
zweiten und dritten Methode wenigstens annédhernd gleichverteilt und anndhernd
unabhéngig von K (vgl. z.B. (1.13) fiir g,+x — 0).
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1.3 Einfache Kapitalversicherungen

Bei einer Kapitalversicherung besteht die vom Versicherer zu erbringende Leis-
tung aus der Bezahlung einer einzelnen Summe, des Kapitals. Zeitpunkt und
Hohe der Auszahlung kénnen Funktionen der Zufallsvariablen T' sein (sind also
selbst Zufallsvariablen). Der Barwert dieses Kapitals sei Z. Dieser Barwert wird
aufgrund eines gegebenen technischen Zinsfufles ¢ berechnet. Der erwartete Bar-
wert der Leistung [E(Z) wird als die sog. Nettoeinmalpramie (NEP) bezeichnet
(im Gegensatz zur Bruttoprdmie, die Aufwinde der Versicherung (wie z.B. Ver-
waltungskosten) berticksichtigt).

1.3.1 Todesfallversicherungen

(engl. life insurance)

Wir betrachten zuerst lebenslangliche Deckung (engl. whole life): Fin Kapital von
1 sei zahlbar am Ende des Jahres, in dem der Versicherte stirbt. In diesem Fall
ist das Kapital also nicht zufillig, sehr wohl aber der Zeitpunkt der Auszahlung
(ndmlich K + 1). Der Barwert dieser Leistung ist

7 — ,UKJrI.
Die Verteilung von 7 ist gegeben durch
P(Z=0v""=P(K=k)= 1ps oy  (k=0,1,...)

Die NEP wird mit dem Symbol A, bezeichnet und ist also gegeben durch
Aa: = E['UKJrl] = kaJrl kDPz Qz+ik-
k=0

Wegen
Ep* ] = oP(K = 0) + vE[u*|K > 0]P(K > 0)

folgt die Rekursionsformel
Ay, =vq +vAL 1 Do

Interpretation: Die NEP im Alter x ist der diskontierte Erwartungswert der NEP
im Alter x 4 1.
Um die Varianz Var(Z) = E[Z?]— A2 auszurechnen, brauchen wir einen Ausdruck
fiir E[Z?]. Setzt man v = e~%, so folgt

E[ZQ] — E[e—Qé(K—f—l)]

)

dies entspricht also der NEP bei Verdopplung der Zinsintensitit und kann somit
mit dem gleichen Rechenaufwand wie die NEP bestimmt werden.
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Bei einer tempordren Todesfallversicherung (engl. term insurance) der Dauer n
wird das Kapital von 1 nur ausbezahlt (am Ende des Jahres, in dem der Tod
eintritt), falls der Tod in den ersten n Jahren eintritt. Somit ist

i+ fir K=0,1,...,n—1

7 —
0 fir K=n,n+1,...

Die NEP wird hier mit A; 7 bezeichnet und ergibt sich zu

n—1

Aia = Z UkJrl kPz Qu+k-
k=0

1.3.2 Erlebensfallversicherungen

(engl. pure endowment)
Bei einer Dauer von n Jahren wird das Kapital 1 im Erlebensfall (und nichts bei
vorzeitigem Ableben) des Versicherten ausbezahlt:

0 fir K=0,1,...,n—1
7 =
" fir K=nn+1,...

Die mit AL

7 bezeichnete NEP betrégt in diesem Fall

Axla =" nPz-

1.3.3 Gemischte Versicherungen

(engl. endowment)
Das Kapital 1 wird am Ende des Todesjahres ausbezahlt, wenn der Tod in den
ersten n Jahren stattfindet, und andernfalls nach Ablauf der Dauer n.

i+ fir K=0,1,...,n—1

J =

" fir K=n,n+1,...

Es gilt also Z = Z; + Z,, wobei Z; eine Ablebens- und Z, eine Erlebensversiche-
rung ist. Die NEP betragt demnach

o 1 1
Axa = Axa + AJ;;I

Fiir eine um m Jahre aufgeschobene Versicherung (versichertes Kapital 1, unbe-
grenzte Dauer) gilt

0 fir K=0,1,...,m—1
7 =

K+1

v fir K=mm+1,...
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Die NEP /A, ist hier

T

m\Am = mDz UmAerm = Am — Al m|"

1.3.4 Auszahlung unmittelbar nach dem Ableben

Bisher wurde angenommen, dass die Auszahlung jeweils am Ende des Todes-
jahres erfolgt. Wir wollen nun annehmen, dass das Kapital zum Zeitpunkt des
Todes, also zur Zeit T', ausbezahlt wird:

Fiir eine lebenslingliche Todesfallversicherung gilt dann
Z =0T

und fiir die entsprechende NEP

Ax = / v tPzx Hx+t dt.
0

Unter der Annahme a) aus Abschnitt 1.2.3 gilt wegen
T=K+S=(K+1)—-(1-295)
und der Unabhéngigkeit von K und S:

A, = E[UK+1]E[(1 + Z-)1—s] _ E[UK—H] /01(1 + i) du = IE[UK+1] 57 = %Ax.

Die Berechnung von A, ist hier also auf einfache Weise auf die Berechnung von
A, zuriickgefiihrt.

Fiir eine tempordre Todesfallversicherung gilt entsprechend
1 _ 7l 1Lt 1 i 1

1.3.5 Allgemeine Todesfallversicherungen

Hier kann das versicherte Kapital von Jahr zu Jahr variieren und wird am Ende
des Todesjahres ausbezahlt. Sei ¢; das im j-ten Versicherungsjahr versicherte
Kapital, so ist

7 — CK+1'UK+1

und die NEP

E[Z] = chﬂvkﬂ KDz Qotk = C1 Ag + (Cz - 01) 1\Am + (03 - 02) 2|Ax +...,
k=0
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denn eine solche Deckung kann aufgefasst werden als eine Kombination von auf-
geschobenen Versicherungen mit konstanter Deckung.

Ist die Deckung auf n Jahre beschrinkt (d.h. ¢,41 = ¢pie = ... = 0), kann sie
auch aufgefasst werden als eine Kombination von temporéren sofort beginnenden
Versicherungen. So gilt

]E[Z] =, Aia + (Cn—l — Cn)A;;ﬁ\ + (Cn_g — Cn—l)A;;ﬁ\ “+ ...

1.4 Leibrenten und Kommutationszahlen

Eine Leibrente ist eine Reihe von Zahlungen, die erfolgen, solange eine bestimmte
Person (mit Anfangsalter x) lebt. FEine Leibrente ist also eine Zeitrente, deren
Dauer von T abhingt, und somit eine Zufallsvariable. Der Barwert einer Leib-
rente, der somit auch eine Zufallsvariable ist, wird mit Y bezeichnet; die NEP
einer Leibrente ist ihr erwarteter Barwert E[Y].

Leibrenten treten einerseits als Versicherungsleistungen auf, andererseits kann die
periodische Bezahlung von Priamien auch als eine Leibrente interpretiert werden
(natiirlich mit umgekehrtem Vorzeichen).

1.4.1 Vorschiissige lebensldngliche Leibrenten

Wir betrachten eine vorschiissige lebenslédngliche Leibrente, die aus jahrlichen
Zahlungen von je 1 besteht. Der Barwert dieser Rente ist

Y:1+v+02+...+vK:dK—H\:kaI{sz}, (1.14)
k=0

wobei I4 den Indikator des Ereignisses A bezeichnet. Die NEP ist hier

e =BY] =Y P(K = k)izgr = > 507 kDx Got (1.15)
k] k]
k=0 k=0

bzw., wenn wir direkt den Erwartungswert des obigen Ausdrucks mit den Indi-
katoren bilden,

ip = Y v ips. (1.16)
k=0

Wir haben also zwei Ausdriicke fiir die NEP gefunden. (1.15) ist natiirlich, wenn
man die Rente ganzheitlich auffasst; (1.16) ist naheliegend, wenn man sich die
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Rente als eine Summe von Erlebensfallversicherungen vorstellt.
Wegen Formel (1.6) kann man Y hier auch als

YZI—UK“ 1-Z

d o d

schreiben. Der Erwartungswert hiervon ergibt

C1-A4,
-

Ay
Wenn wir diese Identitdt umschreiben als

l=da, + Ag,
so kann sie interpretiert werden anhand einer Schuld von 1, welche am Anfang

jedes Jahres verzinst wird, verbunden mit einer letzten Zahlung von 1 am Ende
des Todesjahres.

1.4.2 Temporire vorschiissige Leibrente

Bei der entsprechenden temporéren vorschiissigen Leibrente mit Dauer n ist

v — CLK—_H\ fir K=0,1,....,n—1

Gn fir K=n,n+1,...

Die NEP ergibt sich hier zu

n—1 n—1
a’wﬂ = Za’k—Jrﬂ P Qotk T aﬁ| nPx = ka kPz-
k=0 k=0
Jetzt ist
1-Z7
Y = ———
d
und somit folgt
axa d )

d.h.
1= ddwa + Awa
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1.4.3 Lebensléingliche nachschiissige Leibrente

Hier gilt
Y:v+v2+...+vK:am

und dieser Barwert unterscheidet sich von (1.14) nur um die Konstante 1, woraus
fiir die NEP sofort

Ay = a; — 1

folgt. Weiters gilt hier
l=da,+(1+1i)A,.

1.4.4 Aufgeschobene Leibrente

Bei einer um m Jahre aufgeschobenen Leibrente mit jahrlichen Einheitszahlungen
gilt
0 fir K=0,1,....,m—1
Y =
Vom0 fir K=m,om+1,...

Die NEP kann dann aus
m|Gz = mPz VU Qp4m = Az — axm

erhalten werden.

1.4.5 Allgemeine Leibrente

Hiermit ist eine Leibrente gemeint, die Zahlungen rq, 7y, ... zu den Zeitpunkten
0,1,..., K vorsieht:

Es gilt demnach

1.4.6 Kommutationszahlen

Kommutationszahlen sind tabellarisch erfasste Hilfsgroflen.
Sei [,, die Zahl der Lebenden (einer vorgegebenen Bevolkerungsgruppe), die das
Alter x erreichen. Dann ist d, = [, — [, die Zahl derer, die zwischen Alter x
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und z + 1 sterben. Wir konnen also schreiben

. lx-l—t
tPz = lx
Qz = I
lopr + ...
€y —= ——

Ly
Wenn wir nun in Formel (1.16) ;p, durch % ersetzen, so erhalten wir

vl 0Pl +
— 2

Ay

bzw.
lp Gp = lp + Vlpyq + v2lx+2 + ...,

die sogenannte Aquivalenzgleichung. Sie kann wie folgt interpretiert werden:
Wenn man sich vorstellt, dass jede der im Alter x lebenden Personen gegen eine
einmalige Prédmie von d, eine Rente vom oben beschriebenen Typ kauft, besagt
die Aquivalenzgleichung, dass die Summe aller Priamien (links) gleich dem Bar-
wert aller Leistungen (rechts) ist.

Einfaches Erweitern der obigen Gleichung liefert

Vol v vt R

v,

a, =
Mit den Notationen
D, = v*l,, N,=D,+ Dyy1+...

gilt dann also die einfache Formel

Die Kommutationszahlen D, (die “diskontierte Zahl der Lebenden”) und N, lie-
gen in einer Sterbetafel tabellarisch vor und erleichterten vor allem vor den Zeiten
leistungsfahiger Computer die Berechnung von a, wesentlich. Weiters gilt

.. o Nx - Nx-i—n d o NJI+1
Uy = 7Dw und a, = D,

Im Falle von Kapitalversicherungen werden beispielsweise durch Einfiihrung der
Kommutationszahlen

C,=v"d,, M, =Cy+Copr+...
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die folgenden Formeln erleichtert (hier wird p,q,4x durch d”;—:’“ ersetzt):

A _vdx+v2dx+1+..._C’x+C’x+1+..._%
e L, B D, - D,’
M, — M.
Al _ T T+n
{L’m _D$ bl

A . Mm - Mern + D:ern

Im Anhang A wird das Software-Paket RANDinsure vorgestellt, in dem viele der
hier behandelten Formeln implementiert sind. In Anhang A befindet sich auch
eine Kurzeinfithrung in die Versicherung auf mehrere Leben.

1.5 Nettopriamien und Beriicksichtigung der Kos-
ten

Eine Versicherung definiert einerseits die Leistungen, welche der Versicherer er-
bringt (in Form von einer oder mehrerer Zahlungen) und andererseits die vom
Versicherten zu bezahlende Pramie. Dabei unterscheidet man im Prinzip drei
Moglichkeiten:

(1) Einmalpramie
(2a) Periodische Pramien von konstanter Hohe
(2b) Periodische Prémien von variabler Hohe
Pramien werden grundsétzlich vorschiissig bezahlt.

Der totale Verlust L, den der Versicherer erleidet, ist die Differenz zwischen dem
Barwert der Leistungen und dem Barwert der Prdmien. Man spricht von einer
Nettoprdamie, falls

E[L] = 0, (1.17)

d.h. falls der erwartete Verlust des Versicherers verschwindet. Im Falle einer
Einmalpramie entspricht die Nettoprdmie der schon bekannten NEP. Im Falle
(2a) von konstanten periodischen Prédmien kann man die entsprechenden Net-
topramien ebenfalls leicht bestimmen.
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1.5.1 Todesfallversicherung mit lebenslénglicher Deckung

Das versicherte Kapital sei 1, zahlbar am Ende des Todesjahres. Diese soll nun
mit konstanten jahrlichen Nettopramien P, finanziert werden. Der Verlust des
Versicherers ist somit

L= UKJrl - Pm aK——f—l|
Aus (1.17) folgt sofort, dass 0 = E[L] = A, — P,d,, also

Qg
Ersetzt man a, durch 1’;‘”, so ergibt sich
dA,
P, = .
1—-A,

1.5.2 Temporire Todesfallversicherung

Fiir eine temporire Todesfallversicherung der Dauer n bezeichnen wir die jéhr-
liche Nettopriamie mit Pg}a. Hier gilt

K+1

v _P:L}ﬂdK——H\ fir K=0,1,...,n—1

L =
—lea aa fir K>n

bzw.
L= =P 5 dm+ (1+ Py damg=g) 0™ " ix<ny-

Natiirlich ist
Al
plo— =

1.5.3 Erlebensfallversicherung

Falls das versicherte Kapital 1 ist und die Dauer n, so wird die jédhrliche Net-
toprimie mit dem Symbol lea bezeichnet. Es gilt

I _Pmlaa’K—-H\ fiir K:O,l,...,n—l
™ _Pfladﬁl fir K >n
und
1
1 fﬁl.
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1.5.4 Gemischte Versicherung

Bei einer entsprechenden gemischten Versicherung wird die jéhrliche Nettopréamie
mit dem Symbol P, bezeichnet:

und

_ 1 1
Prﬂ = Px 7] + Pma

1.5.5 Beriicksichtigung der Kosten

Die Abwicklung einer Versicherung ist mit gewissen Kosten verbunden, die bei
der Berechnung der Pramien beriicksichtigt werden miissen:

a)

Abschlusskosten: Das sind Kosten, die mit dem Neuabschluss einer Versi-
cherung zusammenhéngen (z.B. Vertreter, etwaige #rztliche Untersuchun-
gen, Werbung etc.). Fir diese Kosten wird ein einmaliger Betrag, der
proportional zur versicherten Summe ist, verrechnet (Faktor «).

Inkassokosten: Diese Kosten werden fiir den Beginn jedes Jahres budge-
tiert, in dem eine Pramie zu bezahlen ist. Annahme: proportional zur
“ausreichenden Pramie” (=Bruttoprimie) (Faktor /).

Verwaltungskosten: Hier handelt es sich um alle iibrigen Kosten (z.B. Per-
sonal-, Gebaudekosten, Steuern etc.). Die Verwaltungskosten werden fiir
die ganze Dauer der Versicherung (jeweils zu Jahresbeginn) budgetiert.
Annahme: proportional zum versicherten Kapital bzw. zur versicherten
jahrlichen Rente (Faktor )

Die ausreichende Prdamie P® ist jene Jahrespramie, welche im Erwartungswert
gerade ausreicht, um die versicherte Leistung und die anfallenden Kosten zu
finanzieren. Es ist also

P*=P+4 P>+ PP+ P, (1.18)

wobei P die jdhrliche Nettopramie ist.
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Beispiel 2: Fiir eine gemischte Versicherung der Hohe 1, Dauer n und An-
fangsalter x ergibt sich die ausreichende Pramie Pm“a aus der Bedingung

- Piqiias = Asq+ @ + 8 P llam + 7 a7 (1.19)
Daraus folgt )
o _ Aot atyday

Ersetzt man o durch oz(Axa + ddwa), so erhilt man den folgenden einfachen
Zusammenhang mit der jahrlichen Nettopramie:

o= (14 a)Pug/(1 = 8) + (ad +7)/(1 — B).
Nach einer Division durch d,7) erhalten wir aus (1.19) die Formel

«
dﬂﬁﬂ

was einer Aufteilung der ausreichenden Pramie im Sinne von (1.18) entspricht.

Pio = Por+ + B8P 5+,

1.6 Das Deckungskapital

(engl. premium reserve)

Betrachten wir eine durch Nettoprdmien finanzierte Versicherung. Zum Zeit-
punkt des Abschlusses besteht (im Erwartungswert) eine Aquivalenz zwischen den
Préamien und den Leistungen, sodass der totale Verlust verschwindet (E[L] = 0).
Zu einem spéteren Zeitpunkt besteht diese Aquivalenz zwischen den zukiinftigen
Pramien und Leistungen i.a. nicht mehr.

Sei ;L die Differenz zwischen dem Barwert der zukiinftigen Leistungen und dem
Barwert der zukiinftigen Pramien zum Zeitpunkt ¢. Wir nehmen an, dass ;L
nicht identisch verschwindet (d.h. der Versicherer hat noch zukiinftige Verpflich-
tungen). Das Nettodeckungskapital ;V zum Zeitpunkt ¢ ist definiert durch

tV:E[tL|T>t],

ist also der bedingte Erwartungswert unter der Voraussetzung, dass der Zeit-
punkt der Versicherungsleistung 7" > ¢ ist. In der Praxis ist stets ;L > 0, da
der Versicherte ein Interesse an der Fortsetzung der Versicherung haben soll. Im
Erwartungswert iibertrifft also der Barwert der zukiinftigen Leistungen den Bar-
wert der zukiinftigen Pramien. Zur Kompensation muss daher der Versicherer
das Deckungskapital V' bereitstellen bzw. “reservieren”.
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1.6.1 Beispiele

1) Fiir das Nettodeckungskapital am Ende des Jahres k einer gemischten Versi-
cherung (Dauer n, versichertes Kapital 1, zahlbar am Ende des allfilligen Todes-
jahres, jahrliche Pramien) gilt

k‘/ma:Aerkm\_anaerkm‘, k=0,1,...,n—1,
wobei natiirlich OV;;| = 0 aufgrund der Definition der Nettopréamien.

2) Fiir eine entsprechende n-jihrige Todesfallversicherung ist das Deckungskapital
am Ende des Jahres £ gegeben durch

Won = Avonn— Pendeseng, k=0,1,...,n—1L

Beispiel 3: Das versicherte Kapital sei 1000 und bei einem anfénglichen
Alter des Versicherten von 40 Jahren betrachten wir zwei temporire Versi-
cherungen auf 10 Jahre (eine gemischte und eine Todesfallversicherung). Die
Deckungskapitalien sind also 1000 kV40:1—0| bzw. 1000 kV410:1—0| firk=0,1,...,9.
Wir setzen ¢ = 4% und machen die Berechnungen anhand von De Moivre’s
Gesetz mit w = 100:

Zunéchst findet man, dass die jdhrliche Pramie 88.96 fiir die gemischte
Versicherung und 17.225 fiir die Todesfallversicherung betrégt. Die weiteren
Resultate ergeben sich wie folgt:

‘ k H 440+ k:T0—H] ‘ 10004404 k: To—R| ‘ 1000 1, Vao: o) ‘ 10004}, ;.. TR ‘ 1000 1 Vo, 1, ‘
0 7.84805 698.15 0 135.18 0
1 7.24269 721.44 77 126.02 1.3
2 6.60433 745.99 158 116.08 2.3
3 5.93076 771.89 244 105.30 3.1
4 5.21956 799.25 335 93.61 3.7
5 4.46813 828.15 431 80.94 4.0
6 3.67365 858.71 532 67.22 3.9
7 2.83306 891.04 639 52.36 3.6
8 1.94305 925.27 752 36.27 2.8
9 1 961.54 873 18.85 1.6

Obwohl die Annahme von De Moivre’s Gesetz in Beispiel 3 unrealistisch ist, ist der
daraus resultierende Verlauf der Deckungskapitalien typisch: Bei der gemischten
Versicherung wéchst das Deckungskapital stetig und hat zum Schluss die gleiche
Groflenordnung wie das versicherte Kapital. Das Deckungskapital von 872.58 am
Ende des 9. Jahres kann mit einer elementaren Uberlegung verifiziert werden:
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Zusammen mit der letzten Priamie von 88.96, beide fiir ein Jahr verzinst, ergibt
sich daraus der am Ende des 10. Jahres fillige Betrag von 1000.

Bei der temporéren Todesfallversicherung hat das Deckungskapital einen duflerst
flachen Verlauf. Anfénglich steigt es leicht, da in den ersten Jahren die Préamie
etwas iiber der entsprechenden Prémie fiir eine einjahrige Todesfallversicherung
liegt. Am Ende strebt das Deckungskapital wieder gegen null, da im Erlebensfall
dem Versicherer keine Verpflichtung erwéchst. Das Deckungskapital am Ende
des 9. Jahres (1.62) ergibt zusammen mit der letzten Pramie (17.23) gerade die
Préamie fiir eine einjahrige Todesfallversicherung eines 49-jéhrigen (18.85).

1.6.2 Rekursive Betrachtungen

Kommen wir nocheinmal auf die allgemeine Todesfallversicherung zuriick, d.h.
das im j-ten Jahr versicherte Kapital betrage c;, finanziert durch jéhrliche Pramien
[y, Iy, . ... Der totale Verlust ist dann gegeben durch

K
L= CK+1UK+1 — E Hkvk.
k=0

Die moglicherweise verdnderlichen Pramien sind Nettopramien, falls

o0 o0

k+1 . k
E Ch1V" " kP2 Qotk = § ;0" ks
k=0 k=0

Bemerkung: Dieses Modell ist recht allgemein: Lasst man fiir I auch negative
Werte zu, so enthilt es auch Erlebensversicherungen und Rentenversicherungen
als Spezialfille. Es gilt dann z.B. bei einer gemischten Versicherung;:

co=...=¢c, =1, cp1=...=0,
HO:---:anIZPmau Hn:_17 Hn+1:Hn+2:...:0.
O
Das Nettodeckungskapital ist hier also nach Definition
KV = Z Cha g1’ Dtk Qothr — Z 07 jPari (1.20)
=0 =0

Um es mit dem Deckungskapital am Ende des Jahres k + A in Beziehung zu
setzen, spalten wir je die ersten A Summanden in (1.20) ab und in den anderen
substituieren wir

jPz4+k = hPz+k j—hPzt+k+h
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und fiithren j* = j — h als neuen Summationsindex ein. So erhalt man schlieSlich
eine Beziehung zwischen ;V und .V, welche wie folgt geschrieben werden
kann:

h—1 h—1
j _ 1 h
BV + E 07 jpein = E Cht i1V’ Dotk Qoabitj + nPotkV" ktnV.
j=0 7=0

Dies kann wie folgt interpretiert werden: Falls der Versicherte am Ende des
Jahres k noch lebt, so reicht das Deckungskapital zusammen mit den Pramien der
néchsten A Jahre im Erwartungswert gerade aus zur Finanzierung der entspre-
chenden temporaren Todesfallversicherung sowie einer Erlebensfallversicherung
in der Hohe des neuen Deckungskapitals.

Im Spezialfall h = 1 ergibt sich fiir das Deckungskapital folgende rekursive For-
mel:

WV A+ g = o1V Qe + w1V 0Perk- (1.21)

Das Deckungskapital zum Zeitpunkt k& zusammen mit der dann falligen Pramie
ist also gerade der erwartete Barwert des am Ende des Jahres erforderlichen Ka-
pitals (im Todesfall ¢x41 und im Erlebensfall ,,V).

Man hat jetzt zwei Moglichkeiten: 1) Man berechnet V, o2V ... aus (1.21)
in aufsteigender Reihenfolge (unter Beniitzung von ¢V = 0) oder 2) bei einer
tempordren Versicherung (Dauer n) kann man auch , 1V, ,oV ... (in dieser
Reihenfolge) berechnen, indem man vom bekannten Wert ,, V" ausgeht.

Schreibt man (1.21) um:

k;V + Hk; = k+1VU + (Ck+1 - k+1V)U Gtk (122)

so sieht man, dass auf jeden Fall .1V budgetiert wird. Der im Todesfall zusétz-
liche Betrag von c¢x1 — g1V ist der Nettobetrag, der unter Risiko steht (=Ri-
sikosumme).

Gleichung (1.22) zeigt, dass die Pramie in zwei Teile zerlegt werden kann, I, =
117 + 117, wobei

I, = (k1 — k41V)V Gur
als die Risikoprdamie bezeichnet wird (sie ist die Nettopramie fiir eine einjéhrige
Todesfallversicherung in der Hohe der Risikosumme) und

HZ = k+1VU — k‘/, (123)

die sogenannte Sparprdmie, welche zusammen mit dem alten Deckungskapital
den Barwert des neuen Deckungskapitals ergibt. Indem wir (1.23) mit (1 + )%
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multiplizieren und iiber k£ summieren, erhalten wir

V=) (1+i) M,
0

.
—

i

d.h. das Deckungskapital ist der aufgezinste Wert der Sparprédmien der vorange-
gangenen Versicherungsjahre.

Beispiel 4: Fiir eine lebensléngliche Todesfallversicherung ergibt sich fiir
das Deckungskapital am Ende des Jahres &

also die Differenz aus dem versicherten Kapital und der NEP fiir zukiinftige
Prdmien und nicht gebrauchte Zinsen. Mit P, + d = 1/d, folgt

Oy tk
GV, =1— 2

Ay

- _ . 1-A N .
Mit a, = % und Gy = Tx*k erhilt man weiters

Aerk: - A:v

Ve = 1A

Wegen P, .1, = Agyr gilt auBlerdem

P, ..
Ve = (1 - I2 ) A:erk = (Pm+k - Pm)a:v+k- (1'24>
z+k

Nach (1.24), der sog. Pramiendifferenzenformel fiir das Deckungskapital, ist
das Deckungskapital die NEP fiir die fehlenden Pramien. Mit dypp = 5—
folgt schlieBlich noch die Darstellung

Pw+k’+d

Px—l—k_Px

Ve = .
g Px+k+d

1.6.3 Deckungskapital zu einem unterjihrigen Zeitpunkt

Kehren wir nocheinmal zur allgemeinen Versicherung zuriick und nehmen an,
dass der Versicherte zur Zeit k +u (k € N,0 < u < 1) noch lebt und bezeichnen
das entsprechende Nettodeckungskapital mit 4, V. Dann gilt

1—u 1—u
tuV = pp1Vo + (1 — kV)v 1—ulztktu-
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Unter der Annahme (a) aus Abschnitt 1.2.3 gilt

(1 - u)‘]af—f—k

1—uwlztk+u = 1 .
— UQz+k

Damit kann nun 4,V ohne weiteres berechnet werden.

1.6.4 Zur Umwandlung einer Versicherung

In gewissem Sinne “gehort” das Deckungskapital dem Versicherten und steht
bei Anderung einer Versicherung zur Mitfinanzierung der neuen Leistungen zur
Verfiigung.

Beispiel 5: (Umwandlung in eine pramienfreie Versicherung)

Betrachten wir eine im Alter x abgeschlossene lebensldngliche Todesfallver-
sicherung der Hohe 1, die mit jdhrlichen Pramien von je P, finanziert wird.
Wir nehmen an, dass der Versicherte zum Zeitpunkt &£ noch lebt und seine
Pramien nicht mehr bezahlen méchte. Das Deckungskapital zu diesem Zeit-
punkt betragt 5V, und kann als NEP verwendet werden, um eine Todesfall-
versicherung in der reduzierten Hohe von

1—
Ax+k P:z:Jrk

zu finanzieren. Eine solche “Pramienfreistellung” ist v.a. im Zusammenhang
mit gemischten Versicherungen iiblich.

1.6.5 Das kontinuierliche Modell

Betrachten wir nun noch das kontinuierliche Gegenstiick zur allgemeinen Versi-
cherung von vorhin: Sei ¢(t) das zum Zeitpunkt ¢ versicherte Kapital und II(¢)
die Pramienintensitiat zum Zeitpunkt ¢. Das Nettodeckungskapital zur Zeit ¢ ist

V(t) = /OOO c(t + h)" ppost prasiin dh — /0°° TI(t + h)o" ppays dh.
Die Pramienintensitdt kann in eine Sparkomponente
I°(t) = V'(t) — 0V (2)
und in eine Risikokomponente

IT(t) = (c(t) = V(0)tas
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zerlegt werden. Die Tatsache, dass deren Summe II(¢) ist, ergibt eine Differen-
tialgleichung fiir V' (¢):

(t) + 6V (t) = V'(¢) + II"(2),

die sog. Thiele’sche Differentialgleichung.

1.6.6 Das ausreichende Deckungskapital

Das ausreichende Deckungskapital V' am Ende des Jahres k ist definiert als
die Differenz zwischen dem erwarteten Barwert der zukiinftigen Leistungen und
Kosten und dem erwarteten Barwert der zukiinftigen ausreichenden Prémien.
Wie die ausreichende Pramie kann V' zerlegt werden in

V= V4 gV V7

Hier ist V' das Nettodeckungskapital, V® ist minus der erwartete Barwert der
zukiinftigen Pramien P, und die Verwaltungskostenreserve V7 ist die Differenz
aus dem erwarteten Barwert der zukiinftigen Verwaltungskosten und dem erwar-
teten Barwert der zukiinftigen P7.

Bei einer gemischten Versicherung ist

otk B
g

und V7 =0 fir kK =1,...,n. Demzufolge ist

kaa = —pP“ derk:nT\ =« —Oé(l o k‘/mﬂ)

k‘/;a = (1 + Oz) k‘/;ca — Q.

Bei abgekiirzter Pramienzahlungsdauer m < n ist

kVa = —Paderk;m—_‘ = _Oé<1 - kvxﬂ)
firk=1,2,....m—1und ,V*=0 fiir kK > m.
Die Verwaltungskostenreserve ist dann

kv’y - ’yax—l—kﬂ\ - P’ydx—l—k:m\

) Aotk g otk A
ale ama
= Yz Vom — kVar)

firk=1,2,...,m—1und

KV = Yok mp

fir £ > m.
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1.7 Literatur

Als einfithrende Literatur in die Grundziige der Lebensversicherungsmathematik
sind die Biicher von BOWERS ET AL. [6] und GERBER [13] zu empfehlen.

1.8 Ubungsaufgaben

1.

Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem sich das Einlagekapital K bei a)
jahrlicher b) monatlicher c) stetiger Verzinsung verdoppelt hat, wobei 4
der jahrliche nominelle Zinssatz ist. Bestimmen Sie auch Zahlenwerte fiir
1 =0.04.

. Ein edler und gut betuchter Spender beschlieit angesichts seiner Affinitét

zu Zahlen eine Stiftung einzurichten, die - &hnlich dem Nobelpreis - jahrlich
die herausragendste mathematische Leistung wiirdigen soll. Berechnen Sie
das notwendige Einlagekapital, um bei jahrlicher Verzinsung von 7% und
jahrlicher Inflationsrate von 2% eine Dotation 1 Mio. Euro (mit Inflations-
anpassung) vom néchstem Jahr an fiir die néchsten a) 10 Jahre, b) 100
Jahre und c) auf ewig zu garantieren.

Zeigen Sie, dass fiir ¢ > 0:
d<d? <d® <...<d<-- <i® <i® <

und
Z'2
im _ g <

< m

Die kaufmdannische Verzinsung ist definiert durch
(144l

S L= )

wobei i der effektive jahrliche Zinssatz bei stetiger Verzinsung ist. Zeigen
Sie, dass Kg(|t]) < Kg(t) < Kg(t), wobei Kg(t) die stetige Verzinsung
(mit dem selben jahrlichen effektiven Zinssatz i) darstellt.

Kk (t)

Sei S eine Schuld, die mit jahrlichen, konstanten Annuitdten A beglichen
werden soll. Weiters bezeichne N die Laufzeit der Riickzahlung in Jahren
(das N-te Jahr ist also jenes, in dem die zu begleichende Restschuld das
erste Mal kleiner als A ist). Zeigen Sie, dass

In(A) — In(A —4S5) }
In(1 + ) ’

N:min{nGN:nZ

wobeil 7 den nominellen Jahreszins bezeichnet.
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X l, d, X l, d,
30 || 10000 | 200 ||| 36 || 5800 | 1400
31| 9800 | 400 || 37 || 4400 | 1600
32| 9400 | 600 ||| 38 || 2800 | 1800
33 || 8800 | 800 ||| 39 || 1000 | 1000
34 || 8000 | 1000 || 40 0 0
35| 7000 | 1200
Tabelle 1.1: “Steinzeitsterbetafel”
6. Zeigen Sie:

10.

11.

a) (P = exp (ff“ i ds)
b) (% tPx = (Ma: - Mac—l—t)tpx

Berechnen Sie ps5 sowie €55, wenn

C120— 2 —t
e = 00— 4

fir0 <z <120 und 0 <t <120 — z.

Betrachten Sie zwei unabhéngige Leben, die sich ausschlieflich durch den
Nikotinkonsum unterscheiden. Fiir 0 < z < w sei u, die Sterbeintensitét
des Nichtrauchers und cu, mit ¢ > 1 die Sterbeintensitdt des Rauchers.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Raucher den Nichtraucher iiber-
lebt.

Gegeben seien die Werte e;5 = 10.5, ez = 10 und ez; = 9.5. Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine 75-jahrige Person 77 Jahre alt wird?

Es sei p,4; konstant fiir 0 <t < 1 und ¢, = 0.16. Berechnen Sie ¢ sodass

Benutzen Sie die “Steinzeitsterbetafel” aus Tabelle 1.1, um die Barwerte
folgender Kapitalversicherungen bei einem Zinsful von ¢ = 0.04 zu berech-
nen:

a) A, mit x = 33,35,37

b) Ax% mit x = 32, 34, 36

c) Axa mit r = 32, 34, 36.
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12. Eine stetige lebensléangliche Todesfallsversicherung wird an eine 50-jahrige
Person ausgestellt. Die Sterblichkeit folge de Moivre’s Gesetz (Gleichvertei-
lung des Todeszeitpunktes zwischen 0 und w Jahren) mit w = 100 und die
Auszahlung betrage b, = 1000 — %. Berechnen Sie die Nettoeinmalpréamie
fiir diese Versicherung unter der Annahme eines effektiven Jahreszinses von
1= 0.04.

13. Eine Versicherung, ausgestellt an eine z -jahrige Person, zahlt €C nach
n Jahren, wenn die Person dann noch am Leben ist, oder die Nettoein-
malpramie A am Ende des Todesjahres, falls die Person vorher verstirbt.
Wie 148t sich A durch Kommutationszahlen ausdriicken?

14. Berechnen Sie pr3 aus folgenden Werten, wobei ¢ = 0.03 gilt:

x | 72 731 7 | 75
a, | 8.06 | 7.73 | 7.43 | 7.15

15. Es sei I, = 100.000(100 — ) fiir 0 < z < 100. Berechnen Sie den Barwert
einer vorschiissigen lebensldnglichen Leibrente fiir eine 85-jdhrige Person,
wobei ¢ = 0.05 und die jéhrlichen Raten in den ersten beiden Jahren €2.000
und danach €3.000 betragen.

Zwei weitere Typen von Lebensversicherungen sind die sogenannten “standard
increasing” und die “standard decreasing” Lebensversicherungen. Bei der Le-
bensversicherung vom Typ “standard increasing” betrdgt der im Jahr k versi-
cherte Betrag genau k, bei “standard decreasing” genau n — k. Diese Versi-
cherungen konnen auch angesehen werden als Summe von konstanten Lebens-
versicherungen iiber einen Betrag von 1, die jeweils ein Jahr spéter beginnen
oder enden. Damit ergibt sich fiir eine lebensléngliche Todesfallsversicherung die
Netto-Einmalpramie

Z k + 1 kpmqg:Jrk
k=0

Fiir eine n-jahrige Todesfallsversicherung kénnen die Netto-Einmalpréamien fiir
“standard increasing”, ([A)i:a, und (DA)lm:;| fiir “standard decreasing” aus-

gedriickt werden als:
([A)ijZA +1‘A +-~-+n_1|Ax—nn‘Am
_nA1—| A—\ Ai}n 2_.”_‘4;1

(DA)—| A1—|+Am—\+AM—|+ +Amﬂ
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Analog kann eine “standard increasing” Rente definiert werden, die in Jahr &
einen Betrag von k + 1 ausbezahlt. Die Netto-Einmalprimie betragt dements-
prechend: (Id), = > oo v*(k+ 1)ips

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Berechnen Sie (DA)§1:3| mit ¢ = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-
sterbetafel”

Berechnen Sie (/d)s; mit ¢ = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-
sterbetafel”

Zeigen Sie die Relation dr) = d(l d)m + nv" und leiten Sie daraus folgende
Formel ab: d, = d(ld), + ([A),.

Zeigen Sie, dass sich der Ausdruck

(1) g1 + Gyt

zu ’{%’; vereinfachen lasst.

2P, bezeichne die jiahrliche Pramie fiir eine nicht befristeste Ablebensver-
sicherung, wobei die Pramien aber maximal n-mal bezahlt werden. Sei
1 = 0.04, berechnen Sie 3 P34 fiir i = 0.04 mit Hilfe der “Steinzeitsterbetafel”.

Es seien o9 Ps; = 0.046, P25:2—0| = 0.064 und A5 = 0.640. Bestimmen Sie die
Pramie P215:2—0|.

Ein Kredit iiber 4 Jahre sei ausgestellt auf eine 25-jahrige Person. Dieser
Kredit soll durch konstante Zahlungen jeweils am Ende des 1., 2., 3. und
4. Jahres getilgt werden. Gleichzeitig soll eine Ablebensversicherung auf
vier Jahre abgeschlossen werden, die im Falle des Ablebens der versicherten
Person die Restschuld decken soll (der Einfachkeit halber soll angenommen
werden, dass dies am Ende des Todesjahres geschieht). Die Zinsrate sei
1 = 0.06 sowohl fiir den Kredit als auch fiir die Verzinsung. Weiters sei
(gs.7) = 3.667 und 4¢25 = 0.005.

a) Bestimmen Sie die Nettoeinmalprémie der Versicherung bei einem Kredit
von €1000 bzw. €2000.

b) Nun soll die Bezahlung der Versicherung aus den Mitteln des Kredites
erfolgen. Wie hoch muss der Kredit dann sein, damit die Person nach
Bezahlung der Versicherung €10000 zur Verfiigung hat.

Betrachten Sie eine gemischte Versicherung iiber einen Betrag von 1 mit
einer Laufzeit 20 Jahren an eine 40-jahrige Person. Als zusétzliche Leistung
der Versicherung sei festgelegt, dass im Fall des Ablebebens der Person
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24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

bereits in den ersten zehn Jahren zusdtzlich zum Nennwert 1 die bis zum
Todesjahr bezahlten Priamien verzinst zuriickerstattet werden. Bestimmen
Sie k derart, dass die Pramie fiir obige Versicherung als A 40:70) /k dargestellt
werden kann.

Berechnen Sie die ausreichende Pramie fiir eine Ablebensversicherung mit
Nennwert €1000 einer 35-jéhrigen Person geméfl der “Steinzeitsterbetafel”
mit ¢ = 0.04. Nehmen Sie dabei an, dass die Versicherung folgende Kos-
ten veranschlagt: 5% Abschlusskosten, 3% Inkassokosten und 10% Verwal-
tungskosten. Geben Sie auflerdem die Aufteilung der ausreichenden Pramie
in Nettopriamie, Abschlusskosten, Inkassokosten und Verwaltungskosten an.

Geben Sie die Entwicklung des Nettodeckungskapitals einer 6-jahrigen ge-
mischten Versicherung mit Nennwert €2500 einer 32-jahrigen Person bei
jahrlicher Prédmienzahlung tabellarisch an (vgl. Beispiel 3 aus Kapitel
1.6.1). Der Zinssatz sei dabei i = 0.04 und die Sterbewahrscheinlichkei-
ten durch die “Steinzeitsterbetafel” gegeben.

Es sei g3; = 0.002, (39.73 = 9 und i = 0.05. Gesucht ist 1V31:ﬁ|.
Es sei 19Vo5 = 0.1 und 19V35 = 0.2. Berechnen Sie 9 V55.

Fiir eine lebenslédngliche Todesfallversicherung iiber 1500 Geldeinheiten mit
konstanten jahrlichen Préamien auf ein Leben von z Jahren sei das Deckung-
skapital nach Jahr h—1 179, nach Jahr h betrage es 205. Weiters sei 7 = 0.05
und d, = 16.2. Berechnen Sie q,,p_1.

Eine 5-jahrige gemischte Versicherung mit Nennwert €10000 wird an eine
32-jahrige Person ausgestellt. Die Kosten fiir diese Versicherung werden
durch 4 jéahrliche vorschiissige Pramien gedeckt. Nun will diese Person die
Versicherung am Ende des 3. Jahres (vor Bezahlung der 4. Primie) in
eine lebenslange vorschiissige Rente umwandeln. Wie grof sind unter der
Annahme ¢ = 0.04 und mit auf Grundlage der ”Steinzeitsterbetafel” die
jéhrlichen Rentenzahlungen?

Eine 6-jéhrige Erlebensfallversicherung mit Nennwert € 10000 wird an eine
30-jahrige Person ausgestellt. Die Kosten fiir diese Versicherung werden
durch jahrliche vorschiissige Pramien gedeckt. Nun will diese Person am
Ende des 3. Jahres pramienfrei gestellt werden und die Versicherung in eine
lebenslange vorschiissige Rente beginnend ab dem 35. Lebensjahr umwan-
deln. Wie grof} sind unter der Annahme 7 = 0.04 und mit auf Grundlage
der ”Steinzeitsterbetafel” die jahrlichen Rentenzahlungen?

Stellen Sie die Entwicklung des ausreichenden Deckungskapitals fiir die Ver-
sicherung aus Beispiel 24 tabellarisch dar. Geben Sie auflerdem jeweils
Nettodeckungskapital, V' und die Verwaltungskostenreserve an.



Risikomodelle

The function of the expert is not to be more right
than other people, but to be wrong for more so-
phisticated reasons.

DaviD BUTLER

Definition 1 Unter einem Risiko verstehen wir eine Zufallsvariable X, die nur
nicht-negative Werte annimmdt.

In Kapitel 1 haben wir einzelne Lebensversicherungsvertrage und deren Eigen-
schaften (wie erwartete Auszahlungen, Pramien,..) betrachtet. Fiir Versicherungs-
gesellschaften ist es jedoch vorteilhaft, ein ganzes Portfolio von Versicherungs-
vertridgen (den Policen) auf die zu erwartenden Gesamtausgaben hin zu unter-
suchen (und dann beispielsweise die notwendige Gesamtpréamie auf die einzelnen
Policen aufzuteilen). Dies gilt insbesondere fiir den Schadensversicherungsbereich
(z.B. KfZ, Haftpflicht). Allgemein bezeichnen wir in der Folge jede vom Versi-
cherer an den Versicherten zu erbringende finanzielle Leistung als “Schaden”.
Wir bezeichnen mit S den Gesamtverlust (bzw. Gesamtschaden) eines Portfo-
lios von Versicherungsvertragen einer Versicherungsgesellschaft in einer bestimm-
ten Zeiteinheit (z.B. 1 Jahr). Typischerweise sind in einem solchen Portfolio
Vertrige derselben Versicherungssparte (z.B. Lebensversicherung, Krankenversi-
cherung, KfZ-Versicherung usw.) enthalten.

S ist eine Zufallsvariable (“das Risiko”), deren Verteilung wir je nach zugrunde-
liegendem Modell bestimmen wollen. In der Folge werden wir zwei Risikomodelle
unterscheiden, das individuelle Risikomodell und das kollektive Risikomodell. In
diesem Kapitel wird der Zeitwert des Geldes (im Gegensatz zum vorigen Kapitel
tiber Lebensversicherungen) der Einfachheit halber nicht berticksichtigt (der Zins-
satz wird also gleich Null gesetzt). Es handelt sich hier somit genaugenommen
um Risikomodelle fiir kurze Zeitspannen (engl. “risk models for a short term”).
Langere Zeitspannen werden in Kapitel 4 behandelt.

39
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2.1 Das individuelle Risikomodell

2.1.1 Allgemeines

Im individuellen Risikomodell wird
S=Y1+...4Y, (2.1)

definiert, wobei Y; den Schaden (bzw. die zu erbringende Versicherungsleistung)
bezeichnet, der aus der i-ten Police innerhalb des betrachteten Zeitintervalls
erwéchst, und n ist die Gesamtanzahl der Policen im Portfolio. Dabei wollen wir
voraussetzen, dass die Zufallsvariablen Y; (i = 1,...,n) voneinander unabhéngig
sind.

Beispiel 1: In einem Lebensversicherungsportfolio einer Versicherungsge-
sellschaft befinden sich 1000 Versicherungsvertriage vom Typ A sowie 800
Versicherungsvertrage vom Typ B, wobei Typ A eine 1-jahrige Todesfallver-
sicherung mit Versicherungssumme 1000 € ist und Typ B eine 1-jdhrige
Todesfallversicherung mit Versicherungssumme 3000 €. Unter der (stark
vereinfachenden) Annahme, dass jeder der Versicherungsnehmer in diesem
Jahr die gleiche Sterbewahrscheinlichkeit ¢, = 0.003 besitzt, sollen die ersten
beiden Momente des Gesamtschadens S, der fiir die Versicherung aus diesem
Portfolio entsteht, berechnet werden:

Die Zufallsvariable YZ-(A), die den Auszahlungsbetrag an den i-ten Versicherten
vom Typ A beschreibt, hat folgende Zweipunktverteilung:

P, =0 =p, und P[Y;" =1000] =g,
fir  =1,...1000. Analog gilt
PY” =0 =p, und P[Y"” =3000] = ¢,

fir ¢ = 1,...800. Es folgt somit

1000 300
PRGN
1=1 =1

= 1000-3 4+ 800 -9 = 10200 €

ElS] = E = S EY Y+ Y E )

i=1 i=1

und wegen der Unabhéngigkeit der Y;

1000 800

(A) (B)
D YA

i=1 i=1

= 1000 - 10%¢, p, + 800 -9 - 10° ¢, p, = 24.5 - 10°.

Var[S] = Var :1000V&r[3§(A)]—i—SOOVar[Y;(B)]
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Falls die Schéden Y; alle identisch verteilt sind (mit Verteilungsfunktion G), so
folgt wegen der Unabhéngigkeit und (2.1) fiir die Verteilung von S

P(S < z) = G*™(x). (2.2)

Dabei bezeichnet G*™ die n-fache Faltung von GG mit sich selbst. Man beachte,
dass fiir eine realistische Schadenshchenverteilung G der Grofiteil der Wahrschein-
lichkeitsmasse bei 0 liegen muss, da in praktisch allen Versicherungsbranchen die
tiberwiegende Mehrzahl der Risiken (pro Zeiteinheit gesehen) schadenfrei bleibt.
Die Verteilungsfunktion GG hat hier also keine stetige Dichte. Der Gesamtschaden
S wird (nach Standardisierung) geméf dem Zentralen Grenzwertsatz fiir wach-
sende Zahl n von unabhéngigen identisch verteilten Schadenshéhen Y; einer Nor-
malverteilung immer dhnlicher (im Sinne der Verteilungskonvergenz). Da die Y;
hier aber meist extrem unsymmetrisch sind, ist dafiir eine grofle Zahl n an versi-
cherten Risiken notwendig. Um auch fiir die vielen Félle kleinerer Risikogruppen
eine brauchbare Approximation von S zu finden, versucht man wegen (2.2) in
der individuellen Risikotheorie die Schadenshéhen mit stetigen Verteilungen zu
approximieren, deren Faltungen leicht berechenbar sind:

2.1.2 Schadensh6henverteilungen

Im allgemeinen héngt es natiirlich von der Versicherungssparte ab, welche Vertei-
lungsfunktionen geeignete Modelle fiir die Schadenshohen darstellen. Statistische
Analysen zeigen jedoch, dass (v.a. im Schadensversicherungsbereich) die folgen-
den Verteilungen als realistische Modelle fiir Einzelschéden in Frage kommen:

o Gammaverteilung:
Die Gammaverteilung I'(«, ) ist gegeben durch ihre Dichte

g(x) = eﬁxxal%, x> 0. (2.3)

Dabei muss hier a < 1 sein, damit moglichst viel Wahrscheinlichkeitsmasse
bei 0 liegt. Mithilfe der momenterzeugenden Funktion ldsst sich leicht zei-
gen, dass fiir die Summe S = Y; + ... + Y, von n iid-verteilten Zufallsva-

riablen Y; ~ I'(a, §) gilt: S ~ I'(na, B). Also ist in diesem Fall auch der
Gesamtschaden S gammaverteilt.

e Inverse Gauss-Verteilung: Sie besitzt die Dichte

g(z) = YL o~ 5/u-2tn/a)
V23 ’

Die Summe von unabhéngigen invers-Gauss-verteilten Zufallsvariablen ist
wieder invers-Gauss-verteilt.

z > 0.
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2.2 Das kollektive Risikomodell

2.2.1 Allgemeines

Das grundlegende Konzept ist hier ein Zufallsprozess, der Schiden innerhalb des
Portfolios der Versicherungsvertrige erzeugt. Dieser Prozess ist beziiglich des ge-
samten Portfolios definiert (und nicht beziiglich der einzelnen Policen wie beim
individuellen Modell).

Betrachten wir also ein Versicherunsportfolio in einem festen Zeitintervall (0,77,
z.B. T =1 Jahr. Bezeichnen wir mit N die Anzahl der Schéden in (0, 7] und mit
Y1,Ys, ..., Yy die entsprechenden Schadenshohen, so ist

S_iy'_ 0, falls N =0 2.4
—~ " ] Vi4Ye+ - 4+Vy falls N>0 '

der Gesamtschaden im Zeitraum (0, 7. (2.4) nennt man eine zuféillige Summe.
Mit den folgenden Modellannahmen kann man dann die Verteilung des Gesamt-
risikos S berechnen:

i) Die Anzahl N der Versicherungsfille ist eine Zufallsvariable, die die Werte

0,1,2,3... annehmen kann.

ii) Die jeweiligen Schadenshohen Y7, Y3, ..., Yy sind positive Zufallsvariablen,
die unabhéngig sind, und alle dieselbe Verteilung besitzen mit Verteilungs-
funktion G.

iii) Die Schadenszahl N und die Schadenshohen Y7, Y, ..., Yy sind unabhéngig.

In der Folge werden wir héufig zwei wichtige Formeln verwenden:

Ubung 1:
Man zeige, dass fiir zwei Zufallsvariablen W und V' gilt:
E[W] = E[E[W|V]] (2.5)
und
Var[W| = Var[E[W|V]] + E[Var[W|V]]. (2.6)

Sei My, (r) = E[e"™] die momenterzeugende Funktion (engl. moment generating
function, kurz: MGF) von Y7, u, = E[Y]"], falls dieser Ausdruck existiert und
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i := pp. Dann kann die Verteilung von S geschrieben werden als

P[S <z] = E[P[S <z|N]]= i]P[S < z|N =n]P[N = n]

n=0

= Z P[N = n)G*(x). (2.7)

Hierbei bezeichnet G** wieder die n-fache Faltung von G mit sich selbst (die
O-fache Faltung hat eine auf 0 konzentrierte Dichte). Der Ausdruck (2.7) ist im
allgemeinen schwierig zu berechnen. Manchmal ist es aber ausreichend, einige
Charakteristiken der Verteilung zu kennen. In diesem Modell kann der Erwar-
tungswert, die Varianz und die MGF auf folgende Weise durch die entsprechenden
Groflen der Verteilungen von Y; und N gewonnen werden:

ES|=E|Y Y| =E|E|Y Yi|N|| =E|> u| =E[Ny = E[Nu
=1 =1 =1 (28)
Weiters
E[S?] = E |E (ZY) =E|E | ) VYN
= E[Nus+ NN = 1)p%] = E[N?] i + E[N] (s — 1),
und somit
Var[S] = Var[N]u® + E[N]Var[Y;]. (2.9)

Die momenterzeugende Funktion von S kann man wie folgt berechnen:

N

B

i=1

Ms(r) = E[e"®] =

eXp{rZY} E ﬂeY N”

E[(My (r))"] = E[e" =] = My (log(My(r))), (2.10)

© ([T om0

wobei My (r) die MGF von N bezeichnet. Die hoheren Momente von S kénnen
nun aus der MGF von S bestimmt werden. So ergibt sich beispielsweise die
Schiefe der Verteilung von S mit der Formel

T Jog(Ms(r))

B((S — IS = 5
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2.2.2 Modelle fiir die Verteilung von N

Je nach Annahmen fiir die Verteilung der Schadensanzahl N ergeben sich folgende
Modelle:

2.2.2.1 Das zusammengesetzte Binomialmodell

Wir treffen folgende zusédtzliche Annahmen:

e Das betrachtete Zeitintervall [0, 7] kann in n unabhéngige und austausch-
bare kleinere Intervalle I, (k = 1,...,n) aufgeteilt werden.

e Es gibt hochstens einen Schadensfall pro Zeitintervall Ij.

Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schaden in einem Zeitintervall gleich p ist,
dann ergibt sich aus obigen Annahmen, dass N binomialverteilt ist:

N ~ B(n,p).
Es ist also
E[S] = npp,
Var[S] = np(1 — p)p* + np(pz — p*) = np(pz — pp®)
und
Ms(r) = (pMy(r) +1—p)".
Ubung 2:

Berechne die Schiefe von S im zusammengesetzten Binomialmodell, zuerst
allgemein und dann fiir deterministische Schadenshohen yj.

2.2.2.2 Das zusammengesetzte Poissonmodell

(engl. compound Poisson model)

Zusétzlich zu den Annahmen im zusammengesetzten Binomialmodell fordern wir
noch

e n ist grofl und p ist klein.
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Sei A := np. Wegen
B(n,A/n) — Pois()\) fiir n — oo

ist es naheliegend, die Schadensanzahl mit einer Poisson-verteilten Variable zu
modellieren:

Ae=A

n!

P(N =n) : n=20,1,2,...

Es gilt dann E[N] = Var[N] = A und man erhilt

E[S] = A,
Var[S] = Mi? + Mpz — p%) = Ao

Weiters kennen wir die MGF der Poisson-Verteilung Mp;s(t) = eMe'=1) und
konnen somit wegen (2.10) die MGF des Gesamtschadens S im zusammengesetz-
ten Poissonmodell berechnen:

Mg(t) = My ®O-1),

Wir berechnen nun noch die Schiefe von S

@ og(Ms(r) = 5

- MMy (r) = 1)) = AMY/(r)

und somit
EI(S — E[S])?] = Aus.
Der Schiefekoeffizient ist dann gegeben durch

E(S ~ E[S)*] _
(VarlS)2 /i

> 0.

Problem: Die Schiefe von S ist in diesem Modell immer positiv. Reale Daten
des Gesamtschadens besitzen diese Eigenschaft jedoch nicht immer!
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Beispiel 2: (Feuerversicherung) Eine Versicherungsgesellschaft modelliert
den Gesamtschaden eines Portfolios von Feuerversicherungspolicen durch ein
zusammengesetztes Poissonmodell, wobei die Hohe der Feuerschédden durch
lognormalverteilte Zufallsvariablen Y; ~ LN(m,0?) gegeben ist. In diesem
Fall ergibt sich fiir die Momente

pn = E[Y"] = E[e""*#"'] = Miogy, (n) = exp{o®n®/2 + nm}.

Somit
E[S] = Aexp{o?/2 + m},
Var[S] = My = Aexp{20? + 2m}
und
E[(S—E[S]))]  Aus  exp{90%/2+3m}  exp{30?/2}

(Var[S])3/2 (Au)?2 VAexp{602 + 6m} B VA

Die Berechnung von charakteristischen Eigenschaften des Risikos ist fiir das zu-
sammengesetzte Poissonmodell wesentlich einfacher als fiir das zusammengesetzte
Binomialmodell. Aber es gibt einen weiteren grolen Vorteil des zusammengesetz-
ten Poissonmodells: Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhéngigen Ein-
zelrisiken, die jeweils zusammengesetzt-Poisson modelliert sind, dann hat auch
deren Summe eine zusammengesetzte Poissonverteilung:

Satz 1:

Seien S1,59,...,S5, unabhdingige Zufallsvariablen derart, dass S; eine zu-
sammengesetzte Poissonverteilung mit Parameter \; und Schadenshéhenver-
teilung Pi(x), (i = 1,...,m) hat, dann ist die Summe S = S1 + ...+ Sp,
ebenfalls zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit Parameter

Beweis: siehe VO. O
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2.2.2.3 Das zusammengesetzte gemischte Poissonmodell

Ein Nachteil des zusammengesetzten Poissonmodells ist, wie bereits erwéhnt,
dass die Schiefe der Verteilung immer positiv ist. In der Praxis zeigt sich weiters
auch oft, dass dieses Modell nicht geniigend Fluktuationen zuldsst (z.B. gilt ja
E[N] = Var[N]). Eine einfache Methode, mehr Fluktuationen zuzulassen, ist,
den Parameter A stochastisch zu wéhlen. Sei H die Verteilungsfunktion von A.
Dann gilt
b

PN = n] = E[P[N = n]\] = E | 2oe | = /

0

n!

ooln
—e'dH(1).

n!
Hier gilt E[/N] < Var[N]. Die Momente ergeben sich zu

E[S] = E[E[S|A]] = E[Au
E[S%] = E[E[S*|A]] = E[Mz + Xp”] = E[N]u

Mg
I

=

>
=

und
E[S%] = B[Ny’ + 3E[N]pap + B[N .

Somit gilt fiir die Varianz
Var[S] = Var[Au? + E[N 2
und fiir das dritte zentrierte Moment
E((S — E[S])*] = E[(A — E[N)]1* + 3Var[A]pzp + E[N] s.

Der Schiefekoeffizient kann also in diesem Modell auch negativ werden.
Nun ist noch die MGF des Gesamtschadens S auszurechnen:

Ms(r) = E[E[e™|]] = Elexp{A(My (r) — 1)}] = My(My (r) — 1).

2.2.2.4 Das zusammengesetzte negative Binomialmodell

Ist im zusammengesetzten gemischten Poissonmodell die Intensitédt A gammaver-
teilt A ~ I'(«v, 3), dann gilt

«

t 5y a2
My(t) = My(e" — 1) = (W) - 1— (16_ i) et

B+1

Das ist aber gerade die MGF einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen
(vgl. Tabelle C.2 im Anhang). Also ist N negativ binomialverteilt:

r+n—1
n

]P(Nzn)z( )prq", n=0,1,2,...
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wobei hier r=aund p=1—-¢= % gilt. Somit folgt

1
(){—
p+1 @
B+1
(e}

Var[s] = L M2+%M2

(#)

B8 «
Ms(t) = <—1 — %My(t)> :

Obwohl auch in diesem Modell der Schiefekoeffizient immer positiv ist, wird in
der Praxis oft dieses Modell verwendet; meist entspricht es den realen Daten
besser als das zusammengesetzte Poissonmodell.

E[S]

und

2.2.3 Schadenshéhenverteilungen

Im kollektiven Risikomodell wird ja unterstellt, dass fiir ein gegebenes Portfolio
innerhalb einer Zeitspanne “Schadenhéhe pro Schadensfall” unabhéngig und iden-
tisch verteilt ist. Da in einem Portfolio i.a. Einzelschidden mit unterschiedlichen
Verteilungen vorliegen, muss man diese Annahme wie folgt interpretieren: die
Schéden sind eine Stichprobe aus einer einzigen Verteilung, namlich der Misch-
vertetlung der einzelnen verschiedenen Schadenhdhenverteilungen.

Ein wichtiger Unterschied zum individuellen Modell ist der Umstand, dass beim
kollektiven Risikomodell fiir die Verteilungsfunktion G eines Einzelrisikos G(0) =
0 gilt, d.h. die Schadensgréfie 0 hat Wahrscheinlichkeit 0. Aus diesem Grund
ist zu erwarten, dass realistische Verteilungen fiir Schadenshéhen sich von denen
des individuellen Modells in Abschnitt 2.1.2 unterscheiden. Es zeigt sich weiters,
dass in der Praxis meist (wenige) Grofischdden den Hauptteil der Gesamtscha-
denslast ausmachen (siehe Tabelle 2.1: wihrend dort tiber 85% der Schéden unter
dem Mittelwert liegen, tragen diese nur 15% zur Gesamtschadenslast bei!). Eine
addquate Modellierung der grofien Schéiden (d.h. des “Tails” der Verteilungsfunk-
tion G) ist also wesentlich.

Tabelle 2.1 Schadenshohenverteilung aus einer Feuerversicherung von Stahlwerken

Schiaden iiber Anteil an der Gesamtzahl Anteil am Gesamtschaden
6 500 000 DM 0.1% 19%
750 000 DM 1.1% 50%

48 000 DM =4 12.4% 87%
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Statistische Untersuchungen zeigen, dass folgende Verteilungsfunktionen zur Mo-
dellierung von G im kollektiven Risikomodell besonders geeignet sind:

e Lognormal-Verteilung:

1 _ (n(@)-w?

Dichte g(x) 22, x> 0.

I
@

e Nullpunkt-Pareto-Verteilung;:

—a—1
Dichte g(z) = % (1 + E) x> 0.

e Weibull-Verteilung:

a—1 2\
Dichte  g¢(z) = % (%) RN}
Leider sind diese Verteilungen fiir analytische Berechnungen schlecht geeignet.
Die Gammaverteilung (2.3) wird im kollektiven Risikomodell gerne als Scha-
denshohenverteilung verwendet, da sie nette analytische Eigenschaften besitzt

(sie ist jedoch keine “heavy-tail”-Verteilung und darum nur von begrenzter Niitz-
lichkeit).

2.3 Bemerkung zum Individuellen Risikomodell

Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhéngigen individuellen Vertragen
(Si)i<m und es kann fiir jeden Vertrag hochstens ein Schadensfall auftreten. So
ein Schaden trete mit Wahrscheinlichkeit p; auf und dessen Gréfle habe Vertei-
lungsfunktion F; und MGF M;(r). Sei weiters A = > " p;. Dann gilt fiir den
Gesamtschaden S = S; + ...+ S, des Portfolios
Ms(r) = H(l + pi(Mi(r) — 1)).
i=1

Der Ausdruck p;(M;(r) — 1)) ist klein, falls p; klein ist. Betrachten wir nun den
Logarithmus

log(Ms(r)) = Z log(1 + pi(Mi(r) — 1))

~ D p(M(r) = 1) = A ((Z %MAT)) - 1) .

Dieser letzte Ausdruck ist aber der Logarithmus einer MGF einer zusammenge-
setzten Poissonverteilung! Dieser Zusammenhang ist der Grund dafiir, dass die
zusammengesetzte Poissonverteilung bei Aktuaren so populér ist.
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2.4 Approximationen fiir S

Durch Zuriicktransformieren der MGF kénnte man nun die Verteilung des Ge-
samtschadens S in jedem der obigen Modelle exakt berechnen. Leider ist dies nur
in wenigen Ausnahmen moglich. Wir miissen daher Approximationen verwenden.

2.4.1 Die Normalapproximation

Die Anzahl N der Schadensfille ist in der Praxis oft grof}. Fiir eine determinis-
tische Schadensanzahl wire wegen des zentralen Grenzwertsatzes eine Approxi-
mation mit einer Normalverteilung sinnvoll. Also probieren wir auch hier eine
Normalapproximation Z fiir den Gesamtschaden S, und zwar derart, dass die
ersten beiden Momente von Z und §' iibereinstimmen:

Mit (2.8) und (2.9) erhalten wir

z — E[N]u
P[S<z]~P[Z<z]=0 '
[§ < 7] |2 < 2] <\/Var[N]M2+E[N](N2 _'“2)>

Im Falle eines zusammengesetzten Poissonmodells erhalten wir auf diese Weise

die Approximation
T — )\,u)
PS<z|~® .
5 <] ( VA2

Beispiel 3: Betrachte ein zusammengesetztes Poissonmodell mit A = 20 und
Pareto-verteilten Schadenshohen Y; ~ Pa(4,3) (es ist also = 1 und ps = 3).
Will man beispielsweise eine Gesamtpréamie p finden, sodass P[S > p| < 0.05,
so findet man mithilfe der Normalapproximation

p—20)
P[S>pl~1—d —0.05,
5> ) (m

d.h.
p—20

V60

Wenn die akkumulierten Schiden die Pramie nur in 1% der Fille iibersteigen
soll, ergibt das entsprechend

= 1.6449 bzw. p = 32.7413.

p—20
V60

Die exakten Werte sind 33.94 (das 5%-Quantil von .S) und 42.99 (1%-Quantil).
Die Approximation fiir das 5%-Quantil ist recht gut, hingegen ist die Approxi-
mation fiir das 1%-Quantil nicht zufriedenstellend.

= 2.3263 bzw. p = 38.0194.
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Problem: Oft ist die Schadensverteilung schief. Da die Normalverteilung sym-
metrisch ist (also das dritte zentrierte Moment = 0 ist), kann man sich keine gute
Approximation erwarten. Man braucht also noch einen zuséitzlichen Parameter,
um die Verteilung zu approximieren.

2.4.2 Die verschobene Gamma-Approximation

Da die Gamma-Verteilung positives drittes zentriertes Moment hat, bietet sie
sich als Verbesserung der obigen Approximation an. Die Idee der verschobenen
Gamma-Approximation ist nun, S durch H := k + Z zu approximieren, wobei
k eine reelle Konstante ist und Z gammaverteilt ist mit Z ~ I'(y,«). Auf diese
Weise erhalten wir drei freie Parameter, die wir nun so wéhlen wollen, dass die
ersten 3 Momente von S und H iibereinstimmen. Sei m = E[S], 0? = Var[S)]
und 3 der Schiefekoeffizient von S. Dann erhalten wir die Gleichungen

k+ —=m,
«
%:02 und
Q
2ya’ 2
as~3/2 ﬁ s

4 2 2
a:ﬂ:— k=m— "L =m-=2. (2.11)

7:@’ o Bo’ a 3

Bemerkungen:
i) Hier muss immer § > 0 erfiillt sein.

ii) k£ kann negative Werte annehmen. In diesem Fall hat die Approximation
also eine positive Masse auf der negativen Halbachse.

iii) Das Berechnen von Quantilen der Gammaverteilung kann mithilfe von Com-
puterprogrammen erfolgen.

Fiir das zusammengesetzte Poissonmodell ergibt sich aus (2.11)

a3 2 212
v = Aty o= k:)\(u—ﬂ).

(i ps 113
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Beispiel 4: (Fortsetzung von Beispiel 3)
Eine einfache Rechnung zeigt, dass pz = 27. Somit gilt v = 2.96296, o =

== |1 0.2222, k£ = 6.6666 und weiters

P[S > p| ~ P[Z > p — 6.6666] = 0.05,

woraus p=34.9942 folgt. Fiir das 1%-Quantil von H erhalten wir entsprechend
p = 44.4892. Da der Schiefekoeffizient § = 1.1619 nicht klein ist, ist es nicht
iiberraschend, dass die Préamie im Tail der Verteilung grofler wird als bei der
Normalapproximation. Die Approximation der Quantile ist hier also auf jeden
Fall besser als bei der Normalapproximation (bei groffen Quantilen wird der
wahre Wert etwas iiberschétzt, bei kleinen Quantilen wird der wahre Wert
durch diese Approximation etwas unterschétzt.)

2.4.3 Die Edgeworth-Approximation

Die Edgeworth-Approximation ist eine Verfeinerung der Normalapproximation
und verwendet hohere Momente von S. Betrachten wir die standardisierte Zu-
fallsvariable

_S-E[S]
B VVarS

Die Taylorentwicklung von log Mz(r) um r = 0 hat die Form

Z

e r2 73 i
logMZ<T) = jzoajﬁ :CL0+CL1T+CL2§ +CL3E —|—CL4ﬂ + ...
mit
d*log My(r)
a = —————=
drk
r=0

Wir wissen bereits, dass ap = 0, a; = E[Z] = 0, as = Var[Z] = 1 und a3 =

E[(Z — E[Z])?] = 3. Fiir a4 erhalten wir beispielsweise
a = E[(Z-E[Z))"] - 3(Var(2))? =

E[(S — E[S])"]
= E[ZY-3= - 3.
7] Var[S]?
Fiir die MGF von Z erhalten wir also
My(r) = e2” eXizs axr" /M (2.12)

Eine Taylorreihenentwicklung von (2.12) liefert

My(r) = ey br”. (2.13)
k=0
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Nun versuchen wir, diesen Term riickzutransformieren. Dazu sind die Hermite-
polynome Hj, hilfreich, die folgendermassen definiert sind:

Ho(l‘) = 1
Hy1(z) = —xHp(x)+ Hi(x), k>0

Weiters gilt

z2 k 2 (k)
Hi(z) = er e _¢ (z)

wobei ¢(x) die Dichte der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Wir benétigen
nun im speziellen die folgende Eigenschaft der Hermite-Polynome:

Satz 2: (Riicktransformation)
Fiir alle k € Nq gilt:

rheT — /_OO e (=1)* Hy(u)o(u)du

[e.9]

Beweis: mittels vollstandiger Induktion (sieche Ubungsaufgabe 11). O

Daraus folgt fir (2.13)

= Zbk /OO e (—=1)% ™ (u)du = / (Zbk 1)*®)( ))

und man erhélt fiir die standardisierte Gesamtschadenverteilungsdichte

Z br(=1)* o™ (=

bzw. fiir die Verteilungsfunktion von Z

P[Z < 2] = Zbk (2). (2.14)

Nun miissen nur mehr die Koeffizienten b, bestimmt werden:

Satz 3

:kli() E[Z"7] Vk e N
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Beweis: Aus (2.13) erhalten wir unter Beachtung von Hg(z) = %:
ok _z AP )
D bt = e My(r) = — oM (0)V2r ZEMZ (0)
k=0 k=0 k=0

i )
- (Snmo) (Sauo
k=0 k=0
SRl T )
- ZZ?HJ(O)(;{;_ )z (0)
k=0 j=0 J:
o Lk
T k fo—
- X Ey (Mmoo
k=0 7=0

O

Indem wir die ersten n Terme in (2.14) verwenden, erhalten wir die Edgeworth-
Approximation der Ordnung n fiir die standardisierte Gesamtschadensverteilung.
Die ersten Terme sind dabei von der Form

P[Z<z = &) - %q)(?’)(z)
1
+ ﬁ(m4 —3)0W(2)
1
+ Eo<m5 — 107713)(1)(5) (Z)
1
+ m(mﬁ — 15my + 30)0©)(2)
+ R(z),

wobei m; das i-te Moment von Z bezeichnet. Bei Verteilungen mit grofiem
,Tail“ (z.B. Pareto- oder Lognormal-Verteilungen) ist die Edgeworthapproxima-
tion nicht moglich, da die h6heren Momente nicht existieren. Des weiteren kon-
vergiert die Approximation im allgemeinen nicht, und Hinzufiigen von Termen
verbessert die Approximation daher nicht notwendigerweise. Dennoch kénnen
recht gute Ergebnisse im Bereich des Mittelwertes erreicht werden.

2.5 Diskrete Schadenshohen

Aus Formel (2.7) sieht man, dass sogar fiir einfache Verteilungsfunktionen die Ge-
samtschadenverteilung S schon schwierig zu berechnen ist. Als Alternative zu den
Approximationen des letzten Abschnitts wird in der Praxis daher oft angenom-
men, dass die Schadenshohen diskret verteilt sind bzw. nur ganzzahlige positive
Werte annehmen konnen. Die notigen Faltungen koénnen dann numerisch be-
rechnet werden. Fiir zusammengesetzte Poisson-Prozesse und zusammengesetzte
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Negativ-Binomial-Prozesse kann die Faltung dann sogar mit einer rekursiven For-
mel umgangen werden, die direkt die Verteilung von S liefert:

Wir bezeichnen mit f; (kK = 1,2,...) die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelner
Schaden die Hohe k& € hat (fy = 0). Mit p, (n = 0,1,...) bezeichnen wir

die Wahrscheinlichkeit, dass n Schéden in der Zeiteinheit auftreten. Sei f;" =
P[Y; + ... +Y, = k] die n-fache Faltung der Schadensverteilung. Dann gilt ja

k—1
*(n+1 *n
EE Sy
i=1

Die diskrete Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtschaden in dieser Periode gleich
k € ist, ist dann gegeben durch

k
g =PIS=k=> p.fi".
n=1

wobei gg = po.

Man hat nun also explizite Formeln, um die Verteilung von S zu berechnen. Die
Berechnung der f;"’s ist jedoch numerisch sehr aufwendig. Ein einfacheres Ver-
fahren wurde von PANJER [22] vorgeschlagen. Dazu treffen wir im kollektiven

Risikomodell folgende Annahme fiir die Verteilung der Schadensanzahl N

Annahme: Es existieren a,b € R, sodass fiir alle r € N \ {0}

b
Dr = (a + _) DPr—1.
T

Wie man leicht nachrechnen kann, ist diese Bedingung sowohl fiir N ~ B(n, p),
N ~ Pois(A) als auch fiir N ~ NB(n,p) erfiillt (hingegen erfiillt das zusammen-
gesetzte gemischte Poisson-Modell diese Bedingung nicht immer).

Satz 4:
Sein > 2. Dann gilt

*n — (=1 bi *(n—1)
und pnfr = - (a + 7) fipnflfrfl' .

Beweis: siehe VO. O
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Mit der zweiten Gleichung von Satz 4 und der bereits bekannten Beziehung gy =
po kann man nun einen rekursiven Ausdruck fiir g, herleiten:

gr = anf:n:plfr_'_zpnf:n
n=1 n=2

oo r—1

- a+bp0fr+zz<a+ )fzpn 1frr:1)

n=2 1=1

= (a+b90fr+z<a/+ )fzzpn 1frr:1)
= (a+bfr90+z<a+b )fzgr zzz<a+%> figrfi-

i=1
Diese Formeln werden Panjer’sche Rekursionsformeln genannt. Man beachte,
dass die Faltungen verschwunden sind und eine einfache Rekursion zur Verfiigung
steht, um g, = P(S = r) zu berechnen (fiir Beispiele sieche Ubungsaufgaben 13
und 14).

2.6 Literatur

GERBER: “An Introduction to Mathematical Risk Theory” [12]
HEILMANN: “Grundbegriffe der Risikotheorie ”[17]

BOWERS ET AL.: “Actuarial Mathematics” [6]

Einen Uberblick iiber realistische Schadenshohenverteilungen kann man z.B. im
Buch von MAcK [19] finden.

2.7 Ubungsaufgaben

1. Sei X die Anzahl von “Zahl”, die bei 5 Wiirfen einer fairen Miinze auftritt.
Dann werden X faire Wiirfel geworfen. Sei Y die Summe der Augenzahlen
bei diesen Wiirfen. Man bestimme Erwartungswert und Varianz von Y.

2. Eine Feuerversicherungsgesellschaft versichert 160 Geb&dude gegen Feuerschéden
fiir folgende Versicherungssummen:

Versicherungssumme Anzahl der Vertrige
10000 80
20000 35
30000 25
50000 15

100000 5
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Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Feuerschaden fiir jedes der Gebaude pro
Jahr sei gleich 0.04 und P(mehr als ein Schaden pro Gebéude pro Jahr)=0;
weiters seien die Feuerschdden unabhéngige Ereignisse. Die bedingte Ver-
teilung der Schadenshéhe, gegeben dass ein Schaden aufgetreten ist, sei
gleichverteilt im Intervall von 0 bis zur versicherten Schadenssumme. Sei
N die Anzahl der Schiden und S die Gesamtschadenshohe in einem Jahr.
a) Man berechne Erwartungswert und Varianz von N.

b) Man berechne Erwartungswert und Varianz von S.

c) Welcher relative Sicherheitszuschlag 6 ist notig, damit die Gesellschaft
einen Gesamtpramienbetrag einnimmt, der gleich dem 99%-Quantil der Ge-
samtschadensverteilung ist? (Man verwende die Normalapproximation)

3. Betrachte ein Portfolio mit 32 Versicherungspolicen. Fiir jede Police sei
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schaden gleich 1/6 und die Versicherungs-
summe B, die bei einem Schaden ausgezahlt wird, habe die Wahrscheinli-
chkeitsdichte

2(1 —y) O<y<l1
fly) =

0 sonst.

Sei S der Gesamtschaden des Portfolios. Man berechne P(S > 4) mittels
einer Normalapproximation.

4. Die Schadensanzahl N in einem Portfolio habe eine geometrische Verteilung,
d.h.
P(N =n)=pq", n=0,1,2,...

mit 0 < ¢ < 1 und p=1— ¢. Man bestimme Mg(t)
a) allgemein
b) fiir exponentialverteilte Schadenshohen.

5. Man lose die Ubungsaufgabe von Seite 44.

6. Die Zufallsvariable S habe eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit
A=2und P(Y; =y) =0.1y, y = 1,2,3,4. Wie grof} ist die Wahrscheinli-
chkeit fiir S =0,1,2,3,47

7. Man zeige, dass die Familie der negativ-binomialverteilten Verteilungen mit
Parametern r und p fiir r — oo und p — 1 (wobei r(1 — p) = A konstant
bleibt) gegen eine Poissonverteilung mit Parameter A konvergiert.

8. 51 sei zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit \; = 2 und Schadenshohen
1,2 oder 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.2,0.6 bzw. 0.2. Sei weiters S5 sei
zusammengesetzt Poisson-verteilt mit Ay = 6 und Schadenshéhen 3 oder 4
mit Wahrscheinlichkeit jeweils 0.5. Bestimme die Verteilung von S; + S5,
falls S; und S5 unabhéngig sind!
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9. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 12 und im Intervall [0, 1]
gleichverteilten Schadenshchen. Man approximiere P(S < 10) unter Ver-
wendung einer
(a) Normalapproximation
(b) verschobenen Gamma-Approximation
(c¢) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

10. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 5 und exponentialverteil-
ten Schadenshohen (mit Erwartungswert 1). Man approximiere P(S < 10)
unter Verwendung einer

(a) Normalapproximation
(b) verschobenen Gamma-Approximation
(c¢) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

11. Man beweise Satz 2 von Seite 53!

12. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A\ = 0.8 und diskreten Einzel-
schadenshéhen 1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375.
Man berechne P(S = z) fiir x = 0,1,...6 mittels

(a) Faltungen
(b) Panjer’schen Rekursionsformeln

13. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 2 und die Einzelscha-
denshchen seien diskret verteilt mit P(Y; = n) = ——L=. Man berechne
mithilfe der Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrscheinlichkeit, dass
innerhalb des néchsten Jahres der Gesamtschaden die Hohe 5 nicht iiber-
steigt!

14. Sei S zusammengesetzt-Negativ-Binomial-verteilt mit » = 2 und p = 0.4

und die Einzelschadenshéhen seien diskret verteilt mit P(Y; = n) = n1+1).

Man berechne mithilfe der Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrschein-
lichkeit, dass innerhalb des néchsten Jahres der Gesamtschaden die Hohe 5
nicht iibersteigt!




Pramienkalkulation

Eine der wichtigsten Aufgaben der Versicherungsmathematik ist es, eine gerechte
Pramie fiir die Versicherung eines Risikos zu finden.

Ein naheliegender Ausgangspunkt fiir die Festlegung einer Priamie ist das sog.
Nettoprdmienprinzip (oder Aquivalenzprinzip), bei dem die Pramie durch den
Erwartungswert des Verlustes gegeben ist. Es lisst sich jedoch zeigen, dafl eine
Versicherung, die dieses Prinzip zur Pramienkalkulation anwendet, auf Dauer mit
Wahrscheinlichkeit 1 ruiniert wird, unabhéngig von der Hohe des Anfangskapi-
tals. Anders ausgedriickt fallt ihr Kapital bei einer solchen Pramienpolitik mit
Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann unter jede noch so tiefe Marke.

Um uns der Entwicklung von zufriedenstellenden Pramienkalkulationsprinzipien
zu nihern, wollen wir einige grundlegende Uberlegungen dariiber anstellen, in
welchen Situationen der Abschluss einer Versicherung fiir den Versicherer bzw.
den Versicherten von Vorteil ist:

3.1 Nutzentheorie

Koénnte man die Konsequenzen von Entscheidungen vorhersehen, so wiirde man
diese Entscheidungen entsprechend den Préferenzen fiir die jeweiligen Konse-
quenzen treffen. In der Realitét ist dies meist nicht moglich. Man kann nur
Entscheidungen treffen, die zu einer bestimmten (und nicht zu einer anderen)
“Klasse von Unsicherheiten” fiihren (engl. decision making under uncertainty).
Die Nutzentheorie untersucht die Frage, nach welchen Kriterien Individuen solche
Entscheidungen treffen.

Eine erste Moglichkeit, den Wert eines 6konomischen Projektes, dessen Ausgang
zuféllig ist, zu definieren, ist das bereits eingangs erwihnte Nettopramienprinzip.
Dabei wird also die Verteilung aller moglichen Ausgénge durch eine einzige Zahl,
den Erwartungswert, ersetzt. Mit diesem Prinzip wére man also indifferent zwi-
schen der Ubernahme des zufilligen Verlustes X und der Zahlung einer Primie

29
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E[X], um sich vor diesem Verlust zu schiitzen.

Das Erwartungswertprinzip ist fiir die meisten Entscheidungstriager kein realis-
tisches Modell. Vielmehr beeinflussen der eigene Vermogensstand und andere
Charakteristiken der Verteilung von X ihre Entscheidungen.

Das folgende einfache Beispiel soll dies illustrieren:

Beispiel 1: Sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Unfall einer gewissen Person
durch P(Unfall) = 0.1 und P(kein Unfall) = 0.9 gegeben. Der finanzielle
Verlust bei einem Unfall fiir diese Person sei A €. Der Verlust X ist also
gegeben durch

0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9
A mit Wahrscheinlichkeit 0.1

X =

und der erwartete Verlust ist E[X] = 0.1 A. Ist A nun klein, so wird die Person
nicht bereit sein, mehr als E[X] fiir eine Versicherung gegen diesen finanziellen
Schaden zu zahlen. Ist hingegen A sehr grof} (z.B. in der Groflenordnung des
Jahreseinkommens dieser Person), so wird sie bereit sein, auch mehr als den
erwarteten Verlust als Versicherungspréamie zu zahlen. Der Umstand, dass ein
Versicherungsnehmer bereit ist, eine Prédmie zu zahlen, die vom erwarteten
Verlust abweicht, zeigt, dass das Erwartungswertprinzip hier nicht adiaquat
ist.

Definition 1 Fine Nutzenfunktion u(w) reprasentiert den Wert (bzw. “Nut-
zen”), den ein Entscheidungstrdger einem Vermdgen der Grifle w zuordnet (ge-
messen z.B. in Euro).

Eine Nutzenfunktion ist also eine numerische Beschreibung existierender Préfe-
renzen. Die Bedeutung von Nutzenfunktionen ergibt sich nun aus folgendem
Zusammenhang:

Falls ein rationaler Entscheidungstriger fiir zwei beliebige zuféllige Zahlungen
X und Y, die sein Vermogen beeinflussen, immer entweder eine Préaferenz fiir
eine davon, oder aber Indifferenz zwischen beiden ausdriicken kann und seine
Praferenzen gewissen Konsistenzbedingungen gentigen, dann existiert eine Nut-
zenfunktion u(w), sodass

Efu(X)] > E[u(Y)]

gilt, falls die Verteilung von X der Verteilung von Y vorgezogen wird, und im
Falle der Indifferenz zwischen X und Y E[u(X)] = E[u(Y)] gilt.
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Eine zufillige Zahlung kann also auf Basis der Nutzenfunktion « mit einer ande-
ren zufélligen Zahlung verglichen werden.

Wir treffen nun folgende Annahmen:
(1) u(w) ist eine monoton steigende Funktion in w.
(2) u(w) ist eine konkave Funktion in w.

Beide Annahmen sind naheliegend, denn (1) bedeutet einfach: “je mehr Vermégen,
desto besser” und (2) bedeutet: “je mehr Vermogen, desto weniger nutzt 1 €.
Ublicherweise wird u(w) als zweimal differenzierbare Funktion gewihlt; demnach
gilt dann «/(w) > 0 und v”(w) < 0. Wenn die Nutzenfunktion diese Eigenschaf-
ten besitzt, so nennt man den Entscheidungstrager risikoavers.

Beispiele fiir Nutzenfunktionen von risikoaversen Individuen:

e Exponentielle Nutzenfunktion:

u(w):%(l—e“w), —o<w<oo (a>0). (3.1)

Fiir w — oo ist die Nutzenfunktion hier beschréankt und strebt gegen den
Wert L.
a

e Quadratische Nutzenfunktion:

w — ‘2"—82 fiirw < s
u(w) = (s >0). (3.2)
g flirw > s
In diesem Fall ist der maximale Nutzen bereits fiir ein endliches Vermogen
s erreicht.

e Potenznutzenfunktionen:

ww)=w?, w>0 (0<y<1). (3.3)

Bemerkung: Eine Nutzenfunktion braucht nicht (und kann auch nicht) eindeu-
tig bestimmt werden. Man sieht sofort, dass fiir eine Nutzenfunktion

u*(w) == au(w)+b, a>0

E[u(X)] > E[u(Y)] genau dann gilt, wenn E[u*(X)] > E[u*(Y)]. Priferenzen
bleiben also unveréndert, wenn die Nutzenfunktion eine monotone lineare Trans-
formation der urspriinglichen Nutzenfunktion ist. Deshalb wird u* als eine zu u
daquivalente Nutzenfunktion bezeichnet.
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Beispiel 2: Die Nutzenfunktion eines Individuums B sei durch u(w) = —e ™%

gegeben. Dieses Individuum muss nun zwischen zwei zufilligen Zahlungen X

und Y wéhlen. X sei normalverteilt mit X ~ N(5,2) und Y sei normalverteilt
mit Y ~ N(6,2.5). Welche Zahlung soll B wéhlen?

Losung: Es gilt
E[u(X)] = —Mx(=5) =—1 und E[u(Y)] = —My(-5)~ —3.49;

somit ist die Zahlung X wegen E[u(X)] > E[u(Y")] zu bevorzugen.

X wird also gegeniiber Y bevorzugt, obwohl E[X] =5 < E[Y] = 6. Da B
risikoavers ist, wiegt in diesem Fall die gréflere Varianz von Y stérker als der
groffere Erwartungswert und Zahlung Y wird deshalb nicht gewdhlt. Ware
Y ~ N(6,2.4) und somit E[u(Y)] = —1, dann wire Individuum B indifferent
beziiglich der Wahl zwischen X und Y.

Nehmen wir also an, eine Person mit Nutzenfunktion u(w) (wobei w in Geldein-
heiten, z.B. €, gemessen wird) ist einem moglichen Schaden bzw. einem Risiko X
ausgesetzt (die Verteilung der Zufallsvariable X werde als bekannt vorausgesetzt;
X kann auch den Wert 0 annehmen). Diese Person wird genau dann indifferent
sein zwischen der Zahlung einer fixen Préamie P an einen Versicherer (der dann
die Zahlung X {ibernimmt) und dem Unterlassen eines Versicherungsabschlusses
(also die Zahlung X selbst zu iibernehmen), falls

u(w — P) = EJlu(w — X)]. (3.4)

Die rechte Seite ist der erwartete Nutzen, wenn das Risiko selbst iibernommen
wird und die linke Seite ist der erwartete Nutzen, wenn die Pramie P an die
Versicherung gezahlt wird, wobei w das derzeitige Vermogen dieser Person ist.
Wegen u”(w) < 0 folgt mit der Jensen-Ungleichung (siehe Anhang C)

uw(w — P) = EJu(w — X)] < u(w — E[X]). (3.5)

Wegen u'(w) > 0 folgt daraus P > E[X] (mit P > E[X], falls X nicht konstant
ist). Diese Person ist also bereit, fiir eine Versicherung eine Pramie zu zahlen,
die grofer ist als der erwartete Verlust (somit wird auch die Bezeichnung “risi-
koavers” motiviert).

Sei uy(w) die Nutzenfunktion des Versicherers und w; sein derzeitiges Vermogen.
Die kleinste akzeptierbare Pramie Pj fiir die Ubernahme des Risikos X aus Sicht
des Versicherers ist dann bestimmt durch

ul(wl) :E[UI(U)[+P[—X)]. (36)
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Ist der Versicherer risikoavers (also u}(w) > 0 und u}(w) < 0), so folgt aus der
Jensen’schen Ungleichung

U[(w[) = E[U[(w] + P[ — X)] S U[(w] + P[ — E[X])
Daraus folgt P; > E[X].

Es wird also genau dann zum Abschluss dieser Versicherung kommen, wenn
E[X] < P; < P. In diesem Fall nennt man den Versicherungsvertrag reali-
sierbar (engl. feasible). Der erwartete Nutzen verringert sich also durch den
Versicherungsabschluss fiir keine der beiden Parteien.

Bemerkung: Es ldsst sich leicht zeigen, dass das eingangs erwihnte Nettopramien-
prinzip konsistent ist mit einer linearen monoton steigenden Nutzenfunktion (eine
solche ist in der Praxis jedoch unrealistisch).

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass ein Pramienkalkulationsprinzip,
das auf einer exponentiellen Nutzenfunktion basiert, giinstige Eigenschaften be-
sitzt:

3.2 Pramienkalkulationsprinzipien

Ein Pramienkalkulationsprinzip ist ein Funktional H, das einer Zufallsvariablen
Z eine reelle Zahl P zuordnet, d.h. P = H[Z]. Die praktische Bedeutung eines
solchen Prinzips liegt darin, dass der Versicherer fiir jedes Risiko dadurch eine
Préamie angeben kann. Prémien werden im weiteren Verlauf ohne Einbeziehung
von 6konomischen Einfliissen (Konkurrenz, Provisionen etc...) untersucht.

Definition 2 Ist die Pramie fiir ein gegebenes Risiko unendlich, so nennen wir
das Risiko unversicherbar (uninsurable).

Es folgen nun einige Pramienkalkulationsprinzipien fiir ein Risiko S:
1. Nettopriamienprinzip: P = E[5]

2. Erwartungswertprinzip: Es gibt einen Sicherheitszuschlag A > 0, der
proportional zu E[S] ist: P = (1 + A)E[S]

3. Das Varianzprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional zur Va-
rianz, d.h. P = E[S] + aVar[5]

4. Standardabweichungsprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional
zur Standardabweichung: P = E[S] + £/ Var[S]
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5. Das Null-Nutzenprinzip: Wie bereits im vorigen Abschnitt motiviert,
definieren wir die Pramie P (aus der Sicht des Versicherers) fiir eine gege-
bene Nutzenfunktion uy(w) durch

ul(wl) :E[UI<U}[—|—P—S)] (37)

Die Préamie P héngt also vom Anfangskapital w; und dem Risiko S ab und
ist auf diese Weise eindeutig bestimmt. Jedoch ist (3.7) im allgemeinen
nicht explizit losbar (fiir eine Naherungslosung siehe Ubungsaufgabe 1).
Ausnahmen sind exponentielle (siehe 6.) und quadratische Nutzenfunktio-
nen.

6. Das Exponential-Prinzip: Mit

1 —e W
Uf(w) = - , a>0
a
folgt aus (3.7)
1
P = —log E[e*]. (3.8)
a

P héngt in diesem Fall also nicht vom Vermégen w; ab. Umgekehrt folgt
aus (3.5), dass fiir einen Versicherten mit exponentieller Nutzenfunktion
ebenfalls die gerechte Pramie von dessen Vermogen unabhéngig ist.

Fiir steigende Parameter a steigt auch die Pramie (3.8) fiir ein festes Risiko
(siche Ubungsaufgabe 4). Der Grenzwert fiir a — 0 ist das Nettopriamien-
Prinzip und der Grenzwert fiir a — oo ist das Prinzip des maximalen
Verlustes.

7. Das Prinzip des maximalen Verlustes: Hier setzen wir die Préamie
als den maximal moglichen Verlust an. Man braucht eine besonders to-
lerante Versicherungsaufsicht, um mit diesem Prinzip arbeiten zu koénnen,
und einen besonders genialen Versicherungsmakler.

Von einem Prémienkalkulationsprinzip wiinschen wir uns einige Eigenschaften:

1. Positiver Sicherheitszuschlag P > E[S]: Im Erwartungswert gibt es keinen
Verlust fiir die Versicherung.

2. Angemessenheit P < max[S]: Es darf nicht mehr an Pramie verrechnet
werden als es maximal an Leistung gibt.

3. Konsistenz H[S + ¢] = H[S] + ¢: Wird eine sichere Summe auf die Scha-
densumme aufgeschlagen, so wird sie auch auf die Pramie aufgeschlagen.

4. Additivitat H[S, + Sa] = H[S1] + H[S2]: Wenn zwei unabhéngige Risiken
zusammen versichert werden, sollte die Pramie dafiir gleich der Summe der
Einzelpramien sein.
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5. Tterativitdt: Fiir zwei beliebige Risiken S und X gelte
H[S] = H [H[S|X]].

Die Pramie fiir S kann also in zwei Schritten berechnet werden: Zuerst
kann die bedingte Pramie von S (gegeben X) berechnet werden und dann
kann H auf die Zufallsvariable H[S|X]| angewendet werden, um H[S] zu
erhalten.

Die nachstehende Tabelle gibt an, welche dieser Eigenschaften fiir die oben be-
sprochenen Pramienkalkulationsprinzipien erfiillt sind:

Tabelle 3.1 Prdimien und thre Eigenschaften

Prémien-Prinzip 1 2 3 4 5 6 7

Sicherheitszuschlag >0 [ j j § i j i ]

Angemessenheit j n on o n j i j
Konsistenz ionod g g g g
Additivitit jod b omont o
Tterativitat j n n n n* j j

* Aufler beim Exponential-, oder Nettopramien-Prinzip

Folgerung:

Von den betrachteten Priamienkalkulationsprinzipien erfiillen nur das Exponen-
tialprinzip, das Nettoprdmienprinzip und das Prinzip des maximalen Verlustes
die von uns geforderten Eigenschaften. Die letzten beiden sind dabei Grenzwerte
des Exponentialprinzips (fir a — 0 bzw. a — o00) und von begrenzter Niitz-
lichkeit (fir @ — 0 geht die Versicherung mit Wahrscheinlichkeit 1 in Zukunft
bankrott, a — oo produziert einen exzessiven Sicherheitszuschlag). Somit ist die
Familie der Exponentialprinzipien das zu empfehlende Priamienkalkulationsprin-
zip. Der Parameter a hat in der Ruintheorie eine anschauliche Interpretation, die
Hinweise auf eine sinnvolle Wahl von a gibt (siehe Kapitel 4).

Die Eigenschaft der Proportionalitit, also H[aZ]| = aH[Z] wurde bewusst
nicht in die Liste aufgenommen. Proportionalitdt wird jedoch als Arbeitshypo-
these fiir die Erstellung von Pramien verwendet, und macht die Verwendung von
Raten erst sinnvoll. Proportionalitit kann aber nur fiir Risiken gleicher Natur
verwendet werden. FEine Lebensversicherung in der Hohe von 100 € ist leicht
zu versichern. Eine Lebensversicherung in der Hohe von 1 Mrd. € kann jedoch
leicht zum wirtschaftlichen Desaster fithren. Zweitere kann also sicherlich nicht
proportional zur ersteren behandelt werden.
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3.3 Verteilung des Risikos durch Kooperation

Beispiel 3: Wir gehen von n befreundeten Versicherungsunternehmen aus,
die alle das Exponentialprinzip zur Pramienkalkulation verwenden. Dann ist
der Parameter a; das Mafl der Risiko-Aversion des Versicherers 7. Die Versi-

cherungsunternehmen beschlielen, ein Risiko S unter sich aufzuteilen, sodass
jeder einen Anteil von S; vom Risiko erhalt:

Si+Sy+---+5,=25.

Die Préamie P fiir das zu versichernde Risiko S setzt sich zusammen aus den
Préamien der einzelnen Versicherungen fiir ihren Anteil S; am Risiko:

P= Z loglE

Klarerweise hingt die Gesamtpramie P von der Wahl der einzelnen Risikoan-
teile S; ab. Wie sollte nun das Risiko S aufgeteilt werden, um die koope-
rierenden Versicherungen so konkurrenzfahig wie moglich zu machen? Dazu
miissen wir die minimale Priamie finden:

Es zeigt sich, dass es ideal ist, wenn jede Versicherung einen festen, proportionalen
Anteil vom Gesamtrisiko versichert:

Satz 1: Optimale Teilung
Die Prdamie P st fiir

mainimal und gleich

Beweis: siehe VO. O

3.4 Riickversicherung

3.4.1 Ein Beispiel

In der Praxis ist es nicht in allen Situationen moglich, Pramien geméfl einem der
obigen Kalkulationsprinzipien einzufordern. Sei nun P die tatséchlich erhaltene
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Pramie fiir die Versicherung eines Risikos S. Im Falle P > H|[S] ist die Pramie
ausreichend; falls jedoch P < H[S], so ist H verletzt. Eine Moglichkeit, dieses
Problem zu l6sen, ist der Abschluss einer Rickversicherung, bei der also die Ver-
sicherung eine Pramie P’ an den Riickversicherer zahlt, wofiir dieser die Zahlung
des Risikos S’ ibernimmt. Solch ein Vertrag erfiillt seinen Zweck, falls

PP >H[S— 5. (3.9)

Typischerweise wird versucht, moéglichst wenig Riickversicherung zu beanspru-
chen (um moglichst viel Pramien einzunehmen). Man kann also in (3.9) “>”
durch “=" ersetzen.

Beispiel: Fiir eine 1-jdhrige Ablebensversicherung (Vertragssumme z, Sterbe-
wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p) erhélt die Versicherung eine Pramie von P =
(1 + A)gz. Fir eine Pramie P’ = (1 + A’)¢z’ wird nun der Versicherung eine
Riickversicherung angeboten, bei der der Riickversicherer im Falle S = z den
Betrag S’ = 2’ zahlt und nichts (also S’ = 0) im Falle S = 0 (wobei 0 < 2/ < 2).
Der Betrag x = z — 2’ bleibt also im Schadensfall der Versicherung zu zahlen.
Wir nehmen nun an, dass die Versicherung ihre Pramien mit dem Varianzprinzip
(Parameter «) kalkuliert:
Die Pramie P der Lebensversicherungspolice ist grofl genug, wenn P > HI[S],
also

(14 N)gz > qz + apg>.

Das heifdt, fiir = < A/(ap) ist keine Riickversicherung notwendig.
Falls z > A/(ap), muss nun die optimale Risikoaufteilung gefunden werden, d.h.
die grofftmogliche Losung x < z von

P_pP = HS—S
(1+A)gz— (1+AN)g(z—x) = qr+ apga’
, AN A— A

¢ — —x —
ap ap

z = 0,

also

N+ /A +dap(A - N)z
xr = 20&]) .

Wir unterscheiden folgende Fille:
e A = A’ hier ergibt sich z = A/(ap).
e A > A’: hier ist x eine monoton steigende Funktion von z.

o A < A < 2A: hier ist = eine monoton fallende Funktion von z und fiir
z> N %/(4dap(N — A)) hat das Problem keine Losung.
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e A’ > 2A: Das Problem hat keine Losung x im zulissigen Wertebereich.

Das Verhéltnis der Sicherheitszuschldge A und A’ des Versicherers (bzw. Riick-
versicherers) spielt hier also eine wesentliche Rolle: Fiir A > A’ kann obige Able-
bensversicherung mit beliebig hoher Vertragssumme verkauft werden; im Falle
A < A < 2A sollte die Vertragssumme z = A’ ?/(4ap(A’ — A)) nicht iiberstei-
gen und fiir A" > 2A sollte eine solche Police nur verkauft werden, wenn keine
Riickversicherung nétig ist, d.h. z < A/(ap).

3.4.2 Riickversicherung im kollektiven Modell

Wir wollen nun noch kurz das Prinzip der Riickversicherung im Lichte des kol-
lektiven Risikomodells betrachten (vgl. Kapitel 2):

Fiir viele Versicherungen ist das gesamte Prdmienvolumen nicht grof3 genug, um
die Risiken zu tragen. Dies gilt v.a. bei groflen Schadenshohen, wie sie beispiels-
weise bei der Versicherung von Naturkatastrophen wie Hurricanes oder Erdbeben
auftreten. Deshalb versuchen Versicherungen, einen Teil des Risikos mit anderen
Gesellschaften zu teilen. Solch eine Risikoteilung wird durch Riickversicherung
realisiert.

Sei ST der Teil des Risikos, der vom Versicherer getragen wird und S jener Teil,
der vom Riickversicherer getragen wird. Riickversicherung kann beziiglich Ein-
zelschdden Y; eingegangen werden oder auch beziiglich des Gesamtrisikos S.

Sei f eine monoton steigende Funktion mit f(0) = 0 und f(z) < x fiir alle x > 0.
Eine Riickversicherungsform, die auf Einzelschdden abgeschlossen ist, ist gegeben

durch
N
ST=Y" ), St=5-5"
i=1
Die gebréauchlichsten Riickversicherungsformen sind

e Proportionale Riickversicherung f(z) = az, (0<a <1),

e Exzedenten-Riickversicherung (engl. Excess-of-Loss-reinsurance)
f(z) = min{z, M}, (M >0).

Eine Riickversicherung, die auf dem gesamten Risiko agiert, hat die Form
ST = f(9), Sht—=g8_g"
Wieder unterscheidet man

e Proportionale Riickversicherung f(z) = az, (0<a<1),

e Stop-Loss-Riickversicherung  f(z) = min{x, M}, (M >0).
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3.4.2.1 Proportionale Riickversicherung

Hier gilt also ST = oS und somit

E[ST] = aE[9]
Var[S'] = a*Var[9]
E[(S" - E[S])°] E[(S — E[S])*]

VarS?  ~  (Vars))?

und

Mg (r) = Ele™"] = Ms(ar).

Man sieht also, dass sich die Schiefe der Gesamtschadensverteilung nicht verdndert,
jedoch die Varianz viel geringer ist.

Auch die folgende Uberlegung zeigt, dass das Risiko in gewisser Weise abgenom-
men hat: Sei P, die Gesamtprémie, die fiir die zugrundeliegenden Vertrége
verlangt wurde, und nehmen wir an, dass der Versicherer aFy.; und der Riickver-
sicherer (1 — )Pges davon bekommt. Wenn das Anfangskapital der Versicherung
w ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, nach einem Jahr (bzw. der gegebenen
Zeiteinheit) in den Ruin zu stiirzen fiir die Versicherung gleich

PlaS > aPyes + u]l = P[S > Pyes +u/al.

Der Effekt der Riickversicherung fiir den Versicherer ist also, gleichsam ein hoheres
Kapital zu besitzen.

3.4.2.2 Exzedenten-Riickversicherung

Bei dieser Art der Riickversicherung kénnen Formeln wie oben fiir die Momente
und die MGF nicht angegeben werden. Sie miissen jeweils von der neuen Vertei-
lungsfunktion der Schadenshéhen Y;! = min{Y;, M} berechnet werden. Jedoch

ist die Beschréanktheit der Schadenshohen ein Indikator dafiir, dass das Risiko
sich vermindert hat.

Beispiel: Sei der Gesamtschaden S modelliert durch ein zusammengesetztes
Poissonmodell mit Parameter A\ und Pa(c«, )-verteilten Schadenshéhen. Wir
nehmen weiters an, dass « > 1, damit E[Y;] < oco. Dann kann man den Erwar-
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tungswert der Auszahlung bei einem Schaden fiir den Versicherer berechnen:

B M &ﬁa 00 &ﬁa

B M aﬁa M aﬁa ﬁa
— /0 (x+ﬁ)7(ﬁ+x)a+ldx—/o ﬁi(g+x)a+1dx+M7(ﬁ+M)a

B 5 o, (B N\ B
a—1 (a—l)(5+M)°‘1_<1 (ﬁ—l—M) )a—l

Somit folgt

E[S!] = (1 — <ﬁfM)a_l> E[S].

N
N = Z Livis
i=1

die Anzahl der Schadensfille, in denen der Riickversicherer etwas zahlen muss
und ¢ = P[Y; > M| die Wahrscheinlichkeit, dass die Schadenshohe den Wert M
iibersteigt. Wie schaut die Verteilung von N aus?

Zuerst stellen wir fest, dass die momenterzeugende Funktion von 1yy,s s} gleich
ge" + 1 — q ist.

Sei nun allgemein

i) Sei N ~ B(n,p). Die MGF von N ist

Mpyn(r) = (p(ge" +1—q) +1=p)" = (pge" + 1 = pg)".
Es gilt also N ~ B(n, pq).
ii) Sei N ~ Pois()\). Die MGF von N ist

Mpyn(r) = exp{A((ge" +1—q) = 1)} = exp{Ag(e” — 1)}.
Es gilt also N ~ Pois(\q).

iii) Sei N ~ NB(a,p). Die MGF von N* ist

MNR(T):<1—(1—p)éer+1—q)) B 1—(1p—+qu’ )e?"

P+q—pq

Es gilt also N® ~ NB(a, —2—).

? p+q—pq
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3.5 Literatur

Als weiterfiihrende Literatur zu Pramienkalkulationsprinzipien und dem Prinzip
der Riickversicherung sind die Lehrbiicher von GERBER [12] und HEILMANN [17]
zu empfehlen. Nutzentheorie wird beispielsweise in BOWERS ET AL. [6] und [14]
behandelt.

3.6 Ubungsaufgaben

1. Die sog. Ristkoaversion des Versicherers ist durch
"
r(w) = _u/I(w)
uy(w)
definiert, wobei u;(w) die Nutzenfunktion des Versicherers bezeichnet. Man
zeige, dass im Falle |u”(w;)| < 1 fiir die Nullnutzenpramie nédherungsweise
gilt:

r(wr)
2
und insbesondere bei exponentieller Nutzenfunktion (3.1)

P(S) =~ E[S] + Var(5)

P(S) =~ E[S] + gVar(S).

2. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Eintrége in Tabelle 3.2 fiir Sicherheitszu-
schlag > 0, Angemessenheit und Konsistenz!

3. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Eintrige in Tabelle 3.2 fiir Additivitat und
Iterativitat!

4. Zeige, dass beim Exponentialprinzip die Pramie (3.8) bei festem Risiko mit
a steigt!

5. Sei ein Risiko S gleichverteilt im Intervall [0,100]. Man bestimme die
Pramie fiir S fiir jedes der im Kapitel angefithrten Prémienkalkulations-
prinzipien!

6. Sei ein Risiko S exponentialverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(s) =
3e~3*. Man bestimme die Primie fiir S fiir jedes der im Kapitel angefiihrten
Pramienkalkulationsprinzipien!

7. Sei I, die Geldmenge, die ein Riickversicherer dem Versicherer bei einer
Stop-Loss-Riickversicherung mit Selbstbehalt M zahlen muss. Fiir den Fall,
dass der Gesamtschaden S durch eine Gammaverteilung mit Verteilung-
sfunktion

[(z;a,8) = /Ol‘ %to‘_le_ﬁt dt
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approximiert wird, zeige man

(0%

E[ly] = 3

(1 ~T(M;a+ 1,6)) _ M(l —D(M; a,ﬁ)).

. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A = 0.8 und diskreten Einzel-

schadenshéhen 1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375.
Berechne E[Ig] (Notation siehe Bsp. 7)!

. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A = 1.5 und diskreten Einzel-

schadenshohen 1 und 2 mit Wahrscheinlichkeiten 2/3 bzw. 1/3. Berechne
P(S = z) und E[[,] fiir x =0,1,...,6 (Notation siche Bsp. 7)!



Das Cramér-Lundberg Modell

As far as the laws of mathematics refer to rea-
lity, they are not certain, and as far as they are
certain, they do mot refer to reality.

ALBERT EINSTEIN

4.1 Das Modell

Wir haben in Kapitel 2 bereits gesehen, dass das zusammengesetzte Poisson-
modell wertvolle Eigenschaften besitzt. So kann es beispielsweise als Grenzwert
von individuellen Modellen hergeleitet werden. Das war auch der Grund, dass
F. LUNDBERG ein Risikomodell in stetiger Zeit postuliert hat, in dem der Ge-
samtschaden in jedem Zeitintervall einer zusammengesetzten Poisson-Verteilung
unterliegt. Weiters muss das Pramieneinkommen modelliert werden. Da in einem
Portfolio von Versicherungsvertrigen die Pramienzahlungen iiber das ganze Jahr
aufgeteilt sind, nahm Lundberg an, dass das Pramieneinkommen stetig iiber die
Zeit erfolgt und fiir jedes Zeitintervall proportional zur Intervalllinge ist. Das
fithrt auf das folgende Modell fiir die freie Reserve C} eines Versicherungsportfo-
lios zur Zeit ¢

Nt
Ci=x+ct— Z Y.

i=1
Hierbei ist  das Ursprungskapital zum Zeitpunkt ¢t = 0 und ¢ die Prédmienrate.
Die Anzahl der Schiden in (0,¢] ist ein Poisson-Prozess N; mit Parameter A.
Die Schadensgrofien (Y;) sind eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter
positiver Zufallsvariablen und unabhéngig von N;. Dieses Modell wird Cramér-
Lundberg Modell oder Klassisches Risikomodell genannt.

73
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Sei im weiteren wieder GG die Verteilungsfunktion der Schadenshéhen mit Mo-
menten p, = E[Y"] und MGF My, (r) = E[e"™] sowie u := ;. Wir nehmen
an, dass ¢ < oo (sonst wiirde die Versicherung dieses Risiko nicht versichern).
Fiir eine Versicherungsgesellschaft ist es wichtig, dass (Cy) iiber einer bestimm-
ten Schranke bleibt (diese Schranke ist beispielsweise durch rechtliche Richtlinien
gegeben). Indem man das Ursprungskapital anpasst, konnen wir 0.B.d.A. anneh-
men, dass diese Schranke 0 ist. Man spricht dann vom (technischen) Ruin einer
Versicherungsgesellschaft, sobald die freie Reserve der Gesellschaft negativ wird.
Der Ruinzeitpunkt ist dann

T =inf{t > 0: C; < 0}, (inf @ = o0).

Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten von Ruin

U(z) = P(T < )

(in Abhingigkeit vom Ursprungskapital z) bzw. die Uberlebenswahrscheinlich-
keit U(z) = 1 — ¥(z). Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit ist definiert
durch ¥(z,t) = P(T < t).

' Reserve R(t)

Schaden
— Pramien

X //// @

Ruin
t

Zeit
ABB. 1: EIN STICHPROBEN-PFAD VON C}

Bemerkungen:

e In der Praxis tritt Ruin so gut wie nie auf. Wenn eine Versicherunsggesell-
schaft merkt, dass ihre freie Reserve stark abnimmt, wird sie die Pramien
erh6hen. Andererseits ist eine Versicherunsggesellschaft aber auf verschie-
denen Portfolios aufgebaut. Ruin in einem Portfolio heifit deshalb noch
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nicht, dass die Gesellschaft bankrott ist. Ruin ist also ein technischer Ter-
minus und die Ruinwahrscheinlichkeit wird zur Entscheidungsfindung he-
rangezogen, beispielsweise um Pramien, oder auch Selbstbehaltsschranken
bei Riickversicherungen zu bestimmen.

e Auch der Begriff der freien Reserve ist in der Praxis nur ein technischer
Ausdruck. Wenn die Geschifte gut gehen, werden die Aktiondre hohere
Dividenden ausschiitten lassen. Um auch dies zu modellieren, miissten wir
eine Pramienrate wéhlen, die von der Hohe der freien Reserve abhéngt. In
diesem Fall ist es aber sehr schwierig, brauchbare Ergebnisse zu erarbeiten.

Zur Herleitung einer Gleichung fiir U(z) beziehen wir nun den Wert von U(z) zur
Zeit t aus den Werten von U(x) zur Zeit t + dt. Da das Eintreten der Schéden
durch einen Poisson-Prozess modelliert ist, ergibt sich fiir die Wahrscheinlich-
keit, dass kein Schaden in der Zeit von ¢ bis t + dt passiert, e % (also ein
von t unabhéngiger Wert). Fiir dt klein kann dies mit der Taylorformel durch
1 — Adt + O(dt?) angeniihert werden. Analog ergibt sich fiir die Wahrscheinli-
chkeit, dass es zu genau einem Schaden kommt, \dte % = \dt + O(dt?), und
fiir die Wahrscheinlichkeit, dass es zu mehr als einem Schaden im Zeitraum dt
kommt, gilt O(dt?). Fiir U(z) gilt nun nach dem Gesetz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit

P(Uberleben)
= P(kein Schaden)P(Uberleben|kein Schaden)
+P(ein Schaden)P(Uberleben|ein Schaden) + O(dt?)
= P(kein Schaden)P(Uberleben|kein Schaden)

+P(Schaden) Z P(Schaden A'Y = y)P(Uberleben|Schaden A Y = )
y

+0(dt?),

Ulz) = (1-Xd)U(z +cdt)+ Mdt /mdt Ulz + cdt — y)dG(y) + O(dt?)

xT

— (L= A (U(2) + cdtU'(x) + O(d2)) + \dt /0 Ulx — y)dG(y) + O(dt?)

0 = —AdtU(z) + cdtU'(z) + \dt /096 Uz — y)dG(y) + O(dt?)

Nachdem man durch dt kiirzt, und Teile, die dann noch von der Ordnung dt sind,
wegfallen lésst, erhdlt man

cU'(x) = \U(z) + )\/Ozv U(x —y)dG(y) =0 (4.1)
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mit der Nebenbedingung
lim U(z) =1

T—00

Ubung 1:
Berechne U(x) fiir exponentialverteilte Schadenshohen G(z) =1 — e ™.
(Hinweis: Forme (4.1) in eine Differentialgleichung um!)

Die allgemeine Losung fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit U(x) im Cramér-
Lundberg Modell ist durch die sog. POLLACZEK-KHINCHINE-Formel (siehe [3])
gegeben:

U) =3 (1= p)o (o), (4.2)
mit . ”;
Fila) = / (1- F(y))dy, x>0,

F* bezeichnet die n-fache Faltung von F; und p := A\u/c < 1.
Im Falle p > 1 gilt U(z) = 0 fiir alle z > 0 (wenn im Erwartungswert mehr
ausgezahlt als eingenommen wird, fithrt das mit Wahrscheinlichkeit 1 zu Ruin).

Im allgemeinen ist der Ausdruck (4.2) nicht praktikabel. Man behilft sich daher
mit Abschidtzungen und Approximationen.

4.2 Der Anpassungskoeffizient

Definition 1 (Anpassungskoeffizient) Wir betrachten die Gleichung

A+re= )\/ e dG(y) (4.3)
Dies ist eine implizite Gleichung fir r. Die linke Seite ist linear, die rechte
Seite ist konvex bzgl. r. FEine Losung dieser Gleichung ist trivial: v = 0. Fur
¢ > ME[Y] ist die Ableitung der linearen linken Seite grifler als die Ableitung der
rechten Seite. Eine eindeutige zweite Losung R existiert, da die rechte Seite fiir
r — oo stdarker steigt als die linke Seite (siche Abb. 2). Diese eindeutige Losung
wird als Anpassungskoeffizient (engl. adjustment coefficent) bezeichnet.

Ubung 2:
Man zeige, dass der Anpassungskoeffizient R fiir exponentialverteilte Scha-
denshohen (Parameter (3) gegeben ist durch

A
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INQ)

1+cr/Lambda

R

ABB. 2: DER ANPASSUNGSKOEFFIZIENT

Einer der Griinde fiir die grofle Bedeutung des Anpassungskoeffizienten in der
Ruintheorie ist der enge Zusammenhang mit der Ruinwahrscheinlichkeit:

Satz 1:
Fulls ein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert, so gilt

Beweis: siehe VO. O

Bemerkung: Der Schwankungszuschlag 6 ist durch ¢ = (1 + 0)A\u definiert.
Aus Abbildung 2 sieht man, dass sich fiir # — 0 die Sekante an die Tangente
von Mx(r) an r = 0 anndhert, woraus R — 0 folgt. Das bedeutet dann aber
nach (4.4) ¥(x) = 1, das heifit sicheren Ruin. Weiters ist Cy, ¢ > 0 fiir § < 0
immer kleiner als das entsprechende C} fiir # — 0 und somit gilt auch fiir § < 0:
¥(x) = 1. Aus diesem Grund wird immer ein positiver Schwankungszuschlag
vorausgesetzt (0 > 0 entspricht p < 1, sieche vorige Seite).

Im allgemeinen ist eine explizite Auswertung des Nenners in (4.4) nicht moglich.
Ausnahmen sind der Fall z = 0 und exponentialverteilte Schadenshohen. Jedoch
kann Satz 1 verwendet werden, um Ungleichungen herzuleiten: Da Cr < 0, falls
T < 00, ist der Nenner immer grofler als 1 und daraus folgt:
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Korollar 2:
Fualls ein Anpassungskoeffizient R > 0 ezistiert, so gilt

U(r) < e 7 Vo > 0. (4.5)

Ubung 3:
Man zeige, dass fiir R > 0 und beschrinkte Schadenshéhen Y; < m gilt:

w(x) > efR(erm) )

Ubung 4:
Man leite fiir exponentialverteilte Schadenshéhen aus (4.4) eine explizite For-
mel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit her!

Nun gibt es eine interessante Verbindung zwischen dem Anpassungskoeffizienten
und dem Exponentialprinzip der Pramienkalkulation. Dort hatten wir die Préamie
definiert als P = H[S]. Im vorliegenden Fall &ndert sich die insgesamt zu zahlende
Pramie im Verlauf der Zeit, damit ist

P(t) = HIS()] = logBe*] =

1
= —log{Mg(a) = eAt(MY(“)_l)}
a

_ % ( / : WA (y) — 1)

Wir bezeichnen in Ubereinstimmung mit den vorangegangenen Resultaten die
Pramie pro Zeiteinheit mit ¢, also ¢ = @. Dann ergibt sich

([ i)

Bei dieser Wahl der Prémie ist der Anpassungskoeffizient gerade a, wie man durch
Umformung der Gleichung erkennt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Anpassungskoeffizienten R sei nur kurz
erwéhnt. Falls G(z) so beschaffen ist, dass ein R > 0 existiert und weiters
J,” ze®™ (1 — G(x))dx < oo, dann gibt eine asymptotische Entwicklung fiir ¢(z):
Fiir grofle = gilt

() ~ Ce e

Den Beweis findet man beispielsweise in GRANDELL[15].
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Falls fiir die Schadensverteilung F'(x) kein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert
(falls also 1 — F'(x) langsamer als exponentiell fillt), gilt folgende Approximation

fiir grofle u:

o P Al
vlu) = (1 - Fy(w),

1
wobei wieder Fr(z) = [['(1 — F(y))dy gilt.

4.3 Martingale und der Anpassungskoeffizient

Martingale sind ein niitzliches Hilfsmittel in der Ruintheorie (eine Definition be-
findet sich in Anhang C).
Betrachten wir nochmals den Risikoprozess

Co=x+ct— 5

Der Prozess ist im allgemeinen kein Martingal, da mehr als die Nettoprdmie ver-
langt werden muss. Wir versuchen, durch eine Transformation aus dem Prozess

ein Martingal zu machen
Zt — e_RCt,

und suchen den Exponenten R, der dies leistet. Dazu iiberpriifen wir die Martin-
galbedingung. Den endlichen Erwartungswert (die technische Bedingung) erhal-
ten wir {iber Bedingungen an die Schadenshéhenverteilung. Die zweite Bedingung
erfordert

E[Z|Fy) = E [e fete=5)| 7]

_ e—Rx—Rct]E [eRSt |f‘0]
efR:vacte)\t(My (R)-1)

e [e—AtchtJr)\t(My(R))]

und damit, dass der Exponent innerhalb des Erwarungswertes 0 wird. Dies ist
dann aber gerade die Definition des Anpassungskoeffizienten

)\+Rc:)\/ e™dG (y).

—00

4.4 Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital

Im folgenden wird die Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital berechnet. Wir
betrachten die Gleichung fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

cU'(x) = NU(z) + )\/Ox U(x —y)dG(y) =0
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und die Laplace-Transformation davon mit U(s) = £(U(x)) = I e U (x) du

0 = esU(s)—cU(0) — AU(s) + AU(5)(s) (4.6)
U) = %QB—A+Aﬂ@ﬂﬂQ

Nun lassen wir s — 0 gehen und beachten die Eigenschaft

lim sU(s) = lim U(z) = 1 fiir ¢ > A (4.7)

s—0 T—00

der Laplace-Transformation, sodass

1 — i(s) -~ 1 - G .
U0) = -lim cs A+ Ag(s) U(s)s = - lim cs A+ Ag(s) lim U(s)s
c s—0 S c s—0 S 5—0
] _ N
_ 1, cs A+ Ag(s)
Cc s—0 S

Diesen Grenzwert kann man nun durch die Formel von de’l Hospital ausrechnen:

i €5~ A+ Ag(s)

s—0 S

:c+)\li1r(1]§'(s)

Fiir den Grenzwert von §'(s) erhalten wir

lim §'(s) = lim (/ e_Sth(t)) = lim (—/ te_Sth(t)) = —/ tdG(t) = —p.
5—0 5—0 0 s—0 0 0

Damit ergibt sich insgesamt

U(0) = S (4.8)

C

Wir erhalten das interessante Resultat, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit
ohne Ausgangskapital unabhéingig von der Schadensverteilung ist. Nur der Er-
wartungswert des Schadens fliefft in das Ergebnis ein.

Die Laplace-Transformation kann manchmal dazu benutzt werden, analytische
Formeln fiir U(x) zu berechnen:

Ubung 5:

Man berechne die analytische Formel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit bei ex-
ponentialverteilten Schadenshohen (mit Parameter 1) mithilfe der Laplace-
Transformation!
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4.5 Das erste Kapital unter dem Anfangskapital

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie hoch das Kapital zu jenem Zeitpunkt ist,
an dem es das erste Mal das Anfangskapital = unterschreitet. Als Anwendung
werden wir einen alternativen einfachen Weg finden, um die Ruinwahrscheinlich-
keit fiir Anfangskapital £ = 0 zu bestimmen.

Satz 3:

Fiir emmen zusammengesetzten Poisson-Prozess ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Kapital jemals unter das Anfangskapital x fallt und dass dessen
Wert dann zuischen x —y und x — y — dy ist, wenn dies zum ersten Mal
auftritt, gegeben durch

A= aty)ay = L= CW)

— > 0, 49
. T y (4.9)

wobei G(y) die Verteilungsfunktion der Finzelschadenshohen bezeichnet.

Beweis: siehe VO.

Aus (4.9) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals unter seinen
Anfangswert fillt, zu

1

T [ -G = (410

/000[1 — G(y)|dy = p.

Falls x = 0, ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals kleiner
als Null wird, also die Ruinwahrscheinlichkeit, gegeben durch

was Formel (4.8) entspricht.

Wegen (4.10) ist die Funktion 2[1—G(y)] aus (3) keine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Jedoch kann aus ihr durch Normierung eine Wahrscheinlichkeitsdichte konstruiert
werden: Sei L; (eine Zufallsvariable) die Differenz zwischen dem Anfangskapital
x und dem Kapital bei der ersten Unterschreitung des Anfangskapitals, falls dies
jemals passiert. Dann ist die Dichte von L; gegeben durch

fL1<y>=%< _GW), oy 0.
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Die MGF von L; ergibt sich zu

My, (r) = —(My () — 1).

ur
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4.7 Ubungsaufgaben

1.

Bestimme den Anpassungskoeffizienten, falls alle Schadenshohen gleich 1
sind!

. Berechne lim R und lim R.

c— AL c—00

Zeige
20

M2
(Hinweis: verwende die Abschitzung ™ > 1+ra+ 3(rz)?, (r > 0,2 > 0))

R <

Beweise Korollar 2 durch vollstdndige Induktion nach der Anzahl n der
Schiden, nach denen Ruin auftritt!

Man 16se Ubungsaufgabe 3 von Seite 78!

. Man 16se Ubungsaufgabe 4 von Seite 78!

Man lose Ubungsaufgabe 5 von Seite 80!
Bestimme die Verteilung von L, fiir den Fall, dass die Einzelschiden

(a) exponentialverteilt mit Parameter /3 sind.

(b) alle GroBe 2 haben.



Optionspreistheorie

Rechte auf Aktien oder andere zugrundeliegende Vermdgensformen (engl. as-
sets), den underlyings, nennt man Derivate (abgeleitete Werte). Derivate, die
eine Wahlmoglichkeit beinhalten, nennt man Optionen. Die Analyse und die
Preisbestimmung von solchen Rechten, die man auch als Eventualforderungen
(engl. contingent claims) bezeichnet, ist eine der Hauptaufgaben der modernen
Finanzmathematik.

5.1 Das No-Arbitrage-Prinzip

Ein mathematisch gut formalisierbarer Zugang zur Preistheorie fiir derivative
Finanzprodukte wird durch den Begriff des Arbitrage gegeben. Als Arbitrage
bezeichnen wir einen risikolosen Profit beim Handel mit Finanzgiitern, z.B. beim
Handeln mit Aktien. Betrachten wir folgendes einfache

Beispiel 1: Eine Aktie werde in New York und Frankfurt gehandelt. Es
sei der Kurs in New York 100 Dollar, der Kurs in Frankfurt 184 DM, der
Wechselkurs 1.86 DM pro Dollar. Als Arbitragemoglichkeit liegt vor:

- Kaufe 100 Aktien in Frankfurt.
- Verkaufe diese Aktien in New York.
- Wechsle Dollar in DM.

Ohne Beriicksichtigung von Transaktionskosten ist der risikolose Profit

100 - (100 - 1.86 — 184) DM = 200D M.

Die Transparenz des Marktgeschehens fiihrt dazu, dass ein solches Arbitrage nur
fiir kurze Zeit bestehen kann. Das Erkennen dieser Arbitragemoglichkeit fithrt zu

83
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gesteigerter Aktiennachfrage in Frankfurt mit Anhebung des Frankfurter Kurses
und erhohter Aktienabgabe in New York, was den dortigen Kurs senkt, sodass
die Arbitragemoglichkeit verschwindet.

Auch wenn konkrete Finanzmérkte in gewissem Umfang Arbitrage ermoglichen
sollten, so gehen wir bei einem idealisierten Finanzmarkt davon aus, dass durch
Transparenz und Effizienz keine Arbitragemoglichkeiten existieren. Wird in ei-
nem solchen idealen Finanzmarkt ein derivatives Finanzgut eingefiihrt, so ist die
Preisfestsetzung sicher so durchzufiihren, dass im durch den Handel mit dem
Derivat vergroferten Markt kein Arbitrage entsteht. Uberlegungen dieser Art
sind grundlegend fiir die Preistheorie der Finanzmérkte und werden als No-
Arbitrage-Prinzip bezeichnet (oder auch: there is no free lunch).

5.2 Derivative Finanzprodukte

5.2.1 Forwards und Futures

Ein besonders einfaches Beispiel fiir ein Derivat, das keine Option ist, stellt der
Forward dar. Es ist die Pflicht, zu einem bestimmten Zeitpunkt 7" in der Zu-
kunft ein Asset S (also z.B. eine Aktie) fiir einen jetzt vereinbarten Preis K zu
kaufen (bzw. fiir den Vertragspartner: zu verkaufen). Zu jenem Zeitpunkt 7'
wird auch die Auszahlung fillig.

Man wére nun versucht, zu sagen, dass der Preis fiir einen solchen Vertrag von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Aktienpreises zum Zeitpunkt 7" abhéngen
muss. Dem ist aber nicht so: In einem Markt, wo Aktien gebiihrenfrei gekauft
und verkauft werden kénnen und beliebige positive und negative Mengen an Ak-
tien ohne Kosten verwaltet werden konnen, gibt es einen anderen Mechanismus,
der den fairen Preis festlegt:

Die einfache Annahme, dass Investoren “mehr zu haben” gegeniiber “weniger
zu haben” bevorzugen (das ist es ja, was ‘“rationales Verhalten” auf Mérkten
ausmacht) und das Beachten des “Zeitwertes von Geld” (also stetige Verzinsung
mit der risikolosen Zinsrate r), ermdglicht uns, den fairen Preis eines Forwards
in folgender Form zu bestimmen:

Sei S; der Aktienpreis zum Zeitpunkt ¢ € [0,7]. Dann ist der Forward-Preis
K = F(t,T) zur Zeit t gegeben durch

F(t,T) = S;e" T, (5.1)

Begriindung: Wenn der Forward-Preis hoher wire (z.B. gleich Y > S;e"™1),
dann konnten wir S; Geldeinheiten fiir das Intervall [¢, T bei einer Zinsrate von
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r von der Bank ausborgen, damit die Aktie kaufen und einen solchen Forward-
Vertrag verkaufen. Zum Zeitpunkt 7" brauchen wir dann Sy;e” =9 um den Kredit
zuriickzuzahlen, aber wir erhalten vom Kéaufer des Forwardvertrages fiir den Ver-
kauf der Aktie Y > S;e" =% zuriick und auf diese Weise hétten wir also einen
risikolosen Gewinn gemacht. Falls F(t,T) =Y < S;e" T~ kiénnten wir auf dhn-
liche Weise risikolos Gewinn machen, indem wir eine Aktie zum Zeitpunkt ¢ um
Sy von jemand anderem ausborgen (“eine short position in der Aktie eingehen”),
diese um S; verkaufen und diesen Betrag verzinslich anlegen. Weiters gehen wir
eine long position im Forward ein. Zum Zeitpunkt 7T erhalten wir also nach
Erfiilllung der long position im Forward und Riickgabe der ausgeliechenen Aktie
den risikolosen Gewinn S;e" ™Y —Y > 0.

Mit jedem anderen Preis als (5.1) wére also Arbitrage moglich; anders aus-
gedriickt: in einem Markt, der kein Arbitrage zulésst, ist der obige Preis der
einzig mogliche.

Ein Future ist ein Forward Kontrakt, der auf Finanzmérkten gehandelt wird
und meist durch zusétzliche Bedingungen interessant gemacht wird.

5.2.2 Optionen

Eine Option ist ein Recht (aber nicht die Pflicht!), eine zugrundeliegende Aktie
(oder allg. ein Asset) zu einem bestimmten Zeitpunkt 7' zu einem bestimm-
ten Preis K zu kaufen oder zu verkaufen. Dieser Preis K wird Ausiibungspreis
(engl. strike-price) genannt und T" heiit das Falligkeitsdatum (engl. maturity).
Man unterscheidet Call-Optionen von Put-Optionen, wobei sich die Namensge-
bung immer auf die Situation des Kéaufers bezieht. Ein Put ist das Recht eine
Aktie zu verkaufen (auf den Markt zu werfen, engl. to put it on the market).
Umgekehrt ist ein Call das Recht, eine Aktie zu kaufen. Beim Kéaufer der Op-
tion liegt in der Sprache der Finanzmérkte eine long position vor, beim Verk&ufer
eine short position.

Es gibt nun verschiedene Optionstypen (hier fiir Call-Optionen beschrieben):

e Amerikanisch: Die Aktie darf zu jedem Zeitpunkt bis zur Filligkeit zum
vereinbarten Preis gekauft werden. Dieser Optionstyp wird weltweit am
héufigsten gehandelt.

e Europiisch: Die Aktie darf nur zur Félligkeit zum vereinbarten Preis
gekauft werden. Die Berechnung ist fiir diesen Fall am einfachsten.

e Asiatisch: Die Aktie darf zur Falligkeit zum Mittelwert des Aktienpreises
bis zur Falligkeit verkauft werden. Durch die Mittelwertbildung gleichen
sich Hohen und Tiefen stéarker aus.
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e Andere: Barriere-Optionen (Kontrakt verfillt, falls Aktienpreis ein ge-
wisses Niveau erreicht, z.B. “down-and-out” ), Cash-or-Asset-Optionen (Aus-
zahlung einer fixen Summe, oder der Aktie, wenn der Aktienwert iiber /unter
einer Marke liegt)

Alle Optionen, die nicht vom amerikanischen oder européischen Typ sind, werden
als Exotische Optionen bezeichnet.

In jeder Transaktion gibt es also zwei Parteien, den K&ufer und den Verk&ufer
der Option. Im Falle einer européischen Call-Option auf eine Aktie (S;) mit
Ausiibungspreis K ist der Wert (engl. payoff) Cp zur Zeit T fir den Kéufer
gleich Sy — K, falls Sy > K und 0, falls S7 < K (denn dann kann die Aktie ja
billiger direkt auf dem Markt gekauft werden), also

Cr = max(Sy — K,0) = (S7 — K)™.

Wenn wir den Preis der Call-Option zum heutigen Zeitpunkt ¢ = 0 mit Cy sowie
den Preis der Put-Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit F, bezeichnen, kénnen wir
also den Gewinn (bzw. Verlust) bei diesen Optionen fiir Kdufer und Verkéufer
graphisch darstellen (siehe Abbildungen 3 und 4). Hierbei wird der Einfachheit
halber angenommen, dass die risikolose Zinsrate gleich 0 ist).

Payoff
Kaufer
C e ST
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,
K
Payoff
P ES K Verkiufer
0 \
S
T

ABB. 3: PAYOFF UND GEWINN BEI EINER EUROPAISCHEN CALL-OPTION
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Payoff
Kiufer
ST
P, |
K
Payoff
K Verkaufer
P |
0
S
T

ABB. 4: PAYOFF UND GEWINN BEI EINER EUROPAISCHEN PUT-OPTION

Eine Option stellt also ein Recht dar, das zu einem finanziellen Vorteil fiithren
kann (und zu einem finanziellen Nachteil fiir jemand anderen) und beinhaltet
keinerlei Verpflichtungen. Dieses Recht muss also etwas kosten.

Frage: Wie viel?

Der Optionspreis muss so bestimmt werden, dass beide Parteien einwilligen. Eine
Moglichkeit, diesen fairen Preis fiir die Option zu beschreiben, ist es, den der-
zeitigen Wert eines Portfolios (bestehend aus Bargeld und Aktienanteilen) zu
betrachten, das zum Zeitpunkt T (risikolos!) genau den gleichen Ertrag wie die
Option liefert (falls ein solches Portfolio existiert!). Man nennt dies dann ein
Portfolio, das die Option repliziert. Mit einem replizierenden Portfolio kann
man sich also gegen das Risiko, das sich durch den Verkauf der Option ergibt
(ndmlich das Risiko, dass St grofier (bzw. kleiner) als K ist), absichern (engl.
hedge). Ein zweiter grofiler Aufgabenbereich in der Finanzmathematik ist somit
die Konstruktion von solchen sog. Hedge-Portfolios.

Bevor wir uns der konkreten Berechnung von Optionspreisen zuwenden, wollen
wir einige allgemeine Eigenschaften von Optionspreisen untersuchen:
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5.3 Eigenschaften von Optionspreisen

Wir werden in der Folge nur Optionen auf Aktien (kurz: Aktienoptionen) be-
trachten.

5.3.1 Allgemeines

Es gibt sechs Faktoren, die den Preis einer Aktienoption beeinflussen:
1. der derzeitige Aktienpreis Sy
2. der Ausiibungspreis K
3. die Zeit T bis zum Verfallsdatum der Option
4. die Volatilitdt o des Aktienpreises
5. die risikolose Zinsrate r
6. die erwarteten Dividenden wéahrend der Laufzeit der Option

Die Volatilitat o des Aktienpreises ist dabei ein Maf3 dafiir, wie “unsicher” die
zukiinftige Aktienpreisentwicklung ist (konkret ist ov/At die Standardabweichung
des Returns der Aktie fiir ein kleines Zeitintervall At; siche Abschnitt 5.6). Di-
videndenzahlungen reduzieren den Aktienpreis unmittelbar nach der Auszahlung
(und entsprechend wirkt sich das auf den Wert der Option aus). Der Einfachheit
halber werden wir Dividendenzahlungen jedoch im weiteren nur beriicksichtigen,
wenn explizit darauf hingewiesen wird.

Wenn sich eine dieser Variablen vergroflert, wihrend alle anderen konstant blei-
ben, hat das folgenden Effekt auf den Optionspreis:

Européischer  Européaischer ~ Amerikanischer ~ Amerikanischer

Variable Call Put Call Put
So + — + -
K — + - +
T ? ? + +
o + + - -
r + - + -
Dividenden — + — +

In der Folge werden wie immer folgende Annahmen treffen:
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1. Es gibt keine Transaktionskosten.

2. Es ist immer moglich, Geld zur risikolosen Zinsrate r auszuleihen oder an-
zulegen (z.B. durch Kauf bzw. Verkauf einer Anleihe (engl. bond)). r sei
hier immer als konstant vorausgesetzt.

Wir nehmen weiters an, dass Marktteilnehmer Arbitrage-Moglichkeiten sofort
ausniitzen, falls sie existieren. Somit verschwindet aber diese Moglichkeit sehr
rasch und fiir die Analyse von Preisen von Finanzderivaten ist deshalb folgende
weitere Annahme sinnvoll:

3. Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeit.

5.3.1.1 Schranken fiir Optionspreise

Wir wollen nun mit einfachen Uberlegungen Schranken fiir Optionspreise her-
leiten. Diese Schranken sind nicht sehr scharf, jedoch sind sie unabhéngig vom
zugrundeliegenden Marktmodell und basieren einzig und allein auf den obigen
drei Annahmen.

Der Wert einer Call-Option (bzw. Put-Option) zum Zeitpunkt ¢ wird in der Folge
immer mit C; (bzw. P;) bezeichnet.

Amerikanische Optionen miissen im allgemeinen natiirlich mehr wert sein als eu-
ropéische vom gleichen Typ, da der Besitzer ja grofiere Flexibilitédt beziiglich der
Austibung hat. Dies 148t sich an folgendem Beispiel illustrieren: Sei Cy(E) (der
Preis einer européischen Call-Option mit Ausiibungspreis K und Ausiibungsda-
tum T') grofer als Cy(A) (der Preis einer amerikanischen Call-Option mit glei-
chem K und T'), dann kénnte man risikolosen Gewinn machen, indem man eine
europédische Option verkauft, eine amerikanische Option kauft und die Differenz
Co(E) — Cp(A) behilt. Indem wir die amerikanische Option bis zum Zeitpunkt
T behalten, an dem sie den gleichen Wert wie die européische hat, haben wir ri-
sikolosen Gewinn gemacht. Wenn Arbitrage ausgeschlossen werden soll, gilt also
immer

0 < Co(E) < Co(A).

Beide Optionspreise miissen unter dem derzeitigen Wert Sy der Aktie liegen (und
in der Praxis werden sie viel kleiner sein), denn wire Cy(A) > Sy, konnten wir
einfach eine Aktie um Sy kaufen und eine Option verkaufen. Der Gewinn dabei
ist risikolos wie sicher, denn die Verpflichtung aus der Option ist durch die Aktie
abgedeckt.



90 KAPITEL 5. OPTIONSPREISTHEORIE

Mit einfachen No-Arbitrage-Argumenten ldsst sich weiters zeigen:

Satz 1:
In einem arbitragefreien Markt gilt

So > Cy(A) > Cy(E) > max (SO — Ke*TT,O).

sowie
Ke ™' > Py(E) > max (Ke*TT — S, O)

und

Py(A) > max (K — So, 0).

Beweis: siehe VO.

Diese Schranken sind zwar sehr grofiziigig, gelten aber in allen Optionspreismo-
dellen!

Mit den Schranken aus Satz 1 148t sich nun eine iiberraschend einfache Beziehung
zwischen amerikanischen und européischen Call-Preisen finden (falls, wie wir hier
annehmen, keine Dividendenzahlungen stattfinden): es gilt

Co(E) = Co(A), (5.2)

denn wegen r > 0 gilt Co(A) > Co(E) > Sy — Ke ™ > Sy — K. Der Options-
preis ist also (fiir beide Typen) mindestens gleich grofi dem Gewinn, den man
macht, wenn die Option sofort ausgeiibt wird. Die Option wird also nicht sofort
ausgelibt werden (solange der Investor “mehr” gegeniiber “weniger” bevorzugt).
Dieses Argument kann aber fiir jeden Startzeitpunkt ¢ < T angewandt werden:
es gilt Cy(E) > S;— Ke "™ und somit Cy(A) > S; — K (unabhiingig von T'—t).
Daraus folgt also, dass eine amerikanische Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden auszahlt, nicht vor dem Zeitpunkt 7" ausgeiibt wird, sodass (5.2) gilt!
Eine Call-Option auf eine Aktie, die keine Dividenden auszahlt, sollte also nicht
vorzeitig ausgeiibt werden, da sie den Besitzer (im Gegensatz zum Besitz der
Aktie) gegen das Ereignis S < K versichert. Weiters ist ein spéites Zahlen des
Ausiibungspreises wegen r > 0 zu bevorzugen.

Friithes Ausiiben einer amerikanischen Put-Option auf eine Aktie, die keine Di-
videnden auszahlt, kann hingegen optimal sein. Deshalb gilt fiir » > 0 immer
Fy(A) > By(E).
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5.3.1.2 Call-Put-Paritit

Zum Zeitpunkt T gilt aufgrund der Definitionen:
CT—PT:(ST—K)+—(K—ST)+:ST—K.

Man kann nun zeigen, dass Arbitrage nur dann verhindert werden kann, wenn
fir alle ¢ € [0, 7] gilt:

Satz 2: (Call-Put-Paritit)
In einem arbitrage-freien Markt gilt fiir europdische Optionen

Ct — Pt = St — Keir(T?t) Vte [O,T] (53)

Beweis: siehe VO.

Somit kann im Falle von Aktien, die keine Dividenden auszahlen, der Preis ei-
ner europiischen Put-Option immer in einfacher Weise aus der entsprechenden
Call-Option berechnet werden und wir kénnen uns in Hinkunft 0.B.d.A. auf die
Untersuchung der Call-Option beschréanken.

Fiir amerikanische Optionen gibt es keine Put-Call-Paritét, jedoch gelten folgende
Abschétzungen:

Ubung 1:
Man zeige, dass fiir amerikanische Optionen auf Aktien, die keine Dividenden
auszahlen, gilt:

Sy — K <Cy(A)—P(A) < S, —Ke ™Y vtel0,T]. (54)

5.3.2 Beriicksichtigung von Dividenden

In den bisherigen Uberlegungen haben wir vorausgesetzt, dass keine Dividenden-
auszahlungen an die Aktionére stattfinden. In diesem Abschnitt wollen wir die
Auswirkungen von Dividenden untersuchen. Da T fiir die meisten gehandelten
Aktienoptionen weniger als ein Jahr betrégt, konnen die Dividendenzahlungen
wihrend der Laufzeit einer Option in der Regel mit hinreichender Genauigkeit vo-
rausgesagt werden. Wir bezeichnen mit D; den Barwert der Dividenden wéhrend
der Laufzeit T'—t der Option zum Zeitpunkt ¢. Dann gilt

CyE)> S — Dy — Ke " ™=Y  Vte[0,T] (5.5)
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und
P(E)> D, + Ke"™Y 5, vtel0,T]. (5.6)

Wenn Dividenden zu erwarten sind, kann es auch bei einer amerikanischen Call-
Option vorteilhaft sein, sie frith auszuiiben (speziell vor dem Zeitpunkt einer
Dividendenzahlung kann die Ausiibung optimal sein, da danach der Aktienpreis
fallen wird).

Wenn Dividendenzahlungen stattfinden, &ndert sich die Put-Call-Paritit (5.3)
fiir européische Optionen zu

CYE)— P(E)=S,— D, — Ke ™9 Ytel0,T]. (5.7)

Entsprechend gilt fiir amerikanische Optionen statt (5.4) bei Dividendenzahlun-
gen

Sy — Dy — K < Cy(A) — P(A) < Sy — Ke"@=Y  vtel0,T]. (5.8)

5.4 Handelsstrategien mit Optionen

In Abschnitt 5.2.2 haben wir den Gewinn-Verlauf (in Abhéngigkeit des Aktien-
preises) bei Investition in eine Option untersucht. Wenn man eine Position in
einer européischen Aktienoption mit einer Position in der Aktie selbst verbindet,
so ergeben sich mehrere mogliche Gewinnverldufe (siche Abb. 5).

Gewinn Gewinn

(b) Short Position in der Aktie und

(a) Long Position in der Aktie und Long Position in einem Call

Short Position in einem Call

Gewinn Gewinn
K -
Sy K Sy
(c) Long Position in der Aktie und (d) Short Position in der Aktie und
Long Position in einem Put Short Position in einem Put

ABB. 5: GEWINN BEI HANDELSSTRATEGIEN MIT EINER OPTION UND EINER AKTIE
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Besteht ein Portfolio aus zwei oder mehr Calls oder aus zwei oder mehr Puts, so
spricht man von einem Spread. Fin Bull-Spread wird durch den Kauf einer Call-
(bzw. Put-) Option mit niedrigem Ausiibungspreis K; und dem Verkauf einer
Call-(bzw. Put-) Option mit hohem Ausiibungspreis Ky erzeugt (siehe Abb. 6).
Ein Investor mit einem Bull-Spread hofft also auf einen hohen Aktienkurs zum
Zeitpunkt T

Im Gegensatz dazu wird ein Bear-Spread durch den Kauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit hohem Ausiibungspreis K5 und dem Verkauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit niedrigem Ausiibungspreis K erzeugt (siche Abb. 7). Dieser Spread
ist also dann vorteilhaft, wenn der Aktienkurs zum Zeitpunkt 7" niedrig ist.

Gewinn L, Gewinn

(a) Bull Spread mit Call-Optionen (b) Bull Spread mit Put—Optionen

ABB. 6: GEWINN BEI EINEM BULL-SPREAD

Gewinn Gewinn

(a) Bear Spread mit Call-Optionen (b) Bear Spread mit Put—Optionen

ABB. 7: GEWINN BEI EINEM BEAR-SPREAD

Bei diesen Strategien wird also das Potenzial fiir einen hohen Gewinn gegen den
Erhalt einer fixen Summe (durch den Verkauf der Call- bzw. Put-Option) einge-
tauscht.

Ein Butterfly-Spread besteht aus Optionen mit drei verschiedenen Ausiibungs-
preisen. Er kann erzeugt werden durch den Kauf einer Call-Option mit niedrigem
Ausiibungspreis K7, dem Kauf einer Call-Option mit hohem Ausiibungspreis K3
und dem Verkauf von zwei Call-Optionen zum Ausiibungspreis K, mit Ky =
(K1 + K3)/2. Typischerweise ist Ky im Bereich des derzeitigen Aktienpreises
So. Der Gewinnverlauf eines Butterfly-Spreads wird in Abb. 8 wiedergegeben.
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Er fiihrt also dann zu Gewinn, wenn der Aktienpreis nahe bei K, bleibt und
fithrt sonst zu relativ geringem Verlust. Ein solcher Butterfly-Spread ist also
eine geeignete Strategie fiir einen Investor, der glaubt, dass sich der Aktienkurs
nur wenig dndern wird. Butterfly-Spreads konnen auch mit Put-Optionen kreiert
werden. Wie man in Abb. 8 sieht, ist die dabei entstehende Gewinnfunktion
dquivalent zum entsprechenden Spread mit Call-Optionen. Aus der Put-Call-
Paritét folgt, dass die jeweils anfinglich notwendigen Investitionen fiir beide der
Strategien demnach gleich sein miissen.

Gewinn K Gewinn
l(‘l Ko\ K3 ST N K‘I\l . K‘Z K‘3 ST
(a) Butterfly Spread mit Call-Optionen (b) Butterfly Spread mit Put—Optionen

ABB. 8: GEWINN BEI EINEM BUTTERFLY-SPREAD

Die Liste der Handelsstrategien lésst sich natiirlich beliebig erweitern:

e gleicher Ausiibungspreis, aber unterschiedliche Félligkeitsdaten T fiir die
involvierten Optionen (Kalender-Spreads)

e unterschiedliche Ausiibungspreise und unterschiedliche Ausiibungszeitpunkte
fiir die involvierten Optionen (Diagonal-Spreads)

e Portfolio mit Calls und Puts auf die gleiche Aktie usw.

Wenn européische Optionen mit Filligkeitsdatum 7" zu jedem moglichen Strike-
Preis K verfiighar sind, kann man mit ihnen ein Portfolio mit jeder gewiinschten
Payoff-Funktion erzeugen. Das ist auch einer der Griinde, warum das Handeln
mit Optionen so beliebt ist.

5.5 Das binomiale Optionspreismodell

5.5.1 Optionspreismodell mit einer Periode

Zum Einstieg betrachten wir einen Markt mit einer einzigen Handelsperiode - es
gibt also nur Zeitpunkt 0 und 7', d.h. T = {0,7}. Wir modellieren den Aktien-
wert S durch eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).
Jeder Claim H, der eine Funktion von Sy (oder allgemeiner S;) ist, ist also eine
nichtnegative Zufallsvariable auf (2, F, P).
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Beispiel: Nehmen wir vorerst der Einfachheit halber an, dass die Zinsrate r = 0
ist und eine Aktie S heute den Preis Sy = 10 (z.B. € ) hat und zum Zeitpunkt T
einen der folgenden Werte annehmen wird:

g 20 mit Wahrscheinlichkeit p,
T pum
7.5 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Betrachte eine européische Call-Option H = (Sr — K)* auf diese Aktie mit
Ausiibungspreis K = 15. Wir versuchen nun, ein Hedge-Portfolio (6p,6;) mit
0y Einheiten von Bargeld und ¢; Einheiten dieser Aktie S zu finden, das den
Wert der Option zum Zeitpunkt 7" repliziert (6, 0; € R). Da S nur zwei Werte
annehmen kann und wir zwei Variablen zur Verfiigung haben (6, und 6,), kénnen
wir ein solches Portfolio in diesem Modell immer konstruieren. Der Wert dieses
Portfolios heute wird also dann den fairen Preis dieser Option liefern (fiir jeden
anderen Preis lasst sich risikoloser Profit machen!). Der Wert des Portfolios ist
gegeben durch V; = 6y + 60,5 (t € T) und kann sich hier (wegen r = 0) also nur
durch Anderung des Aktienpreises verdindern. Damit dieses Portfolio den Wert
der Option repliziert, miissen wir nun 6, ¢; wie folgt wihlen:

5 - 0901"‘2091

Daraus folgt 6, = —3,60, = 0.4. Substituieren in Vy = 6y + 6,5y ergibt Vj =
—3+40.4(10) = 1.

Die Hedging-Strategie ist also wie folgt: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 verkaufen wir eine
Option, bekommen dafiir 1 € , leihen uns weiters 3 € aus und investieren die
Summe von 4 € in Aktien. Dafiir erhalten wir also 1% = 0.4 Aktienanteile. Zum
Zeitpunkt T gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) St = 20. Die Option wird ausgeiibt, d.h. wir miissen die Aktie verkaufen,
dabei machen wir 5 € Verlust. Wir zahlen unseren Kredit zuriick (3 €)
und verkaufen unsere Aktienanteile (dafiir erhalten wir 0.4 x 20 =8 € ).
Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

(ii) Sy = 7.5. Die Option wird nicht ausgeiibt (keine Kosten). Wir zahlen
unseren Kredit zuriick (Kosten 3 € ) und verkaufen unsere Aktienteile (Ge-
winn 0.4 x 7.5 =3 €).

Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

Der Verkauf der Option und der Besitz des Hedge-Portfolios gleichen sich also
genau aus, wenn der Preis der Option gleich Cy = 1 gesetzt wird. Wieder sieht
man sofort, dass kein anderer Preis diese Eigenschaft haben kann: Wenn Cy > 1,
verkaufen wir die Option und kaufen damit das Hedge-Portfolio und erhalten risi-
kolosen Gewinn Cy—1, und falls Cy < 1, wechseln wir mit dem Ké&ufer die Rollen.



96 KAPITEL 5. OPTIONSPREISTHEORIE

Betrachten wir nun etwas allgemeiner ein 1-periodisches Modell mit risikoloser
Zinsrate r > 0 und

g S9 mit Wahrscheinlichkeit p,
T pu—
51 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

und einen Claim H mit Payoff Vi = f5, falls Sy = sy und Vi = fi, falls Sy =
s1. Betrachten wir wieder ein Portfolio (6y,6;) aus Aktienanteilen und Bargeld,
genauer #; Einheiten von Aktien (Wert 6,5;) und 6y Einheiten von einer Anleihe
By, die zum Zinssatz r verzinst wird (Wert 0y By). Dann ergibt sich auf die gleiche
Weise wie vorhin als Bedingung fiir das Hedge-Portfolio

fo = 6oBoe™ + 61 s
fi = 60Boe’" + 01 s
mit der Losung

fo—fi

52—51’

by = Bo_le_rT (f2

91:

(fo — f1)32> '

S9 — 51

Der Wert dieses Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 und somit der Preis fiir diesen

Claim H ist

52—31 82—51

Bemerkung: Diese einfache Rechnung war nur moglich, da es lediglich zwei
mogliche Werte fiir Sy gab - schon bei einer Aufspaltung in drei mogliche Werte
kann man im allgemeinen kein Hedge-Portfolio mehr konstruieren!

Die Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p fiir einen Anstieg bzw. Abfall des Aktien-
kurses kommen in (5.9) nicht vor! Das scheint der Intuition zu widersprechen,
denn es ist naheliegend, anzunehmen, dass fiir gréfleres p der Wert der Call-
Option grofer wird. Dies ist aber nicht der Fall. Die Schitzung von p ist i.a.
abhéngig von den Risikopriferenzen der Investoren; das No-Arbitrage-Prinzip
legt fiir die Option einen Preis fest, der unabhéngig von diesen Préferenzen ist:

Wenn wir die Variable
q= s 21 (5.10)

Vo(H) = e (afs + (1= )f1). (5.11)
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Weiters gilt ¢ € (0,1). Wir kénnen den Preis fiir H also als diskontierten Erwar-
tungswert des Payoffs ausdriicken - jedoch nicht beziiglich p, sondern beziiglich ei-
ner anderen Wahrscheinlichkeit ¢, dem sogenannten risikoneutralen Wahrschein-

lichkeitsmaf Q-

Vo(H) = e TEg [V (H)J. (5.12)

Die Bezeichnung “ risikoneutral” wird durch folgende Beobachtung verstéandlich:
Der Erwartungswert des Aktienpreises unter diesem neuen Wahrscheinlichkeits-
maf ist

EQ(ST) = (QSQ + (1 — q)Sl) = S()QTT,

der Aktienpreis wichst also im Durchschnitt wie eine risikolose Vermdogensform
geméf der Zinsrate r.

Dieses Resultat ist ein Beispiel fiir ein wichtiges allgemeines Prinzip in der Op-
tionstheorie, ndmlich der risikoneutralen Bewertung. Es besagt, dass wir eine
Risikoneutralitdt annehmen kénnen, wenn wir Preise fiir Optionen oder andere
Derivate bestimmen. Die so erhaltenen Preise sind nicht nur in der risikoneutra-
len Welt, sondern auch allgemein korrekt.

Man kann also als Alternative zur Optionspreisbestimmung mit No-Arbitrage-
Uberlegungen im obigen Beispiel den Optionspreis auch mittels risikoloser Be-
wertung erhalten: In der risikoneutralen Welt muss der erwartete Aktienpreis St
am Ende der Periode gleich dem mit der risikolosen Zinsrate r > 0 aufgezinsten
Wert Sy sein; demnach erhélt man ¢ aus der Gleichung

s2q + s1(1 = q) = Soe’™,

woraus (5.10) folgt. Fiir das so bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl @) kann man
nun mittels (5.12) den Preis des entsprechenden Claims bestimmen. No-Arbitrage-
Argumente und risikoneutrale Bewertung liefern also die gleichen Antworten.

5.5.2 Das Cox-Ross-Rubinstein-Binomialmodell

Betrachten wir nun ein binominales Preismodell mit Handelstagen 0,1,2,...,T
fiir ein festes T'. Der Aktienkurs nimmt also die Werte Sy, S1, ..., St an und fiir
jedes t < T gilt

(14+0)S;4 mit Wahrscheinlichkeit p
Sy = ,a<e —1<b
(14+a)S;—1  mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

und r sei die risikolose Zinsrate. Wir wollen nun den Preis fiir einen Claim H
(z.B. eine europiische Call-Option) bestimmen, der zum Zeitpunkt 7" ausgeiibt
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werden kann. Betrachten wir dazu den Wert von H zum Zeitpunkt 7' — 1, so
konnen wir diesen als Startwert fiir ein 1-periodisches Modell (vgl. Abschnitt
5.5.1) interpretieren; es gibt also eine Hedging-Strategie (6y,6;), die den Wert
von H an den Zeitpunkten {7 — 1, T’} repliziert sowie ein risikoneutrales Wahr-
scheinlichkeitsmafl (). Wir konnen also den Wert Vy_; von H zum Zeitpunkt
T — 1 als diskontierten Erwartungswert unter ) berechnen (siehe (5.11)):

Vii=e™" (Qf2 +(1- Q)f1>

mit
_er—l—a

_ 5.13
q P (5.13)

Bemerkung: Hier findet die Bezeichnung risikoneutrales Mafs fiir () wieder eine
Begriindung: Ein risiko-neutraler Investor ist jemand, der indifferent ist zwi-
schen einer Investition mit einem sicheren Ertrag und einer Investition mit einem
unsicheren Ertrag mit gleichem Erwartungswert. Unter () gilt ndmlich fiir den
Erwartungswert von Sr, gegeben Sy =5,

E[Sr|Sr—1=9)=q(1+b)S+ (1 —¢)(1 +a)S =€"S.

Nun kann man analog vorgehen, um Vr_s zu berechnen: die Aktie, deren Wert
St_o jetzt als S geschrieben wird, kann zur Zeit T einen von den drei Werten
(140)2S, (14+a)(1+5b)S und (1 + a)*S annehmen (sieche Abb. 9), der Claim H
muss also zur Zeit T einen von drei Werten annehmen, die wir mit foo, fo1, f11
bezeichnen wollen. Die zwei méglichen Werte von Vy_; (V?, V) kénnen wie oben
nach dem 1-periodischen Modell berechnet werden. Somit kann man auch Vy_s
wie im 1-periodischen Modell berechnen:

Viy — e—f(qvbﬂl—q)‘/“)
= e [Q(Qfm +(1- Q)f21) +(1—q) (‘Jf?l +(1 - q)fuﬂ

= 7 [q2f22 +2q(1 - q) for + (1 — q)2f11]

Der Wert des Claims zum Zeitpunkt 7" — 2 ist also vollstdndig bestimmt durch
Groflen, die dem Investor schon zum Zeitpunkt 7' — 2 bekannt sind.

Diese Rekursion kann nun fortgesetzt werden und auf diese Weise erhélt man V;
fiir jedes t < T.

Speziell erhélt man fiir den Geldbetrag, den man braucht, um eine européische
Call-Option H zu replizieren,
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3
(1+6) S,
(1+b]'Sg
(1+b) so/ (I+) (1+b) S,

(1+a) (1+b) S,

3
(1+a) S0

ABB. 9: EREIGNISBAUM FUR DAS CRR-MODELL

V, = erTi<T>qt(1—q)Tt((1+b)t(1+a)TtSO—K>+ (5.14)

t
_ i G)f—i %((1 FD(+a)"S0)

T/
—_Ke T ( ) t(1 — Tﬂt7
;A . q(1—q)

wobei A die kleinste natiirliche Zahl k ist, fiir die Sp(1+ b)*(1+ a)T=* > K gilt.
Unter Verwendung von (5.13) und ¢’ = ¢(1+b)/e" folgt ¢ € (0,1) und 1 — ¢’ =
(1 —¢q)(1+a)/e", sodass schlieBlich fiir den fairen Preis einer européischen Call-
Option in diesem Binomialmodell folgt:

Vo=S00(AT,q) — Ke""U(A; T, q), (5.15)
mit

U(m;n,p) = i (?)p"(l )"

j=m
Formel (5.15) ist die sog. Coz-Ross-Rubinstein-Binomial-Optionspreis-Formel fiir
einen européischen Call.
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Wir konnten also durch rekursive Anwendung des 1-periodischen Modells den
Preis V) eines Claims H zum Zeitpunkt 0 im Binomialmodell bestimmen. All-
gemeiner ist klar, dass der Wert V; der Option zum Zeitpunkt ¢ < 7' durch die
Formel

Vi =S U(A;T —t,¢) — Ke "I OW(A; T — t, q), (5.16)

gegeben ist, wobei A; die kleinste natiirliche Zahl k ist, fiir die S;(1 + b)*(1 +
a)=t7% > K gilt. Analog zu oben kann man nun die Zusammensetzung des
Hedge-Portfolios zum Zeitpunkt ¢ bestimmen. Das Portfolio (6 ,,6} ;) wird
iiber das Zeitintervall [t — 1,¢) gehalten und muss V; replizieren, d.h.

Op_1S; + 0] 1e" =V,

Setzt man nun fiir S; die zwei moglichen Werte in Abhéngigkeit von S;_; und
fiir V; die entsprechenden Optionswerte ein, so folgt eine eindeutige Losung fiir
(091,60 ). Allgemein gilt demnach fiir 0 <t < T

T—t T _¢
91(5)71 — _Kefr(Tft) Z ( ] )q8<1 _ q)Tftfs
s=A¢
T—t
T—1 s
0, = Y ( ] )(Q')S(l )

s=A¢

Das Hedge-Portfolio besteht also im Zeitintervall [¢,¢ + 1) aus 6Y Einheiten an
Bargeld und 6] Aktienanteilen und wird zum Zeitpunkt ¢ + 1 mit der dann zur
Verfiigung stehenden Information auf die Zusammensetzung (67, ;,6;,,) umges-
tellt. Fiir diese Umstellung sind keine zusétzlichen finanziellen Mittel notwendig.
Das Hedge-Portfolio heisst also selbstfinanzierend, da wihrend der gesamten Lauf-
zeit, in der die Option repliziert wird, keine finanziellen Zu- oder Abfliisse nach
aufen stattfinden.

Bemerkung: Mit diesem Binomialmodell werden in der Praxis auch héufig nu-
merische Approximationsmethoden fiir Preise von Optionen entwickelt, fiir die
keine analytischen Losungen verfiigbar sind. Ein Beispiel sind amerikanische
Call-Optionen: Da diese Optionen zu jedem Zeitpunkt ¢ < T ausgeiibt werden
konnen, wird der wie oben durch Riickwirtseinsetzen gewonnene Wert V¢ der
entsprechenden européischen Call-Option auf einem bestimmten Knoten G des
Zeitpunktes t durch
max{V,%, S¢ — K}

ersetzt, wobei S¢ den Aktienpreis auf diesem Knoten bezeichnet. Analoges gilt
natiirlich fiir amerikanische Put-Optionen.

Auf diese Weise gibt es zwar keine geschlossene Summationsformel, jedoch reichen
in der Praxis oft Rechentiefen im Bereich von n ~ 200 aus, um brauchbare
Néherungen fiir den Optionspreis zu erhalten.
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5.6 Das Black-Scholes-Modell

Die mathematische Theorie der Optionspreisberechnung begann 1900 mit der
Dissertation von LOUIS BACHELIER, der stochastische Prozesse in stetiger Zeit
benutzte, um Optionen und Derivate zu modellieren und deren Preis zu bestim-
men. Seine Arbeit blieb lange Zeit unbeachtet. Erst die bahnbrechenden Arbeiten
von BLACK UND SCHOLES [5] (1973) und MERTON [21] zeigten, wie effektiv sto-
chastische Methoden bei der Optionspreisberechnung eingesetzt werden kénnen.
Obwohl das Black-Scholes-Modell die realen Verhéltnisse nicht vollstindig wi-
derspiegelt, hat es sich doch in der Praxis der Finanzmérkte bewahrt und wird
dort mit seinen vielfdltigen Modifikationen und Weiterentwicklungen als Markt-
standard eingesetzt.

Wir beginnen mit einer Wiederholung der Definition einer Brown’schen Bewe-
gung.

Definition 1 Fine Brown’sche Bewegung (bzw. ein Wiener-Prozess) ist eine

Zufallsfunktion (W : t € R), fir die gilt:
(i) Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt Wy = 0 und Wy ist eine stetige Funktion in t.

(ii) Fir jedest > 0 und h > 0 ist das Inkrement Wy, — Wy normalverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz h, also

Wt+h — Wy~ N<07 h)-

(iii) Aufeinanderfolgende Inkremente W, — Wy, und Wy, ., — W,, sind sto-
chastisch unabhdngig.

Daraus folgt insbesondere, dass W; fiir jedes t selbst normalverteilt ist mit Mit-
telwert 0 und Varianz t. Die Inkremente von W, sind auch stationdr, d.h. die
Verteilung von W, — W, (h > 0) ist unabhéngig von ¢.

Wir betrachten nun einen verallgemeinerten Wiener Prozess W/ mit
dW{ = adt + bdW,.

Fiir jedes t > 0 und h > 0 ist das Inkrement W/, — W/ dann normalverteilt
mit Mittelwert ah und Varianz *h. Somit hat dieser verallgemeinerte Wiener
Prozess erwartete Driftrate (d.h. durchschnittlicher Drift pro Zeiteinheit) a und
Varianzrate (d.h. Varianz pro Zeiteinheit) 0?.

Auf Basis dieses stochastischen Prozesses wird nun ein Aktienpreis (S; : ¢ € R)
durch eine sogenannte geometrische Brown’sche Bewegung modelliert:

dSy = Si(pdt +odWy) (So =S5, p,0...const.) (5.17)
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Mit dieser Wahl ist einerseits gesichert, dass der Aktienpreis immer positiv ist
und zweitens ist der erwartete prozentuelle Return p pro Zeiteinheit (das ist die
erwartete Driftrate dividiert durch den Aktienpreis) bei Investition in eine Aktie
unabhéngig von der Hohe des Aktienpreises. Weiters ist auch die Variabilitiat des
prozentuellen Returns unabhéngig von der Hohe des Aktienpreises. Die Variable
o wird als Volatilitdt des Aktienkurses bezeichnet und p nennt man die erwartete
Return-Rate.

Beispiel 2: Eine Aktie, die keine Dividenden ausbezahlt, habe eine Volatilitét
von 30% per annum und einen erwarteten Return von 15% per annum mit
stetiger Verzinsung. Dann ist 4 = 0.15 und ¢ = 0.30 und der stochastische
Prozess fiir den Aktienpreis ist gegeben durch

dSy

—— = 0.15dt + 0.30 dW.
St

Fiir ein kleines h > 0 gilt dann

Stin — St

G =015h+ 0.30ev/h,
t

wobei € ~ N(0,1).

Das Analogon zur geometrischen Brown’schen Bewegung in diskreter Zeit ist
gegeben durch

A
TS = At + oevV At.

Die Variable AS ist dabei die Anderung des Aktienpreises S in einem kleinen
Zeitintervall At und € ~ N(0,1). Der Return 22 der Aktie in einer kurzen
Zeitspanne At setzt sich also zusammen aus dem erwarteten Return pAt und
einer stochastischen Komponente oev/At, wobei ov/At die Standardabweichung

des Returns in der kurzen Zeitspanne At bezeichnet. Es gilt

% ~ N(pAt, 0*At).

Das Black-Scholes-Modell ist nun ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit
endlichem Zeithorizont T und zwei Finanzgiitern, ndmlich einer festverzinslichen
Anlage (dem Bond) mit kontinuierlicher Verzinsung (Zinsrate r; ihr determinis-
tischer Preisverlauf ist somit gegeben durch B; = €™, t € [0,7T]) sowie eines
Underlyings (z.B. einer Aktie) mit Preisverlauf S;. Die grundlegende Annahme
im Black-Scholes-Modell ist, den Preis (S; : ¢ € R) durch eine geometrische
Brown’sche Bewegung geméf (5.17) zu modellieren. Es zeigt sich, dass dies der
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Annahme einer Lognormalverteilung fiir S entspricht (siehe Abb. 10). Weiters
werden im Black-Scholes-Modell folgende Annahmen getroffen:

1. @ und o sind konstant.
2. Wertpapiere kénnen zu beliebigen Mengen gekauft und verkauft werden.

3. Es gibt keine Transaktionskosten und Steuern. Alle Vermogensformen sind
beliebig teilbar.

4. Es gibt keine Dividenden wéhrend der Lebenszeit des Derivats.
5. Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeiten.

6. Die risikolose Zinsrate r ist konstant.
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ABB. 10: PFAD EINER GEOMETRISCHEN BROWN’SCHEN BEWEGUNG

Bemerkung: Aktienkurse sind charakterisiert durch kleine Auf- und Abwérts-
bewegungen, die sich aufgrund von Kéufen und Verkédufen ergeben. Die Grofle
dieser Bewegungen sind grob gesehen proportional zum Preis des Assets; unter
der Annahme von Unabhéngigkeit ergibt sich, wenn man diese Bewegungen ge-
gen Null gehen 1d8t, mit dem zentralen Grenzwertsatz fiir den Aktienkurs eine
geometrische Brown’sche Bewegung. Aus diesem Grund und vor allem der mathe-
matischen Einfachheit halber wird dieses Modell hiaufig verwendet. Statistische
Untersuchungen legen jedoch nahe, dass die meisten realen Aktienkurse durch
andere Modelle besser beschrieben werden (sieche Abschnitt 5.8).
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5.7 Die Formel von Black-Scholes

Das CRR-Binomial-Modell beinhaltet alle notwendigen Informationen, um die
berithmte Black-Scholes-Formel, die den Preis einer européischen Call-Option
in einem Markt mit stetiger Zeit, der die Annahmen des Black-Scholes-Modells
erfiillt, herzuleiten:

5.7.1 Herleitung

Dazu betrachten wir den Preisprozess S = (S;) auf einem endlichen Zeitintervall
[0, T] auf der reellen Achse und transformieren ihn in ein Problem mit diskreter
Zeit, indem wir ein Binomialmodell S¥ betrachten, das an Sy beginnt und an einer
endlichen Anzahl N von (dquidistant gewahlten) Zeitpunkten seinen Wert éndern
kann. Die Handelszeitpunkte sind also durch T = {0, h, 2h, ..., Nh} C [0, T] mit
h = T/N gegeben. In einem solchen Modell betrachten wir den Wert CJ¥ einer
europdischen Call-Option mit Payoff (Sy — K)™. Nach (5.14) gilt

T T N n
Cy = ey (t)qt(l —q)T’t(SoHRnN - K)
t=0 N . n=1
(SO [1R) - K)
n=1

wobei RY = S%/S(]Ll)h die Werte (1 + b) und (1 + a) annimmt. Wir fixieren
r > 0 und wéhlen fiir ein festes o > 0 (das die Volatilitét pro Zeiteinheit des

Aktienpreises in stetiger Zeit reprasentieren wird) und festes N die Parameter a
und b fiir SV in folgender Weise:

= €7TTEQ

)

erh erh

1+0 1
0 _ grovh g 10 ovh (5.18)

Durch diese Wahl konvergiert der Aktienpreisprozess SV fiir N — oo gegen eine
geometrische Brown’sche Bewegung:
Nach (5.13) folgt aus (5.18)
I e—oVh
1= e-i—a\/ﬁ — 6—0\/3.

Nun definieren wir

N
n

N
N _ R _ N
Y, =log - und N = g Y.,
67"
n=1

sodass

N N
e_TTHRfy = exp (ZYRN) = eV,
n=1 n=1
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Es ergibt sich also
Jr
Cév = EQ |:(S() €ZN — e*TTK) :| .

Lemma (Zentraler Grenzwertsatz):
Sei (Y;V)<n eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen

mit Mittelwert py derart, dass (Nuyx)n 2% )1 < 00, und deren Varianz die
Form o?/N + o(1/N) hat. Dann gilt

N
A R
n=1

wobei die Zufallsvariable Z ~ N(u,0?) normalverteilt ist mit Mittelwert

und Varianz o?2.

Da YV die Werte +0v/h annimmt, ergibt sich fiir das zweite Moment T /N
und der Erwartungswert py ist gegeben durch

E[YY] = oVhg — oVh(l —q) = (2¢ — 1)ovVh = 2%10\/7.

Damit der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, muss also noch ge-
zeigt werden, dass 2¢ — 1 von der Ordnung 1/v/N ist. Dies ergibt sich aus

2q—1 = 1-2(1—-9q)
e—l—a\/ﬁ_l

- 1_26"1’0'\/5_6*0'\/5

und Taylorreihenentwicklung dieser Funktion nach v/h ergibt 2 — 1 = —%a\/ﬁ +
O(h), also 2¢ —1 = —10+/T/N + O(1/N). Somit folgt Nuy — —30°T fiir N —
00. Aus der obigen Version des zentralen Grenzwertsatzes folgt also Zy Ny
und da (Spe?y — e "TK)* gleichgradig integrierbar ist, konvergiert C¥ somit

gegen
Jr
E {(SO e? — e_TTK) } ,

wobei der Erwartungswert jetzt beziiglich der Verteilung von Z ~ N (—%O'QT, a*T)
zu berechnen ist. Diesen Ausdruck kénnen wir nun wie folgt berechnen:

Wir standardisieren Z und sehen, dass die Zufallsvariable X = (1/0v/T)(Z +
10°T) ~ N(0,1), bzw. Z = oV/TX — LT, sodass sich der Grenzwert von C}
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aus folgendem Integral ergibt:

1
o + e 2
C, = / (S efazT/QJro\/T:r . efrTK) dr
0 . 0 o

> dx
= S / e TRV Tes? T e (1
0 8 \/ﬁ ( (7))

© @-ovD)? dx
= S e 2 —— — Ke'(1- @
g N (1-2()

_ 50(1 — Dy — aﬁ)) . Ke’TT(l - cb(y)),
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet und

log(K/Sy) + (50° — )T
y= T -

Diese Formel lasst sich nun noch umschreiben und wir erhalten:

Satz 3: Formel von Black-Scholes

Sei der Aktienkurs durch eine geometrische Brown’sche Bewegung (5.17) ge-
geben und p, o und r konstant. Unter den Annahmen von Seite 103 ist dann
der Preis einer europdischen Call Option bei gegebenen Parametern K, T,
r, o, So gegeben durch

Co = Sp®(dy) — e " TKd(d) (5.19)
mat
g log(So/K) + (r £ 306*)T
+ — U\/T )
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet. [ |

5.7.2 Diskussion

Indem wir in (5.19) 7" durch 7' — ¢ und Sy durch S; ersetzen, ergibt sich sofort
der Wert C; der Option zum Zeitpunkt £. Man kann die Option in diesem Fall
auch als einen Vertrag betrachten, der zum Zeitpunkt ¢ abgeschlossen wurde mit
Laufzeit T — t:

Ct == Stq)(dt+) — e_r(T_t)K(b(dt_), (520)
mit
log(Si/K) + (r + 30°)(T — 1)

oV —t

Ayt =
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Wenden wir die Call-Put-Paritit auf (5.20) an, so ergibt sich der Preis einer eu-
ropaischen Put-Option P; mit den gleichen Parametern im Black-Scholes-Modell
zu

Pt = KG_T(T_t)(b(—dt_) — St(b(dt+).

Wir untersuchen nun das Verhalten des Preises C; (analoge Uberlegungen kénnen
fiir P, erfolgen):

Fiir steigendes S; wachsen d;+ in (5.20) unbeschrankt, sodass ®(d;+) gegen 1 und
C, somit gegen S; — Ke "(T=% strebt. Die Option bekommt also die Bedeutung
eines Forward-Vertrages mit Ausiibungspreis K, da es “sicher” ist, dass sie zum
Zeitpunkt T ausgeiibt wird. Wenn die Volatilitdt o gegen 0 geht, wird d;+ eben-
falls unendlich grof}; die dann risikolose Aktie verhélt sich dann wie eine Anleihe
(bzw. Geld in der Bank).

Fir t — T (d.h. die Laufzeit geht gegen 0) und S; > K gilt dix — 400 und
e "It — 1, sodass C; gegen Sy — K strebt. Im Fall S, < K ist log(S;/K) < 0,
sodass diy — —oo und Cy — 0. Somit gilt, wie erwartet, C; — (S7 — K)™ fiir
t—T.

Aus (5.20) ldsst sich eine natiirliche Hedging-Strategie ableiten, da der Wert
der Option zum Zeitpunkt ¢ als Linearkombination von Aktieneinheiten S; und
Bondeinheiten B; gegeben ist mit By = 1 und B, = e"'By = ¢". Es folgt also
folgende Zusammensetzung fiir das (die Call-Option) replizierende Portfolio zum
Zeitpunkt ¢:

Satz 4: Hedging-Strategie fiir Black-Scholes

Der Wert Cy der Option kann durch Handeln mit der Aktie risikolos erzeugt
werden. Dazu muss das Portfolio zum Zeitpunkt t 6° Bondanteile und 0}
Aktienanteile beinhalten mait

Qto = —Ke_rTCI)(dt_), Qtl = (b(dt+)

Bemerkung: Der Optionspreis (5.19) hingt von der risikolosen Zinsrate r und
der Volatilitdt o der Aktie ab, nicht jedoch vom Drift ;1 des Aktienpreises, der
auch der unmittelbare erwartete Return der Aktie ist. In die Herleitung geht nur
ein, dass dieser Wert konstant ist, die GroBle von p ist jedoch fiir den Optionspreis
irrelevant. Anders ausgedriickt: Zwei Investoren sind sich beziiglich des Options-
preises einig, obwohl sie sich uneinig beziiglich des erwarteten Returns der Aktie
sein konnen!
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Ubung 2:
Berechne den Preis einer Call Option mit folgenden Daten: Der Zinssatz

@ pro Jahr liegt bei 4%, die geschitzte Volatilitat o bezogen auf ein Jahr bei
0.18, der Preis der Aktie zum Zeitpunkt 0 bei 20 €. Die Option hat einen

Ausiibungspreis von 25 € in T = 2 Jahren (s.a. Abb. 11). Uberpriife das
Ergebnis mit MAPLE [16] und der dort eingebauten Formel

> with(finance);
> blackscholes(S,K,r,T,sigma);

25+
20

15
C(so) |

10+

o 10 20 30 40 50
So

ABB. 11: WERT DER CALL OPTION IN ABHANGIGKEIT VON Sy FUR T =0,1,2 (UBUNG 2)

5.8 Weitere Modelle

Es gibt eine Vielzahl von Verallgemeinerungen des Black-Scholes-Modells (z.B.
Einbeziehung von Dividendenzahlungen, Verallgemeinerung auf mehrere Aktien,
auf stochastische Zinsraten r(t), stochastische Volatilitiat o(t), Modellierung von
Wechselkursen, Einbeziehung von Transaktionskosten,usw.).

Im allgemeinen gibt es dann keine geschlossenen Formeln mehr.

Das Black-Scholes-Modell basiert auf der Annahme von normalverteilten Log-
Returns. Reale Daten weisen jedoch vielfach ein anderes Verhalten auf. Die
Entwicklung einer allgemeineren Optionspreistheorie “jenseits” von Black-Scholes
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hat sich in den letzten Jahren rasant weiterentwickelt (beispielsweise mit hyper-
bolischen Verteilungen (vgl. EBERLEIN [10]) oder mit gebrochener Brown’scher
Bewegung (vgl. MANDELBROT [20])). Allerdings wird die Situation wesentlich
komplizierter, wenn man iiber das Black-Scholes-Modell hinausgeht, da man dann
nicht mehr aus reinen No-Arbitrage-Argumenten eindeutige Preise und entspre-
chenden Handelsstrategien ableiten kann. Aus diesem Grund spielt fiir Praktiker
das Black-Scholes-Modell nach wie vor eine grundlegende Rolle.

5.9 Marktgleichgewicht und Derivate

In Abschnitt 5.6 haben wir die Black-Scholes-Formel mit einem Hedging- Argument
in stetiger Zeit hergeleitet. Dasselbe Ergebnis erhdlt man auch mit 6konomischen
Argumenten bei der Betrachtung eines Marktgleichgewichts bei risikoaversen In-
vestoren. Diesen Zugang wollen wir hier nachvollziehen:

5.9.1 Marktgleichgewicht

Wir definieren zuerst den Begriff eines Pareto-optimalen Risikoaustausches. Dazu
betrachten wir n Firmen (bzw. Entscheidungstriger). Wir nehmen an, dass
Firma ¢ am Ende des Jahres ein Vermogen W; besitzt und nach einer Nutzen-
funktion u;(w) handelt. Hier sind also Wy, ..., W, Zufallsvariablen mit bekannter
gemeinsamer Verteilung. Sei W = W, + ... + W,, das Gesamtvermdégen der n
Firmen. Ein Risikoaustausch ist eine Umverteilung des Gesamtvermogens. Be-
zeichnet X; das Vermogen der Firma ¢ nach dem Risikoaustausch , so muss gelten

X1—|—+Xn:W,

da das Gesamtvermogen ja gleich bleiben muss. Der Wert des Risikoaustausches
fiir Firma ¢ wird gemessen durch

Definition 2 FEin Risikoaustausch (X1,...,X,) heifit Pareto-optimal, falls es
nicht maoglich ist, die Situation einer der Firmen zu verbessern, ohne dabei die
Situation von mindestens einer anderen Firma zu verschlechtern. FEs gibt also

keinen Risikoaustausch (Xy, ..., X,) mit

Elui(X;)] > Elu;(X;)] firi=1,...,n,
wobei mindestens eine dieser Ungleichungen strikt ist.

Wenn Firmen bereit sind, zu kooperieren, sollten sie also einen Pareto-optimalen
Risikoaustausch wéhlen.
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Die Pareto-optimalen Risikoaustausche bilden eine Familie mit n —1 Parametern.
Sie kénnen auf folgende Weise bestimmt werden: Wihle k; > 0,...,k, > 0 und
maximiere den Ausdruck

Z kB (X)), (5.21)

wobei das Maximum iiber alle Risikoaustausche (X7,...,X,) zu nehmen ist.
Dieses Problem hat eine relativ explizite Losung:

Satz 5: (Borch) ) )
Ein Risikoaustausch (Xi, ..., X,
Zufallsvariablen ku,(X;) firi =

) mazximiert (5.21) genau dann wenn die
1,...,n ident sind.

Beweis: siehe Ubungsaufgabe 23.

Auf diese Weise bekommt man fiir jede Wahl von k; > 0,... &, > 0 ein Pareto-
optimales Gleichgewicht. Umgekehrt erhilt man bei risikoaversen Nutzenfunk-
tionen auf diese Weise jedes mogliche Pareto-optimale Gleichgewicht (siehe [12]).

Betrachten wir nun einen Markt mit n Firmen (jeweils mit Nutzenfunktion u;).
Aus obigem folgt, dass die Firmen sich einem Pareto-optimalen Risikoaustausch
unterziehen sollten. Eine Moglichkeit eines solchen Pareto-optimalen Austausches
basiert auf dem ckonomischen Gleichgewicht:

Nehmen wir an, dass auf dem Markt zufillige Zahlungen gehandelt werden. Der
Preis H(Y') fiir eine solche Zahlung Y (die ja eine Zufallsvariable ist) wird be-
rechnet durch

H(Y)=E[¥Y]. (5.22)

Hier ist W eine positive Zufallsvariable. Wir wollen vorerst annehmen, dass H (Y')
den Preis am Ende eines Jahres représentiert und die Zinsrate r = 0 betrégt. Der
Preis einer konstanten Zahlung muss demnach identisch dieser Konstante sein.
Daraus folgt aber E[U] = 1. Der Preis kann dann in der Form

H(Y) = E[Y] + Cov (Y, 0) (5.23)

geschrieben werden; er ist also darstellbar als Erwartungswert der Zahlung plus
einer Korrektur, die die Marktbedingungen widerspiegelt. Eine andere Interpre-
tation ergibt sich aus

EqlY] = E[¥Y] fiir alle Y.

Demnach ist H(Y') der Erwartungswert von Y beziiglich einem neuen Wahr-
scheinlichkeitsmafl ). W ist also die Radon-Nikodym-Ableitung des ()-Mafles



5.9. MARKTGLEICHGEWICHT UND DERIVATE 111

beziiglich des urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafles. Aus diesem Grund wird
U auch Preisdichte genannt.

Firma ¢ wird also eine zufillige Zahlung Y; kaufen wollen, um ihren erwarteten
Nutzen zu maximieren:

max E[u;(W; +Y; — H(Y,))].

(Der Vermogensstand W; der Firma ¢ ist dabei selbst eine Zufallsvariable.)

Satz 6: 3
FEine Zahlung Y; lost das Problem

max E[u;(W; +Y; — H(Y;))]
genau dann, wenn

(Wi +Y; — H(Y;)) = OE[u,(W; + Y; — H(Y}))]. (5.24)

Beweis: Siehe Ubungsaufgabe 24.

Dieses optimale }71 ist eindeutig bis auf eine Konstante, somit ist }71 - H (}71)
eindeutig. Dieser Ausdruck wird als Netto-Bedarf (engl. net demand) der Firma
1 bezeichnet und ist also eine optimale Zahlung mit Preis 0.

Fiir ein gegebenes ¥ definieren wir den Uberschussbedarf (engl. excess demand)

n

SV - H(Y) (5.25)

=1

Die Firmen konnen ihren jeweils erwarteten Nutzen nur dann gleichzeitig maxi-
mieren, wenn dieser Ausdruck gleich Null ist (die sog. market clearing condition).
Das fiihrt zu folgender

Definition 3 FEine Preisdichte W und die Zahlungen Yy, ....Y, bilden ein Gleich-
gewicht, wenn (5.25) verschwindet und wenn (5.24) firi=1,...,n erfillt ist.

Ein Gleichgewicht induziert also einen Risikoaustausch (X7, ..., X,,) mit
Xi:VViJrffi—H(f/i) firi=1,...,n.
Bedingung (5.24) besagt also, dass

wl(X;) = UE[u)(X;)] firi=1,...,n.
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Nach Satz 5 ist ein Risikoaustausch, der durch ein Gleichgewicht impliziert wird,
also Pareto-optimal (mit k; = 1/E[u}(X;)]).
Die Umkehrung gilt in folgendem Sinne: Sei (W7, ..., W,,) bereits Pareto-optimal.

Dann bilden Wy, ..., W, und ¥ ein Marktgleichgewicht, wenn wir
ui (W)

= Bl (W)

2

setzen. Dartiberhinaus gilt dann wegen (5.24)

Y,—H(Y;)=0 firi=1,...,n.

Beispiel 3: Falls alle n Firmen exponentielle Nutzenfunktionen benutzen,
erhalten wir aus (5.24)

RS
wobel k; eine Konstante ist. Der Nettobedarf der Firma ¢ ist somit
~ ~ 1 1
Y- HY;) = -W; — —In¥ + E[YW;] + —E[V In ¥].
i a;

Im Gleichgewichtszustand muss die Summe {iber i verschwinden, also
1
0=-W-——-InV¥ + &k,
a

wobei x wieder eine Konstante ist. Wegen E[U] = 1 folgt daraus

efaW

wzﬁgmu (5.26)

5.9.2 Preisbestimmung von Derivaten

In einem Gleichgewicht ist der Preis einer Zahlung Y also durch H(Y') mit (5.22)
gegeben, wobei U die Gleichgewichts-Preisdichte bezeichnet. Die Zufallsvariable
Y ist typischerweise der Wert eines Assets oder eines Derivats am Ende einer
Periode. Unter bestimmten Bedingungen kann der Preis eines Derivats durch
den Preis des zugrundeliegenden Assets ausgedriickt werden:

Dafiir nehmen wir an, dass die Zufallsvariable ¥ Lognormal-verteilt ist, d.h.

U =e?,
wobei Z eine Normalverteilung hat, deren Varianz wir mit v bezeichnen. Wegen
1

1 =E[V] =exp (E[Z] + §y2>
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folgt E[Z] = —112.

Aus (5.26) sieht man, dass die Annahme eines lognormalverteilten ¥ im Falle
exponentieller Nutzenfunktionen der Annahme eines normalverteilten Gesamt-
vermogen W entspricht.

Wie in Abschnitt 5.6 modellieren wir den Wert eines Assets S (also z.B. einer
Aktie) am Ende der Periode durch eine lognormalverteilte Zufallsvariable:

S = SQGR,

wobei Sy der beobachtete Preis des Assets zu Beginn der Periode ist und R ~
N(u,0%). Weiters nehmen wir an, dass die gemeinsame Verteilung von (Z, R)
bivariat normal ist mit Korrelationskoeffizient p. Dann folgt fiir die MGF von R
beziiglich des ()-Mafles:

Eqle'] = E[Ve'] = E[e? ] = exp (t(,u + pvo) + %tQUZ). (5.27)

2

Die Verteilung von R beziiglich @) ist immer noch normal, mit Varianz ¢* und

neuem Erwartungswert
pQ = p+ pro.
Fiir puq lasst sich nun ein praktischerer Ausdruck finden: Wenn wir eine risikolose

Zinsate r > (0 voraussetzen, so gilt (da Sy ja der Preis des Assets zu Beginn der
Periode ist)

So=e "H(S) =e "Eg[S] (5.28)
und es folgt
-r R —r 1 2
So =€ "SoEg[e] = e "Syexp <,LLQ +30 >,
o2
bzw. pg=r1r— 5 (5.29)

Fiir den Preis eines Derivats, dessen Wert am Ende der Periode durch eine Funk-
tion f(S) gegeben ist, folgt dann

Vo = e "H(f(S)) = e "Eqlf(Soe"),

wobei R normalverteilt ist mit Erwartungswert (5.29) und Varianz o2

Fiir Periodenléinge T gilt alles analog, indem wir jetzt p durch uT', o? durch 0T
und r durch 77T ersetzen. Fiir eine européische Call-Option mit f(S) = (Sp—K)*
ergibt sich daraus wieder die Black-Scholes-Formel (5.19).

Mit dieser Methode kann man auch Preise von Derivaten in allgemeineren Situa-
tionen bestimmen, beispielsweise falls die Derivate von mehreren Assets abhédngen
oder falls S eine lineare Funktion von W ist:
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Beispiel 4: In der Situation von Beispiel 3 nehme man S = ¢WW an. Dann

gilt
=" _ E[Se"]  E[Se ]
= EolS] = =y = B (5.30)
mit o = a/q. Nach (5.28) ist a durch die Bedingung
E[Se] _ .
E[e*as] =€ So (531)

bestimmt. Der Preis eines Derivats mit Payoff f(S) ergibt sich demnach zu

o L E[f(S)e ]
Vo =e¢ "Eqlf(5)] =e T[] (5.32)
Dies ist die sog. Esscher-Methode nach BUHLMANN.
Mit (5.31) ergibt sich aus (5.32) weiters
_ o E[f(S)e ]
Vo = S0 —Froees (5.33)
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H. GERBER UND G. PAruMI: “Utility Functions: From risk theory to
finance” [14]

5.11 Ubungsaufgaben

1. (a) Was ist der Unterschied zwischen dem Einnehmen einer long position in
einem Forward-Vertrag mit Forward-Preis 50 € und dem Einnehmen einer
long position in einer Call-Option mit Ausiibungspreis 50 € 7

(b) Ein Spekulant wiirde gern vom (subjektiv erwarteten) Anstieg einer
bestimmten Aktie profitieren. Der derzeitige Aktienkurs betréagt 29€ und
eine europdische Call-Option (T=3 Monate, K=30<€ ) kostet 2.90 €. Dem
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Spekulanten stehen 5800€ zum Investieren zur Verfiigung. Man identi-
fiziere zwei alternative Strategien - eine mit Investition in die Aktie, die
andere mit Investition in die Option. Was sind jeweils die potenziellen
Gewinne bzw. Verluste?

2. (a) Eine Firma weif}, dass sie in 4 Monaten eine gewisse Geldmenge in einer
auslindischen Wéhrung erhalten wird. Mit welchem (i) Forward-Vertrag
bzw. (ii) Optionsvertrag kann man diese Transaktion hedgen? Was ist der
Unterschied zwischen (i) und (ii)?

(b) Der Goldpreis sei derzeit 500€ pro Unze und der Forward-Preis fiir
Goldkauf in einem Jahr sei 700€ pro Unze. Wie kann man damit risiko-
losen Profit (Arbitrage) machen, wenn man Geld mit einer Verzinsung von
10%p.a. borgen kann? (Man nehme an, dass das Lagern von Gold nichts
kostet.)

3. (a) Beschreibe den Payoff des folgenden Portfolios: eine long position in
einem Forward-Vertrag auf ein Asset und eine long position in einer eu-
ropaischen Put-Option mit jeweils gleicher Filligkeit T'; der Ausiibungspreis
K der Option sei gleich dem Forward-Preis des Assets zum Zeitpunkt 0.

(b) Uberpriife die Richtigkeit folgender Aussage:

“Eine long position in einem Forward-Vertrag ist dquivalent mit einer long
position in einer européischen Call-Option und einer short position in einer
europdischen Put-Option.”

4. Man l6se die Ubungsaufgabe von Seite 91.
5. Man beweise (5.5),(5.6),(5.7) und (5.8) aus Abschnitt 5.3.2.

6. (a) Bestimme eine untere Schranke fiir eine Call-Option auf eine Aktie, die
keine Dividenden zahlt, mit T" = 4 Monaten und K = 25€ , wenn die
risikolose Zinsrate 8% p.a. und Sy = 28 € betragt.

(b) Der Preis einer amerikanischen Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden zahlt, sei 4€ . Dabei sei der Aktienpreis S = 31€, K =30€
die risikolose Zinsrate gleich 8% p.a. und T' = 3 Monate. Man bestimme
obere und untere Schranken fiir den Preis eines amerikanischen Puts mit
den gleichen Parametern.

7. Seien (1, Cs und Cj5 die Preise von européischen Call-Optionen mit Ausiibung-
spreisen K, Ky bzw. K3, wobei K3 > Ky > K; und K3 — Ky = Ky — K.
Man zeige

Cy <0.5(Cy + C3),

falls alle Optionen den gleichen Ausiibungszeitpunkt 7" besitzen.
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10.

11.

12.

13.

Der Preis einer européischen Call-Option mit 7' = 6 Monaten und K =
30€ sei 2€ und es gelte Sy = 29€ sowie eine risikolose Zinsrate von 8%
p.a. Wieviel kostet eine européische Put-Option mit 7' = 6 Monaten und
K = 30<€, wenn eine Dividende von 0.5€ in 2 und in 5 Monaten erwartet
wird?

Drei européische Put-Optionen auf eine Aktie haben gleiches Ausiibungs-
datum 7" und Ausiibungspreise b5€ | 60 € bzw. 65<€ . Ihr Preis am Markt
ist 3€ , 5€ bzw. 8€ . Wie kann man aus diesen einen Butterfly-Spread
erzeugen? Man gebe eine Tabelle mit dem Gewinnverlauf bei solch einer
Handelsstrategie. In welchem Bereich muss St liegen, damit der Butterfly-
Spread zum Verlust fithrt?

(a) Man zeige mittels Put-Call-Paritét, dass die Kosten fiir das Erstellen
eines Butterfly-Spreads mit européischen Puts und eines solchen mit eu-
ropaischen Calls gleich grof3 sind!

(b) Wie kann ein Forward-Vertrag auf eine Aktie mit vereinbartem Preis
und Verkaufsdatum durch Optionen repliziert werden?

Betrachte folgendes Modell mit T = {0,1} und 2 Zusténden am Ende der
Periode: Zur Zeit T' = 0 sei der Preis von Weizen mit 70 € gegeben und
es sei bekannt, dass der Wert bis zur Zeit T = 1 auf 120 € oder auf 80
€ steigt. Der effektive Zinssatz fiir ein Barkonto innerhalb der Periode sei
r > 0. Berechne den Wert V) einer européischen Call Option zum Zeitpunkt
T = 0 mit Ausiibungspreis K = 100 € auf 3 verschiedene Arten:

a) durch Konstruktion einer Hedging-Strategie.
b) durch Konstruktion eines risikoneutralen Mafles.

¢) durch Berechnung der Zustandspreise.

Berechne den Preis Vj einer européischen Call-Option im CRR-Modell (siehe
Abschnitt 5.5.2) mit 7= 3, r = 0, K = 110€ und Sy = 100<€ unter der
Annahme, dass der Aktienpreis an jedem Handelstag um 20% steigt oder
fallt. Berechne weiters die Hedging-Strategie. Wie kann man einen risiko-
losen Profit von 1.000.000 € erzielen, wenn die Option zu einem Preis von
Vo + 5 € gehandelt wird?

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 100€ . Fiir jeden der beiden folgenden
halbjahrigen Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% fallt. Die risikolose Zinsrate sei 8% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der (heutige) Wert einer européischen Call-Option mit 7' = 1
Jahr und K = 1007

b) Was ist der (heutige) Wert einer européischen Put-Option mit 7' = 1
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Jahr und K = 1007
¢) Man tiberpriife die Giiltigkeit der Call-Put-Paritét.

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50€ und es sei bekannt, dass er in 2
Monaten entweder 53 € oder 48 € sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 10%
p.a. (stetige Verzinsung). Man verwende No-Arbitrage-Argumente, um den
Preis einer européischen Call-Option mit 7" = 2 Monaten und K = 49 zu
bestimmen. Was ist der faire Preis fiir eine europédische Put-Option mit
den gleichen Parametern?

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50€ und es sei bekannt, dass er in 6
Monaten entweder 60 € oder 42 € sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 12%
p.a. (stetige Verzinsung). Man berechne den Preis einer européischen Call-
Option mit T = 6 Monaten und K = 48 zu bestimmen und verifiziere, dass
No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneutralen
MafBes die gleichen Antworten liefern.

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40€ und es sei bekannt, dass er in 3
Monaten entweder 45€ oder 35€ sein wird. Der risikolose Zinssatz sei
8% p.a. (vierteljahrliche Verzinsung). Man berechne den Preis einer eu-
ropaischen Call-Option mit 7" = 3 Monaten und K = 40 und verifiziere,
dass No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneu-
tralen Mafles die gleichen Antworten liefern.

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40€ . Fiir jede der beiden folgenden
3-Monats-Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% fallt. Die risikolose Zinsrate sei 12% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der Preis einer europiischen Call-Option mit 7" = 6 Monaten
und K = 427

b) Was ist der Preis einer amerikanischen Put-Option mit 7" = 6 Monaten
und K = 427

Der derzeitige Preis Sy einer Aktie sei 25€ und es sei bekannt, dass er
in T' = 2 Monaten entweder St = 23€ oder St = 27€ sein wird. Die
risikolose Zinsrate sei 10% p.a. (stetige Verzinsung). Was ist der faire Preis
eines Derivats, das zum Zeitpunkt 7' einen Payoff von S2 liefert?

Man l6se die Ubungsaufgabe (2) von Seite 107.

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Vo-
latilitdat 0 = 0.30 modelliert und der derzeitige Preis sei Sy, = 50€ .
Man berechne den Preis einer europiischen Put-Option (7" = 3 Monate,
K = 50€ ), wenn die risikolose Zinsrate 10% p.a. betrigt (stetige Ver-
zinsung)! Wie kann man daraus den Preis einer européischen Call-Option
berechnen?
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21.

22.

23.

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit einer
Volatilitdt von 30% pro Jahr modelliert und der derzeitige Preis sei Sy =
69€ . Man berechne den Preis einer européischen Put-Option (7' = 3
Monate, K = 70€ ), wenn die risikolose Zinsrate 5% p.a. ist (stetige
Verzinsung)!

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Vo-
latilitat o = 0.35 und einem erwarteten jahrlichen Return von 16% model-
liert und der derzeitige Preis sei Sy = 69€ ..

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine

(a) europdische Call-Option
(b) européische Put-Option

auf die Aktie mit K = 40€ und T = 6 Monaten ausgeiibt werden wird?
Man berechne weiters die Preise der beiden Optionen, wenn der risikolose
Zinssatz 5% p.a. betragt!

Man beweise Satz 5 von Seite 110.

24. Man beweise Satz 6 von Seite 111.



Simulationstechniken

In diesem Kapitel wollen wir einige Simulationstechniken, die in der Versicherungs-
und Finanzmathematik verwendet werden, behandeln.

6.1 Die Monte Carlo Methode

6.1.1 Allgemeines

Sei Z eine Zufallsvariable, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, ),
und nehmen wir an, wir wollen

z:]E[Z]:/QZdu (6.1)

in einer Situation berechnen, in der z nicht analytisch bestimmbar ist, aber Z
simuliert werden kann. Fiir gegebene (€2, 1) und Z reduziert sich dieses Problem
auf die Berechnung von

1) = [ feax (62

wobei f eine Funktion auf dem s-dimensionalen Einheitsintervall I° = [0, 1]* ist.
Es handelt sich also um das Problem einer numerischen Integration.

Die grundlegende Idee der Monte Carlo (MC) Methode besteht nun darin, N
zufillige unabhéngige Integrationspunkte X, ..., Xy in I* zu wihlen (geméf der
Gleichverteilung in [0, 1]*) und (6.2) durch das arithmetische Mittel

I(f) = 5 D7) (63)

zu approximieren. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt Iy (f) — I(f)
fiir N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

119
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Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann der Fehler der Approximation

1N
IN—[:N;f(Xn)_E[f]

niherungsweise durch eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
0 und Varianz ¢?/N beschrieben werden, wobei o = [,,(f )2dx. De-
mentsprechend liefern Monte Carlo Schétzer eine probablhstlsche Fehlerschranke
O(N~%2). Man beachte, dass diese Schranke (im Gegensatz zu klassischen nu-
merischen Integrationsmethoden) nicht von der Dimension s abhéngt!

In praktischen Implementationen werden die Zufallsvektoren xi,...,xy durch
einen deterministischen Algorithmus generiert, von dem man hofft, dass er die
Gleichverteilung moglichst gut “imitiert”. Diese Imitationen werden Pseudo-
Zufallszahlen genannt und ihre Giite kann durch statistische Tests untersucht
werden.

6.1.2 Anwendungen in der Risikotheorie

In der Risikotheorie kann man mit der Monte Carlo Methode beispielsweise Ruin-
wahrscheinlichkeiten mit endlichem Zeithorizont z = (u,T") simulieren, indem
man den Risikoprozess {R;} bis zur Zeit T' (bzw. min(7, 7(u))) simuliert und Z
als den Indikator wahlt, dass Ruin aufgetreten ist:

Zz[( inf Rt<0>:[(7'(u)§T).

0<t<T

Es werden als N unabhéngige Stichproben Z;, ..., Zy simuliert und z = ¥ (u, T
wird durch den empirischen Mittelwert

i+ ...+ Zn
N

geschéitzt. Die Varianz von Z wird dann durch die empirische Varianz

:Ng . — 2) ZZQ 5

geschitzt und nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt v N(z — 2) 4N (0,0%),
wobei 0% = Var(Z). Somit ist

z =

1.96s
VN

ein asymptotisches 95%-Konfidenzintervall fiir z und in dieser Form wird ein Si-
mulationsresultat typischerweise angegeben.

zx
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Die hier dargestellte einfachste Form der MC-Simulation wird auch Crude Monte
Carlo (CMC) Methode genannt, da sie auf vielfache Weise verbessert werden
kann:

6.1.2.1 Varianzreduktionstechniken

Um die Varianz des CMC-Schétzers Z von z zu reduzieren, versucht man bei-
spielsweise eine andere Zufallsvariable Z’ zu finden, sodass E[Z'] = E[Z] = z,
jedoch (hoffentlich) Var(Z’) < Var(Z). Dies ist ein klassisches Problem in der Si-
mulationstechnik und im allgemeinen ist es sehr aufwendig. Es muss also Var(Z’)
schon bedeutend kleiner sein als Var(Z), damit sich Varianzreduktionsmethoden
lohnen (falls beispielsweise Var(Z') = Var(Z)/2 gilt, dann kann man durch Ver-
doppeln der Simulationslaufe N auf 2N mit der CMC-Methode die gleiche Ge-
nauigkeit erreichen wie fiir N-malige Simulation von Z’ und in den meisten Fallen
ist solch eine geringe Erhohung der Simulationsldufe unproblematisch).

Wir werden nun zwei Methoden untersuchen, die zum Studium von Ruinwahr-
scheinlichkeiten geeignet sind:

Bedingtes Monte Carlo: Sei Z ein CMC-Schétzer und Y eine andere Zufalls-
variable, die zur gleichen Zeit wie Z erzeugt wird. Dann gilt fir Z' = E[Z|Y],
dass E[Z'] = E[Z] = z, also kommt Z’ fiir einen Monte Carlo Schétzer von z in
Frage. Wegen

Var(Z) = Var(E[Z|Y]) + E[Var(Z|Y)]

folgt
Var[Z'] < Var|Z],

sodass die bedingte Monte Carlo Methode immer zu einer Varianzreduktion fiihrt.
Importance Sampling: Hier ist die Idee, z = E[Z] durch Simulation beziiglich
eines Wahrscheinlichkeitsmafles () zu bestimmen, wobei () ein zum urspriinglichen

Wahrscheinlichkeitsmafl P dquivalentes Maf ist (d.h. die jeweiligen Nullmengen
sind identisch). Dann existiert eine Zufallsvariable L, sodass

2z =E[Z] = Eg[LZ].
L = % ist die Radon-Nikodym-Dichte von @ bzgl. P und wird als likelihood

ratio bezeichnet.
Man generiert nun mit der CMC-Methode (Z1, Ly), ..., (Zn, Ly) von @ und ver-

wendet den Schétzer
| XN
Zrs = N ;l L;Z;
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sowie das Konfidenzintervall

wobel

1 — 1 —
2 L o o2+ 2,2 22
51 = ;(LZZ, Z1s)” = N ;Li Zi = Z1s-
Dabei hingt es von der Wahl von @) ab, ob Varianzreduktion erreicht wird oder
nicht. Das Problem ist also, ein effizientes () zu finden:

Es gibt ein optimales (), definiert durch % =Z/E[Z)=Z/z, d.h. L =2/Z (das
Ereignis {Z=0} ist irrelevant wegen Q(Z=0)=0). Dann gilt namlich

2
Varg(LZ) = Eq(LZ)* — (Eq(LZ))" = Eq[2%] ~ o[~
Es scheint also, als hétten wir einen Schétzer mit Varianz 0 erzeugt. Jedoch
ist z nicht analytisch verfiighar (wir wollen es ja simulieren!), also kénnen wir
L = Z/z nicht berechnen (aufierdem kann es oft unmdoglich sein, @ in einer Form
auszudriicken, die es ermdoglicht, von @) zu simulieren).

Jedoch bekommt man durch obiges Ergebnis eine Suchhilfe fiir (): Versuche @) so
zu wahlen, dass % “moglichst proportional” zu Z ist. Dies wird i.a. schwierig
sein, jedoch kann man beispielsweise versuchen, () so zu wéhlen, dass grofiere

Werte von Z wahrscheinlicher werden.

Z}Q:ZQ—ZQ:O.

6.1.2.2 Simulation seltener Ereignisse

Oft sind Schétzungen von kleinen Werten z = P(A) gesucht (z.B. von der Ord-
nung 1072 oder kleiner); d.h. Z = I(A) und A ist ein seltenes Ereignis. Ein
Beispiel sind Ruinwahrscheinlichkeiten (A = {7(u) < T} oder A = {7(u) < o0}),
die typischerweise, vor allem fiir grofle u, recht klein sind.
Die CMC-Methode fiihrt auf eine Varianz von 0% = 2(1 — z), was gegen 0 strebt
fiir z — 0. Jedoch ist die relative Genauigkeit schlecht:

oz z(1—2) 1

= T
Anders ausgedriickt: ein Konfidenzintervall der Breite 10~* mag klein aussehen,
wenn jedoch der Schitzer z selbst von der GroBenordnung 107> ist, ist dieses
Konfidenzintervall wertlos. Dies lésst sich auch an der Stichprobengréfie N illus-
trieren, die bendtigt wird, um eine vorgegebene relative Breite (z.B. 10%) des
Konfidenzintervalls zu erreichen: Aus 1.960/(2v/N) = 0.1 folgt

100 - 1.96%2(1 — 2) 100 - 1.962
N = 5 ~ .
z z

Fiir kleines z muss also N sehr grof sein.
Eine Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist Importance-Sampling.
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6.1.3 Quasi-Monte Carlo Methoden

Quasi-Monte Carlo Methoden werden oft als deterministische Versionen von MC-
Methoden bezeichnet. Anstatt von zuféllig verteilten Punkten in [0, 1]* werden
zur Berechnung von (6.2) deterministische Punktfolgen verwendet, von denen
man weif}; dass sie “gut” gleichverteilt sind. Ein Mafl dafiir, wie gut eine Folge
von Punkten {x,}_; in I® verteilt ist, ist die sogenannte Stern-Diskrepanz

Dy (X1,...,Xy) = sup
a€l0,1]s

XN
NZl[O,a)(XH) —Qq ... Q.
n=1

Hierbei ist [0, ) = [0, 1) X ...) X [0, ag) und 14 ist die charakteristische Funktion
der Menge A. Eine Folge w = {x,,}>2; heifit gleichverteilt, wenn

]\}me Dy (w) =0.

In der Theorie der Gleichverteilung wird bewiesen, dass fiir den Schétzer (6.3)
mit einer gleichverteilten Folge w = {x,,}22, gilt, dass Iy — I fiir N — oo. Eine
obere Schranke fiir die Approximation mit N Punkten wird durch die berithmte
Koksma-Hlawka-Ungleichung gegeben:

< V(f)Dy(w), (6.4)

wobei V' (f) die Variation der Funktion angibt, die als endlich vorausgesetzt wird.
Je kleiner die Diskrepanz der Folge ist, desto kleiner ist also der Approximations-
fehler.

Die Sterndiskrepanz der besten gleichverteilten Folgen hat asymptotische Ord-
nung O((log N)*/N). Solche Folgen werden als Folgen kleiner Diskrepanz bezeich-
net. Wegen (6.4) gilt also bei Verwendung solcher Folgen fiir den Approximations-
fehler O((log N)*/N). Im Gegensatz zur MC-Methode ist diese Fehlerschranke
zwar von s abhéngig, aber sie ist deterministisch!

6.1.3.1 Folgen kleiner Diskrepanz

Einfache Beispiele von Folgen kleiner Diskrepanz sind z.B.

Van der Corput- und Halton-Folgen:

Man wahlt eine ganze Zahl b > 2. Das n—te Folgenglied x,, der Van der
Corput-Folge zur Basis b ergibt sich dann aus der eindeutigen Ziffernentwick-

lung n = 3722 a;(n)l (wobei a;(n) € {0,...,b—1}), indem wir diese Ziffern am
Dezimalpunkt spiegeln, d.h. wir erhalten

() =3 ay(m)p
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Nun wéhlen wir z,, = ¢,(n) fiir alle n > 0.

Diese Konstruktion kann man nun leicht auf s > 1 Dimensionen erweitern, indem
man s ganze Zahlen by,...,bs > 2 wihlt, die relativ prim sind. Dann erh&lt man
die Halton-Folge in den Basen by, ..., bs durch

X, = (¢p, (n), ..., Pp.(n)) € I° fiir alle n > 0.

Die sog. netzartigen Folgen haben noch kleinere Diskrepanz. Dabei ist ein
(t,m, s)-Netz zur Basis b definiert als Punktmenge P von N = "™ Punkten in
[0, 1]%, sodass in jedem Elementarintervall vom Typ

E= H[aib_d", ((1,2‘ + 1)b_di), a;,d; €2, d; >0, 0< a; < bdi, 1< < s,

=1

fir das vol(E) = b"~™ gilt, genau b* Punkte von P liegen. Dementsprechend
heifit eine Folge x¢, X1, ... von Punkten in I*® eine (t, s)-Folge in Basis b, wenn fiir
alle & > 0 und m > t die Punktmenge Py, = {x, : kb"™ < n < (k+ 1)b™} ein
(t, m, s)-Netz ist.

Beispielsweise ist die van der Corput-Folge in Basis b eine (0, 1)-Folge in Basis b.
(t,s)-Folgen in Basis 2 nennt man Sobol-Folgen. Sie werden héufig bei der
Losung von finanzmathematischen Problemen eingesetzt (sieche Abschnitt 6.1.5).

Abbildungen 12-14 geben einen visuellen Vergleich der Verteilung der ersten 1000
Punkte einer zweidimensionalen Folge mit Pseudo-Zufallszahlen, einer Halton-
folge (mit Basen 2 und 3) sowie einer Sobolfolge.

17
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ABB. 12: PSEUDOZUFALLSZAHLENFOLGE IN [0,1]2 (N=1000)
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6.1.4 Ein Beispiel mit asiatischen Optionen

Nun wollen wir MC- und QMC-Algorithmen anwenden, um den Preis einer asiati-
schen Preis-Option vom européischen Typ zu bestimmen, deren Payoff vom arith-
metischen Mittel der Aktienpreise abhéngt. Der Aktienpreis sei wieder durch eine
geometrische Brown’sche Bewegung % = pdt+odW; modelliert (siche Abschnitt
5.6). Wir diskretisieren diesen Prozess:

St+At = St + MStAt + O'St Vv AtZ, (65)

wobei Z ~ N(0,1). Fiir eine endliche Folge von Aktienpreisen Sy, Si, ..., S ist
die Payoff-Funktion dieser Option dann gegeben durch

k
Cr(So, Sty -+, Sp) = (%HZ&—KY, (6.6)
=0

T

wobei K der Ausiibungspreis ist und At = 7. Der Preis der Option zum Zeit-
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punkt ¢ = 0 ist dann gegeben durch
CO = E[G_TTCT(S(), Sl, ceey Sk)] (67)
mit u = r, wobei Sy, der Aktienpreis zum Zeitpunkt 0, bekannt ist.

(6.7) kann nun mittels MC- (bzw. QMC)-Methoden geschatzt werden, indem man
N Simulationsliufe fiir den Aktienpreisverlauf w; = (S7,...,51), (j =1,...,N)
durchfithrt und jeweils (6.6) auswertet. Schliefilich erhalt man den Schéitzwert

1 N
N Z 7dTCYT ’UJ]

Beispiel: Abbildung 15 zeigt den simulierten Preis Cj fiir die asiatische Option
mit K = 35,7 =0.1,Sy = 40,0 = 0.4,7 = 0.2,k = 30 in Abhéngigkeit von der
Anzahl N der Simulationsldufe unter Verwendung einer Pseudo-Zufallsfolge und
einer Haltonfolge (b; = 2, by = 3). Der exakte Wert Cy = 5.42 (horizontale Linie)
wurde mit einer MC-Methode mit N = 107 Simulationsliufen geschiitzt. Wie aus
der Abbildung ersichtlich, liefert die Halton-Folge fiir grofe N gute Ergebnisse.
Das Verhalten fiir kleinere N kann beispielweise durch Permutation der Halton-
Folgenelemente verbessert werden.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
N

ABBILDUNG 15
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6.1.5 Ein Beispiel mit Zinsraten-Derivaten

Das folgende Beispiel soll illustrieren, wie Quasi-Monte Carlo Algorithmen in der
Finanzmathematik effizient eingesetzt werden konnen:

Wir betrachten eine sog. Mortgage-backed Security (MBS), die entsteht, wenn
sich eine finanzielle Institution entscheidet, einen Teil ihres Hypothekenportfo-
lios an Investoren zu verkaufen. Die Hypotheken kommen in einen Pool und die
Investoren kaufen Anteile (die MBS) aus diesem Pool. Wenn also ein Investor
mit x% am Pool beteiligt ist, so erhilt er x% des zuriickgezahlten Grundkapitals
sowie x% der Zinszahlungen von den Hypotheken an den Pool. Die Investoren
sind dabei gegen einen Ausfall geschiitzt, da die Hypotheken durch staatliche
Organisationen garantiert sind. Die Hypotheken im MBS-Pool haben Voraus-
zahlungsprivilegien, die fiir einen Haushalt sehr wertvoll sind (z.B. Hypothek auf
25 Jahre, kann aber jederzeit zum Nominalwert vorzeitig zuriickbezahlt werden
(bzw. Teile davon); dies wird z.B. geschehen, wenn die Zinsraten sinken oder
wenn das entsprechende Haus verkauft wird). Fiir den Haushalt ist ein MBS
also eine Option vom amerikanischen Typ mit 7" = 25 Jahren. Die Vorauszah-
lungsfunktion, die den Erwartungswert der Vorauszahlung zum Zeitpunkt ¢ (in
Abhéngigkeit z.B. der Zinsrate) angibt, ist also fiir die Bewertung der MBS wich-

tig.

Bei einer collateralized mortgage obligation (CMO) werden die Investoren in ver-
schiedene Klassen (engl. tranches) geteilt und es gibt vorab definierte Regeln, wie
etwaige Nominalwert-Riickzahlungen aufgeteilt werden (z.B. alle Nominalwert-
Riickzahlungen betreffen Investoren in Klasse A, bis diese komplett ausbezahlt
sind, dann erst B usw. - Klasse A hat hier das grofite Vorauszahlrisiko).

Um den Wert einer CMO zu ermitteln, wollen wir den Erwartungswert der
Summe der Barwerte der zukiinftigen Zahlungen fiir jede der Klassen schétzen.
Dazu verwenden wir ein Modell von PASKOV UND TRAUB:

Ein Hypothekenpool habe Filligkeitsdauer 7' = 30 Jahre und monatliche Zahlun-
gen C' (also 360 Zahlungen insgesamt) und die CMO sei in 10 Klassen unterteilt.
Sei i; die monatliche Zinsrate im Monat j (j = 1,...,360) und w; der Voraus-
zahlungsprozentsatz im Monat j sowie asg—j4+1 der Barwert der verbleibenden
monatlichen Zahlungen nach Monat j (bzgl. dem Anfangszinssatz i), d.h.

- _
aj=1+v+... 4+ mit v0:1+i0.

Hier sind C' und a; Konstanten und ; und w; stochastische Variablen. Nun
werden die Zinsraten in der Form

le = Koegjij,1 = Kgi0€£1+"'+£j
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modelliert, wobei {£;}3% unabhéingige normalverteilte Zufallsvariablen sind mit

E[¢] = 0 und Var(¢;) = 0% (K ... Konstante). Sei weiters w; (in Abhéngigkeit
von %;) modelliert durch

wj = wj(fl, e 7§j) = K1 + K2 arctan (Kgij + K4)
= K, + Kyarctan (K3KJige® 4% + Ky),

wobei K1, ..., K, wieder Konstanten sind.
Dann ist die Zahlung in den Hypothekenpool im Monat j (7 = 1,...,360) gegeben
durch

My = My, ) = Ol —wn(€) (1 —wyr(Errn o E50))
'[1 +w;(&, - -5 &) (ase0—j41 — 1)]

Diese Zahlung wird entsprechend den Regeln des CMO’s auf die verschiedenen
Klassen aufgeteilt. Sei Gj.r(&1,...,&;) der Anteil der Zahlung M; fiir Monat j,
der in die Klasse T" geleitet wird. Diese Funktion hat eine sehr komplexe Gestalt
(es ist aber auf jeden Fall eine stetige Funktion). Fiir den Barwert der Zahlung
des Monats j an Klasse T" benotigen wir den Diskontierungsfaktor

wi(€1, -5 8-1) = vovr (&) - via(€y -, 6o1)

mit
1

o€y, - 6) = e T (k=1,...,359).

Der Barwert PV der Klasse T ergibt sich aus der Summe der Barwerte der
einzelnen Monatszahlungen zu

360

PVT(Sl, o e ,6360) - ZijT(é-l’ o e ,gj)uj(gl, o e 7§j—1)'
j=1

Der Erwartungswert dieses Barwerts ergibt sich dann nach einer Variablentrans-
formation zu

E[PVy] = / » PVr(yi(z1), - - ., yseo(Z360))dx1 - - - dseo,
[0,1]

wobel y; = y;(x;) implizit gegeben ist durch

Ti = ! /yi e /20 gt
g V2o J_ .

Das Problem hat sich also reduziert auf die Berechnung von 10 (= die Anzahl
der Klassen) multivariate Integrationen auf dem 360-dimensionalen Einheitsin-
tervall, das nun numerisch berechnet wird. Nach dem Generieren eines Punktes
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X1, .., %360 Muss dann yq, ..., yse fur jedes j als das entsprechende Quantil der
Normalverteilung berechnet werden (j = 1,...,360).

Wie in der Arbeit von PASKOV [23] ausfiihrlich dokumentiert, konvergiert das nu-
merische Losungsverfahren fiir dieses Integral mit Quasi-Monte Carlo Verfahren
(v.a. unter Verwendung der Sobol-Folgen) 3-5 mal schneller als das entsprechende
Monte Carlo Verfahren. Da Zeit auf den Finanzmérkten sprichwortlich Geld ist,
sind aus diesem Grund in verschiedensten finanzmathematischen Anwendungen
Quasi-Monte Carlo Verfahren von groflem Interesse.

6.2 Literatur

e J. HuLL: “Options, Futures and other Derivatives” [18]

e S. ASMUSSEN: “Ruin Probabilities” [3]
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Symbolic Computation

A.1 RANDinsure

A.1.1 Einfiihrung in RANDinsure

Das Paket RANDinsure wird in Maple V5 mit

> read "rand2";

geladen. Die hier aufgerufene Datei RANDinsure ist ein ASCII-File und kann mit
jedem Text-Editor bearbeitet werden.

Im folgenden stellen wir dieses Paket vor. Die Wahrscheinlichkeit p,, dass ein
x-Jéhriger das Alter x + 1 erlebt, ist durch p_(x) festgelegt, und ¢, ist durch
g-(x) gegeben. Weiters bezeichnet tp_(t,x) die Wahrscheinlichkeit ;p,, dass ein
x-Jahriger mindestens noch ¢ Jahre lebt.

Die vorschiissige, sofort beginnende, lebenslédngliche Leibrente d, wird in diesem
Programm durch a_v(x) :=N_(x)/D_(x) definiert und liefert

> av(x);

g L-(z + ot
L_(z)v* '

Dabei bezeichnet L_(x) die Anzahl der Lebenden [, mit Alter . Fiir numerische
Berechnung wird eine vordefinierte Sterbetafel verwendet, die auf der Gesamt-
bevélkerung Osterreichs von 2000-2002 beruht. Dabei ist in RANDinsure das
Schlufalter w mit 100 Jahren festgelegt. Weiters sind durch D_(x) die diskon-
tierten Lebenden D, gegeben. Analog sind die weiteren Kommutationswerte N,
C,, M., S, und R, festgelegt.

Durch

> SimplifySum(%);

= L (z +t)!
; L(z)

wird das obige Ergebnis vereinfacht.

131
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Bei Verwendung von RANDinsure sollte man auf die Verwendung von r und ¢ ver-
zichten, da diese in etlichen Prozeduren als Summationsindizes verwendet werden,
und daher im Ergebnis dieser Prozeduren aufscheinen. Auch sollte man die Va-
riablen a,b bzw. v vermeiden, weil diese fiir die Darstellung einer unterjahrigen
Leibrente bzw. als Bezeichnung fiir den Abzinsungsfaktor verwendet werden.
Das AbschluBalter w wird mit w bezeichnet.

Bei unterjiahrigen Versicherungsformen wird die Variable m verwendet, d.h. ein
Jahr wird in m Zeitintervalle eingeteilt.

Bei Prozeduren, die Versicherungen auf ein Leben bearbeiten, sollte man z als
Bezeichnung fiir das Alter verwenden, etwa SumKomb (A_(x),2,4).

Bei Berechnungen von Barwerten auf mehrere Leben kann die obere Summa-
tionsgrenze die Form w — z haben. Dabei ist z nur als symbolischer Platzhalter
anzusehen. Die Summation hiebei erfolgt nur solange, bis die erste der beteiligten
Personen das Schlufalter w erreicht.

Nach dieser kurzen Erklarung der Funktionsweise von RANDinsure werden im
folgenden die verschiedenen Funktionen zusammengefaft:

A (%) lebensléngliche Todesfallversicherung A,
A1 _(x,n) temporare Todesfallversicherung Ai;l
A1(x,n) Erlebensfallversicherung Axé

Al (x,n)+A_1(x,n) gemischte Versicherung Agﬁa

D_(x+n) /D_(x)*A_(x+n) um n Jahre aufgeschobene, lebensléngliche

Todesfallversicherung ,,| A,
a_v_temp(x,n) vorschiissige, n Jahre dauernde
Leibrente dlﬂ
a_(x) nachschiissige, lebensléangliche Leibrente a,
av(x,n) vorschiissige, n Jahre aufgeschobene, lebens-
langliche Leibrente ,d,
a_(x)-a_(x+n)*tp_(n,x)*v°n nachschiissige, n Jahre dauernde

Leibrente Q7

Steigende, lebenslingliche Leibrenten

In diesem Fall spricht man auch von Leibrenten vom Typ standard increasing.
Bei dieser Art von Versicherung kommt jedes Jahr eine neue Leibrente in der
Hohe von 1 hinzu.

RANDinsure:
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Hier steht die Prozedur I_ zur Verfiigung, fiir die man die vorschiissige, lebens-
langliche a_v, die nachschiissige a_ oder die vorschiissige, temporire Leibrente
a_v_temp als Argumente angeben kann. Im Falle einer vorschiissigen Leibrente
ergibt sich:

> I_Cavx)?);

Temporire, n-jidhrige steigende Leibrente

Fiir den Barwert der vorschiissigen Leibrente vom Typ standard increasing, die
nur n Jahre lang ausbezahlt wird, ergibt sich

Sx - Sar—f—n - nNJ:—i—n
D, '

(1a)p =
RANDinsure:
> I_Cav(x)’)-(n+1)*I_(Cav(x+n)’,1/(n+1))*tp_(n,x)*v n;
Mit entsprechenden Umformungen erhalten wir mit

w—r—nm

N (z+1) N(z+n+t) nN(r+n) N(z+n)
2D T2 -

D_(z) D_(z) D_(z)

t=1

eine zum Barwert identische Grofle.

Unterjiahrig bezahlbare Leibrenten

RANDinsure:

In RANDinsure stehen dazu die Prozeduren a_vm fiir die vorschiissige und a_m fiir
die nachschiissige Leibrente zur Verfiigung.

> simplify(a_vm(x));

N_(z)av + N_(z)b— bD_(x)
D_(z)v

> simplify(am(x));

N_(z)mav + N_(z)mb — bD_(z)m — D_(x)v
D_(x)vm
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A.1.2 Nettopramien

Im folgenden wird die Implementierung der Pramienberechnung in Maple anhand
eines Beispiels gezeigt. Fiir alle anderen Versicherungen verlauft die Berechnung
analog.

Beispiel: Gesucht ist die Pramie P(,nt,) einer vorschiissigen, temporéren, n
Jahre dauernden, um m Jahre aufgeschobenen Leibrente. Man erhélt mit dem
Aquivalenzprinzip

P(m‘ndgg)dmm = minls-

In Maple kénnen wir mit dem Paket RANDinsure die Pramien folgend berechnen:

> Pxa_v_temp(x,m)=a_v(x,m)-a_v(x,m+n) ;

» <N_(a:) N_(z+ m)) _N(z+m) N(z+m+n)

D_(z) D_(z) D_(x) D_(z)

Dabei bezeichnet P die gesuchte Pramie, welche mit dem Kommando solve
bestimmt wird:

> solve(%,P);
N_(x+m)—N_(xr+m+n)

N_(z) — N_(z+m)

A.2 Versicherungen auf mehrere Leben

Im folgenden betrachten wir m Personen mit Alter 1, ..., z,,. Dabei bezeichnen
wir mit T}, die zukiinftige Lebensdauer der k-ten Person. Nun sei (u) ein Zustand,
der von den m Leben abhéngt und die zukiinftige Lebensdauer 7" = T'(u) hat.

Analog zu den Versicherungen auf ein Leben sei ¢p, die Wahrscheinlichkeit, dass
der Zustand (u) zum Zeitpunkt ¢ noch intakt ist. Analog definiert werden

t9us Hu+ty - - -

A.2.1 Der Zustand der verbundenen Leben

(engl. joint life status)
Wir definieren
U=T1:Tg:...: Ty

als den Zustand, der solange intakt ist, solange alle m Personen am Leben sind,
der also mit dem ersten Tod erlischt. Somit folgt

T(u) =min{T},...,T,}.
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In RANDinsure ist dieser Zustand mit Al1Live(statem, Anzahl) implementiert.

Diese Prozedur wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in entsprechende Ver-
sicherungen auf alle Leben um. Der Parameter statem steht fiir eine Wahrschein-
lichkeit oder einen Barwert.

Beispiel:
Man berechne die Wahrscheinlichkeit p,,..,, dass ein Paar (21, z2) nach ¢ Jahren
noch lebt. RANDinsure liefert

> AllLive(tp_(t,x),2);

L 1(z1 +t)L2(22+1)
L_1(21)L_2(22)

Anhand dieses Beispiels kann man erkennen, dass nicht fiir alle Leben dieselbe
Absterbeordnung L_ verwendet wird. So sei die Person ¢ mit Alter z; durch die
Absterbeordnung L_i représentiert. Damit kann der Beniitzer selbst die Sterbe-
tafel fiir jede einzelne Person festlegen.

Wenn wir das umformen, erhalten wir

_ lZ1+tle+t _
tPz1:20 = L tPz1tPzo-
21bz9
Allgemein gilt unter der Voraussetzung, dass 71, ..., T, voneinander unabhéngig
sind
Darenian = P(T(W) 2 1) =P(Ty 2 t,.. by, > t) = [[P(Th = ) = [ [ .
k=1 k=1

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel:
Man berechne den Barwert einer Versicherung fiir ein Ehepaar, bei der beim Tod
der einen Person die andere am Ende des Todesjahres den Betrag 1 ausbezahlt
bekommt.

> AllLive(SimplifySum(A_(x)),2);

wroma(EL22) (L1 (21 4+ 6) L (22 + 1) — L1(21 + ¢+ 1)L.2(22 + ¢ + 1))
L_1(21)L_2(22)

Allgemein gilt (mit den Prinzipien von Versicherungen auf 1 Leben)

k=0
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Weiters haben wir

A.2.2 Der Zustand des letzten Lebens

(engl. last-survivor statuts)
Wir definieren
U=T1:...: Tm

als Zustand, der solange intakt ist, solange mindestens eine der m Personen lebt,
der also mit dem letzten Tod erlischt. Damit folgt

T(u) = max{Ty,...,Tn}.
In RANDinsure ist dieser Zustand mit OneLives(statem, Anzahl) implemen-
tiert.

Diese Prozedur wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in eine entsprechende
Versicherung auf eins von m Leben um, wobei m der angegebenen Anzahl ent-
spricht.

Beispiel:

Man berechne die Wahrscheinlichkeit ;g¢z=;, dass im Laufe der ersten ¢ Jahre die
beiden Personen z; und 2y sterben.

RANDinsure liefert

> OnelLives(tq-(t,x),2);

L1(z1+t) L2(22+4t) L1(z14+t)L2(22+1)
- L(z1)  L2(22) L_1(21)L2(22)

1

Es ergibt sich

-1 l21+t l22+t lz1+tlzz+t
tizrz — L — I -
21

l [l - (l_tpzl)(l_tp22) = tqztqz-
z2 zZ1YZz2
Beispiel:

Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von einem Paar (2, z2) nach ¢ Jahren
zumindest noch eine Person lebt.

RANDinsure liefert



A.2. VERSICHERUNGEN AUF MEHRERE LEBEN 137

> OneLives(tp(t,x),2);

L1(z1+t) L2(22+t) L1(z1+t)L2(22+1)
L1(z1) L2(z2)  L1(z1)L2(z2)

Um auf das allgemeine Ergebnis zu kommen, beniitzen wir das Inklusions-Exklusions-
Prinzip. Seien By, ..., B,, Ereignisse, dann gilt

P(B,U---UB,,) = Z (—1)1+1p (n Bi)
PAIC{1,....,m} icl
Umgeformt liefert dies
P(BiU---UB,) =Y (-1)*'S
k=1

mit der symmetrischen Summe
Sy => P(B;N---NBy,),

wobei die Summation iiber alle (’;’;) Moglichkeiten ist.

Sei jetzt By das Ereignis, dass die k-te Person zum Zeitpunkt ¢ noch lebt, dann
folgt

e = ) (1)) (A1)

mit

Im Beispiel fiir 2 Personen bedeutet dies

S{ = Pz + tDzo

Sé = tp2’1122 = tpzltng
und damit

t t
tPz1zs = 51 - 52-

Mit dem Befehl SumKomb (statem,k,m) kénnen diese symmetrischen Summen mit
RANDinsure berechnet werden. Somit ergibt sich fiir obiges Beispiel:
> S[1] := SumKomb(tp_-(x,t),1,2);

S - L1(z1+t) L2(z2+1)
P LA(21) L.2(z2)
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> S[2] := SumKomb(tp_(x,t),2,2);

o . L 1(z1 +t)L2(22+1)
2 LA(21)L2(22)

Beispiel:
Man berechne die NEP einer Rente, die an das letzte Leben gebunden ist. Fiir
zwei Personen resultiert mit RANDinsure

> OneLives(SimplifySum(a_v(x)),2);

lil LAzl + t)of + 1152 L2(z2 + )" R L 1(z1 +t)L2(22 + t)o*
= L1(=1) ~  L2(z2) — L_1(21)L-2(22)
Allgemein gilt i
i = 3 (— 1) S
k=1

mit
a .
Sk - E alez...:xjk-

Diese Formel ergibt sich aus (A.1) durch Multiplikation mit v und anschlieender
Summation iiber t.

Die NEP einer Todesfallversicherung der Hohe 1 auf das letzte Leben kann mit
der Identitat

berechnet werden. Fiithren wir die symmetrische Summe

St = Ay,

ein, so ergibt sich

S]? — (7;) B SI?
d
und damit erhalten wir
Asrzm = (=)'}
k=1

A.2.3 Zumindest n der m Personen sind noch am Leben

Dazu gibt es in RANDinsure die Prozedur SomeLive(c,statem,text).

Diese wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in eine entsprechende Versi-
cherung auf mehrere Leben um. Dabei bezeichnet ¢ den Zahlungsvektor, statem
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eine Wahrscheinlichkeit oder einen Barwert und text steht fiir den Wert exact
oder min. Wihlen wir den Wert exact, so bedeutet dies, dass genau so viele
Personen, wie vorne angegeben, noch am Leben sind, bei min sind es mindestens
so viele.

Beispiel: Man betrachte folgende Situation: Vier Personen schlielen einen Ver-
sicherungsvertrag ab. Die Versicherung bezahlt den Betrag 1, wenn genau drei
oder vier Personen im ersten Jahr sterben. Der Barwert dieser Versicherung ist

B=q > v,

21129123124

wobei q___ 2 die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass der Zustand, in dem zu-
21:22:23:24
mindest zwei der vier Personen noch leben, verlassen wird. Nun miissen wir noch

den Vektor ¢ passend wahlen.
> SomeLive([0,1,0,0],q_(x)*v,min);

( C LA(z1+1)L2(22+ 1)) (1  LA(21+1)L3(23+ 1))
L1(21)L2(z2) L_1(z1)L_3(23)

( CLA(z1+1)LA(x4 + 1)) ( L2022+ 1)L 3(23 + 1))
1 v+ 11 v
L1(21)L-4(24) L2(22)L_3(3)
| L2(2+1)LA(A+1) | L3(3+1)LA(A+1)
+ ( T L 2(22)LA(z4) ) v ( T L 3(23)LA(z4) ) v

L2(22+1)L3(23 + 1)LA(z4 + 1
L.2(22)L_3(23)L-4(z4
1(214+1)L2(22+ 1)L 4(z4 +1
(

(- )

7 (1 LA(-1)L2(-2) L A(24)
“2(1-F >
(-7

l\D

1-—

L_1(21)L_3(23)LA(z4 ) !
1(z1+1)L2(224+1)L3(23+1
L_1(z1)L2(22)L_3(z3) ) !

| LAGL A )L2(:2 4 1)L3(23 + 1) LA(24 + 1)
( a L_1(21)L_2(22)L_3(23)L_4(z4) )

)
)
1(21 + 1)L_3(23 + 1) L4(24 + 1)
)

—-2(1-

Wenn wir text auf ezact setzen, dann ist ¢ durch [0, 1,1, 1] gegeben.

Weitere Prozeduren in diesem Zusammenhang sind:

(i) DiffSchema:
DiffSchema := proc(c) ... end;

Mit dieser Prozedur kénnen die GréBen A% der Formel von SCHUETTE-
NESBITT bestimmt werden.
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(ii) EinseitigerTod:
EinseitigerTod := proc(Zeitp,Anzahl) ... end;
Stirbt die Person mit Anfangsalter x, so wird erstmals ab Beginn des fol-

genden Versicherungsjahres an die iiberlebende Person mit Anfangsalter y
eine lebensliangliche Rente der Hohe 1 ausbezahlt.

Diese Prozedur bestimmt den Barwert der Uberlebensrente. W&hlt man
fiir den Parameter Zeitp 1 bzw. %, so beginnt die Auszahlung der Rente
zu Beginn des néchsten Jahres bzw. in der Mitte des Todesjahres.

A.3 Literatur

Die an der TU Graz entwickelten Software-Pakete werden in den Arbeiten [1],
2], [24] und [25] beschrieben.



Sterbetafel

Auf der folgenden Seite ist eine Sterbetafel fiir die 6sterreichische Gesamtbevolke-
rung (Zeitraum 2000-2002) angegeben.

Dabei ist ¢, die (geschlechtsspezifische) Wahrscheinlichkeit fiir eine x-jdhrige (in
Osterreich) lebende Person, innerhalb des nichsten Jahres zu sterben.

Daraus kénnen auf einfache Weise einige verwandte Groflen berechnet werden:

e die Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige Person das néchste Jahr iiberlebt
Pr=1—q

e die Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jdhrige Person die néchsten k Jahre
iiberlebt

kPz = PzPz4+1Pz+2 * * * Pz+k—1

Uusw.

Um daraus die Verteilung von 7' zu erhalten, muss man geeignete Annahmen
iiber den Verlauf der unterjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten ,q, oder Sterbli-
chkeitsintensitdten pi,,, treffen (siehe Kapitel 1.2.3)
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STERBETAFEL FUR DIE BEVOLKERUNG IN OSTERREICH 2000-2002

méannlich weiblich méannlich weiblich
x 9a 4z x 9a 4z
0-1 0,0053430 | 0,0037607 37-38 | 0,0013159 | 0,0006533
1-2 0,0003452 | 0,0003266 38-39 | 0,0014696 | 0,0007412
2-3 0,0002639 | 0,0002108 39-40 | 0,0016474 | 0,0008412
3-4 0,0001984 | 0,0001318 40-41 | 0,0018400 | 0,0009502 ménnlich | weiblich
4-5 0,0001512 | 0,0000997 41-42 | 0,0020376 | 0,0010633 x o 9a
5-6 0,0001295 | 0,0000858 42-43 | 0,0022378 | 0,0011789 74-75 | 0,0412038 | 0,0225557
6-7 0,0001226 | 0,0000851 43-44 | 0,0024482 | 0,0012999 75-76 | 0,0453985 | 0,0256061
7-8 0,0001170 | 0,0000900 44-45 | 0,0026829 | 0,0014259 76-77 | 0,0501132 | 0,0291105
8-9 0,0001106 | 0,0000926 45-46 | 0,0029503 | 0,0015650 77-78 | 0,0554263 | 0,0331236
9-10 | 0,0001114 | 0,0000934 46-47 | 0,0032555 | 0,0017304 78-79 | 0,0614277 | 0,0377085
10-11 | 0,0001138 | 0,0000962 47-48 | 0,0035965 | 0,0019207 79-80 | 0,0682233 | 0,0429438
11-12 | 0,0001130 | 0,0001015 48-49 | 0,0039826 | 0,0021238 80-81 | 0,0759351 | 0,0489131
12-13 | 0,0001150 | 0,0001097 49-50 | 0,0044224 | 0,0023362 81-82 | 0,0846979 | 0,0557097
13-14 | 0,0001428 | 0,0001293 50-51 | 0,0049170 | 0,0025657 82-83 | 0,0946637 | 0,0634426
14-15 | 0,0002217 | 0,0001669 51-52 | 0,0054561 | 0,0028073 83-84 | 0,1053137 | 0,0722388
15-16 | 0,0003679 | 0,0002082 52-53 | 0,0060208 | 0,0030534 84-85 | 0,1161986 | 0,0822385
16-17 | 0,0005631 | 0,0002483 53-54 | 0,0065971 | 0,0032958 85-86 | 0,1276845 | 0,0936000
17-18 | 0,0007744 | 0,0002988 54-55 | 0,0071772 | 0,0035351 86-87 | 0,1399040 | 0,1065040
18-19 | 0,0009476 | 0,0003345 55-56 | 0,0077607 | 0,0037768 87-88 | 0,1531484 | 0,1204218
19-20 | 0,0010207 | 0,0003380 56-57 | 0,0083568 | 0,0040245 88-89 | 0,1676838 | 0,1353127
20-21 | 0,0010268 | 0,0003234 57-58 | 0,0089745 | 0,0042739 89-90 | 0,1839279 | 0,1517418
21-22 | 0,0010239 | 0,0003082 58-59 | 0,0096238 | 0,0045302 90-91 | 0,2020555 | 0,1698118
22-23 | 0,0010166 | 0,0002973 59-60 | 0,0103254 | 0,0048119 91-92 | 0,2221826 | 0,1895022
23-24 | 0,0010061 | 0,0002831 60-61 | 0,0111153 | 0,0051423 92-93 | 0,2440479 | 0,2108727
24-25 | 0,0009997 | 0,0002698 61-62 | 0,0120316 | 0,0055330 93-94 | 0,2672621 | 0,2338888
25-26 | 0,0009973 | 0,0002695 62-63 | 0,0131064 | 0,0059968 94-95 | 0,2914275 | 0,2583034
26-27 | 0,0009856 | 0,0002799 63-64 | 0,0143678 | 0,0065535 95-96 | 0,3162331 | 0,2836835
27-28 | 0,0009627 | 0,0002906 64-65 | 0,0158211 | 0,0072130 96-97 | 0,3414812 | 0,3095368
28-29 | 0,0009286 | 0,0003004 65-66 | 0,0174507 | 0,0079820 97-98 | 0,3670574 | 0,3357864
29-30 | 0,0008961 | 0,0003092 66-67 | 0,0192473 | 0,0088790 98-99 | 0,3928725 | 0,3624251
30-31 | 0,0008793 | 0,0003225 67-68 | 0,0212140 | 0,0099125 99-100 | 0,4188563 | 0,3893823
31-32 | 0,0008905 | 0,0003531 68-69 | 0,0233625 | 0,0110837 100 1 1
32-33 | 0,0009343 | 0,0003966 69-70 | 0,0257042 | 0,0124070
33-34 | 0,0009913 | 0,0004510 70-71 | 0,0282537 | 0,0139145
34-35 | 0,0010528 | 0,0005000 71-72 | 0,0310362 | 0,0156392
35-36 | 0,0011164 | 0,0005394 72-73 | 0,0340867 | 0,0176233
36-37 | 0,0011973 | 0,0005850 73-74 | 0,0374562 | 0,0199112




Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (A, B)-meBbare Funktion X :
2 — R heiit (reelle) Zufallsvariable. Durch

Px(B):=P(X"'(B))  (Be€B)

wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B) festgelegt. Dieses Py wird die Ver-
teilung von X genannt. Sei p ein Mafl auf (R, B) und ist f : R — [0, 00] eine
positive mefibare Funktion, dann wird durch

P(B) = / f(@)du(z) (B € B)

ein Maf8 auf (R, B) festgelegt. Falls [, f(z)du(z) = 1 und f > 0, dann heifit f
Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich .

Eine Verteilung heifit stetig, wenn sie eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles
A besitzt. Eine Verteilung heifit diskret, wenn sie eine Dichte beziiglich eines
ZahlmafBes besitzt.

Ist X eine reelle Zufallsvariable, dann heifit die durch

Fx(x) := Px((—o00,z]) = P(X < x) (x € R)

definierte Funktion Fx : R — [0, 1] Verteilungsfunktion von X. Eine solche Ver-
teilungsfunktion ist rechtsseitig stetig, monoton wachsend und lim,_, ., Fx(z) =
0 sowie lim, o, Fix(x) = 1. P ist durch F' eindeutig bestimmt.

Um eine Unterscheidung von diskreten und stetigen Variablen zu vermeiden,
wird das Riemann-Stieltjes Integral eingefiithrt. Danach wird der Erwartungswert
E[g(X)] ausgedriickt als E[g(X)] = [*_g(z)dFx(z). Fiir eine Zufallsvariable X
sind mehrere charakteristische Gréfien von Interesse:
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Tabelle C.1 Charakteristische Grdfien einer Zufallsvariablen X

Name Definition

Verteilungsfunktion Fx(z) =P(X <)

Dichtefunktion fx(z) = ngx(JC), falls X stetige ZV
Erwartungswert my = E[X]

k-tes Moment mp =E[X¥], k=1,2,...

k-tes zentriertes Moment | IE

(X—E[X])k], k=1,2,...

Varianz Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]?
Schiefe %ﬁfiw falls Var[X] > 0

Der Nenner im Schiefeausdruck ist dabei so gewahlt, dass die Schiefe gerade das
dritte Moment der standardisierten Zufallsvariable Ve angibt.

Definition 1 (Momenterzeugende Funktion) Fiir eine Zufallsvariable X ist
die momenterzeugende Funktion (MGF) von X gegeben durch

Mx(t) = E[e"] = /OO e dFx (), t <tp.

— 00

Die Zahl ty ist eine von X abhdngende Konstante, die den Definitionsbereich der
MGF einschrinkt. Im Falle nichtnegativer Zufallsvariablen X existiert Mx(t)
firt < 0. (Mit s =—t, (s > 0) ist Lx(s) = Mx(t) die Laplacetransformierte
von X ).

Satz 1: Eigenschaften der MEF

1. FEine Verteilung @ ist durch ihre momenterzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.

2. Die momenterzeugende Funktion der Faltung wvon Verteilungen
Q1,Q2, ..., Qs ist gleich dem Produkt der einzelnen momenterzeugen-
den Funktionen.

d"Mx (1)
dtn ’

t=0

E[X"] = n=12...
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Weiters gilt beispielsweise

= E[(X - E[X])’],

t=0

d*log M (t) d®log Mx(t)
— | = Var[X], g
=0
d4 log MX (t)
dt*
t=0

= E[(X — E[X])*] - 3(Var[X])’

\%

Satz 2: Tschebyscheff’sche Ungleichung
Fiir beliebiges k > 0 gilt

1
P(|X —E[X]| > k) < 3 Var(X). (C.1)
|
Tabelle C.2 Verschiedene diskrete Verteilungen
Name Wahrscheinlichkeit IP(X = n) Parameter | IE | Var | MGF M(t) to
N=12,.
Binomial (g)p"qN_" n=0...N| o, Np | Npq | (pe'+ q)N 00
q=1-p
Bernoulli | Spezialfall N =1
Neg.Bin (Yt n=0,1 . ol () | S
g. . n pq =Ul... 0<p<1 P P2 T_qet 2q
g=1-p
Geometr. | Spezialfall r =1
Poisson e’/\’\n—T n=0,1... | A>0 A A | ere D 00
Tabelle C.3 Verschiedene stetige Verteilungen
Name Dichtefunktion Parameter E Var MGF M(t) | to
Gleichvert. ﬁ a<z<bl|la<hb "TH’ (bzg ) ib(t,;_eaa; 0
Normal < 22:; —00 <z < 00 _Ooa<>uo<oo j o2 ezt 00
_(n m—2u)2 2 2 2
Log-Normal | € 2;:’”5 >0 _°°g<>“0<°° ehto?/2 | 2uto (e”" = 1)
Bz le P B>0 a a B *
Gamma | S v201 %o 5 7 (+) ’
Exponential | Ae™** x>0 A>0 % % ﬁ A
a-c® 0<c<oo et (aflc)iﬁ
Pareto R <2 <00 | Zhle0 falls as1 falls oo
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Satz 3: Jensen’sche Ungleichung

Sei X eine integrierbare Zufallsvariable, die nur Werte in einem offenen
Intervall I C R annimmt und sei q : [ — R eine konvexe Funktion. Dann
qilt

q(E[X]) < E[q(X)]. (C.2)

Tabelle C.4 Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

Name Symbol | Definition
Bedingte W! P(AB) | B
Kovarianz cov[X,Y] | EX]E[Y] — E[XY]

Bedingte Erwartung | E[X|B] | E[X|B] =deterministische Funktion von B
E[xa|B] = P(4|B)

X, B unabh. = E[X]| = E[X|B]

E[E[X[A]] = E[X]

Faltung fxvy | fxav(@) = fx o fy = [0 fx(x— ) fy (t)dt

Definition 2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Filtration ist
eine aufsteigende Folge (F,)n>0 von Unter-c-Algebren von A, d.h.

f(] Q fl Q e Q foo = U(Unzofn).
FEine Folge von Zufallsvariablen (X,,)n>1 heifit an die Filtration (F,)n>0 adap-
tiert, wenn X, F,-messbar ist fir alle n > 0.
Fine Folge reeller integrierbarer Zufallsvariablen (X, )n>1, die an (Fp)n>0 adap-

tiert ist, heifst esn Martingal, falls fir alle n > 0

E[Xn+1|fn) =X, fs.

Satz 4: Konvergenz eines Martingals

Sei (Xy)n>1 ein Martingal beziiglich (F,)n>0, und es gelte E[|X,|] < M fir
alle n und fir eine von n unabhdngige Konstante M. Dann existiert eine
Zufallsvariable X, sodass lim,, ., X,, = X mit Wahrscheinlichkeit 1. [ |
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Satz 5: Das schwache Gesetz der groflen Zahlen
Sei (X,,)n>1 eine Folge paarweise unabhingiger Zufallsvariablen mit E[X;] =
wi und Var(X;) = 0? < co. Unter der Voraussetzung

i202—>0 (n — o0)

qilt
- Z(Xi — ;) = 0.

Satz 6: 1. starkes Gesetz der groflen Zahlen
Sei (X,)n>1 €ine Folge paarweise unabhdngiger quadratisch integrierbarer Zu-
fallsvariablen mit E[X,] = p, und Var(X,) = o2. Unter der Voraussetzung

1 2
D 30 <0
n
n=1
qilt
1 u f.s.
S =) L0
n

Satz 7: 2. starkes Gesetz der groflen Zahlen
Fiir jede unabhdngige Folge (X,,)n>1 identisch verteilter, integrierbarer reeller

Zufallsvariablen gilt
1 < 5.
IR
[

mit p = E[X,].
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Satz 8: Der zentrale Grenzwertsatz
Sei (Xy)n>1 €eine Folge unabhdingiger, identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
W blen mit E[X,] = p, Var(X,) = 0® und 0 < 0 < 0. Sei X, := 13" X,
das arithmetische Mittel der X;, dann gilt

X —
Zy =

= N,

Der zentrale Grenzwertsatz kann auf den Fall unabhéngiger, nicht notwenig iden-

tisch verteilter Zufallsvariablen verallgemeinert werden (Zentraler Grenzwertsatz
von Lindeberg).
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