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11
Elementare

Lebensversicherungsmathematik

In der Lebensversicherungsmathematik kommen zwei fundamentale Kalküle zur
Anwendung: die Zinsrechnung und die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1.1 Zinseszins- und Rentenrechnung

Eine “Verzinsung” trägt der Tatsache Rechnung, dass der Besitz von Kapital zum
jetzigen Zeitpunkt mehr wert ist als der Besitz des selben Geldbetrages zu einem
späteren Zeitpunkt (“Kapital arbeitet”).
Eine Zinsrate (bzw. ein “Zinssatz”) bezieht sich immer auf eine bestimmte Zeit-
einheit, beispielsweise spricht man von einer jährlichen Zinsrate von 6%. Die
Konversionsperiode ist jenes Zeitintervall, an dessen Ende der Zins zum Kapital
gutgeschrieben wird. Falls die Konversionsperiode mit der Zeiteinheit identisch
ist, handelt es sich um eine effektive Zinsrate.

1.1.1 Effektive Zinsraten

Sei i eine jährliche effektive, über den gesamten Zeitraum konstante, Zinsrate
(andere Möglichkeiten wären etwa stochastische Zinsraten) und betrachten wir
einen Fonds, der anfänglich F0 beträgt, und auf den am Ende des Jahres k ein
Betrag rk überwiesen wird (k = 1, . . . , n). Was ist dann der Stand des Fonds
nach n Jahren?
Es gilt

Fk = Fk−1 + iFk−1 + rk, (k = 1, . . . , n), (1.1)

wobei Fk den Stand des Fonds nach k Jahren bezeichnet. Daraus folgt

Fk − (1 + i)Fk−1 = rk.

7



8 Kapitel 1. Elementare Lebensversicherungsmathematik

Wenn wir diese Gleichung mit (1 + i)n−k multiplizieren und über k = 1, . . . , n
summieren, dann ergibt sich

Fn = (1 + i)nF0 +

n∑

k=1

(1 + i)n−krk. (1.2)

Der Wert des Fonds setzt sich also aus dem aufgezinsten Anfangsstand und den
aufgezinsten Einlagen zusammen. Schreibt man (1.1) als Fk −Fk−1 = iFk−1 + rk

und summiert wieder über k = 1, . . . , n, so erhält man

Fn − F0 =
n∑

k=1

iFk−1 +
n∑

k=1

rk.

Der Zuwachs des Fonds besteht also (nicht überraschend) aus dem totalen Zins-
ertrag plus den Einlagen.

Mit der Bezeichnung

v =
1

1 + i

erhält man aus (1.2)

vnFn = F0 +

n∑

k=1

vkrk.

In dieser Gleichung ist also alles auf den Zeitpunkt 0 bezogen, es handelt sich um
den sog. Barwert des Fonds (der Wert des Fonds nach n Jahren bezogen auf den
Zeitpunkt 0). v wird der Abzinsungs- bzw. Diskontierungsfaktor genannt.

1.1.2 Nominelle Zinsraten

Falls die Konversionsperiode nicht mit der Zeiteinheit identisch ist, handelt es
sich um eine nominelle Zinsrate.

Beispiel 1: Jährlicher Zinssatz 6%, Konversionsperiode 3 Monate (d.h. alle
3 Monate wird Zins 6% · 1

4
= 1.5% gutgeschrieben). Nach einem Jahr ist ein

Kapital C somit auf (1.015)4C = 1.06136C angewachsen. Daraus folgt, dass
ein jährlicher Zinssatz von 6%, konvertierbar alle 3 Monate, äquivalent ist zu
einem effektiven jährlichen Zinssatz von 6.136%.

Sei allgemein i ein gegebener jährlicher effektiver Zinssatz und i(m) der nominelle
Zinssatz, m-mal pro Jahr konvertierbar, der zu i äquivalent ist. Dann muss
gelten: (

1 +
i(m)

m

)m

= 1 + i
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bzw.

i(m) = m((1 + i)
1
m − 1) =

(1 + i)
1
m − (1 + i)0

1
m

.

Der Grenzfall m→ ∞ entspricht stetiger Verzinsung:

δ := lim
m→∞

i(m) = lim
h→0

(1 + i)h − (1 + i)0

h
=

d

dx
(1 + i)x

∣∣∣
x=0

= ln(1 + i).

δ heißt die zu i gehörige Zinsintensität. Es gilt

eδ = 1 + i.

1.1.3 Kontinuierliche Zahlungen

Nehmen wir nun an, dass kontinuierliche Zahlungen in einen Fonds stattfinden
(mit Zahlungsintensität r(t)) und in diesem Fonds stetige Verzinsung mit Zinsin-
tensität δ(t) (nicht notwendig konstant) erfolgt. Dann gilt für den Zuwachs im
Fonds im Intervall dt

dF (t) = F (t)δ(t)dt+ r(t)dt,

wobei F (t) den Wert des Fonds zum Zeitpunkt t bezeichnet. Um die Differen-
tialgleichung 1. Ordnung

F ′(t) = F (t)δ(t) + r(t)

zu lösen, schreibt man sie wie folgt um:

d

dt

[
e−

R t
0 δ(s)dsF (t)

]
= e−

R t
0 δ(s)dsr(t).

Integration über t von 0 bis h ergibt

e−
R h
0

δ(s)dsF (h) − F (0) =

∫ h

0

e−
R t
0

δ(s)dsr(t)dt

und somit

F (h) = e
R h
0 δ(s)dsF (0) +

∫ h

0

e
R h
t δ(s)dsr(t)dt.

Wieder setzt sich der Fondswert also aus dem aufgezinsten Anfangsstand und
den aufgezinsten Einzahlungen zusammen.
Falls δ(t) = δ konstant ist, ergeben sich wieder die Auf- und Abzinsungsfaktoren
von vorhin.
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1.1.4 Zins im voraus

Bis jetzt wurde immer angenommen, dass der Zins am Ende der jeweiligen Kon-
versionsperiode gutgeschrieben wird. Oft ist es jedoch nützlich, dass der Zins
bereits am Anfang der jeweiligen Konversionsperiode bezahlt wird. Sei d die
jährliche effektive Vorauszinsrate. Ein Investor, der ein Kapital C investiert,
erhält also den Zins von dC bereits am Anfang des Jahres und das ursprüngliche
Kapital am Schluss des Jahres. Der Investor kann nun den Zins dC wieder in-
vestieren und erhält dafür den Zinseszins d2C am Anfang des Jahres plus eine
Zahlung dC am Schluss des Jahres usw. Dieser Investor wird also am Schluss des
Jahres

C + dC + d2C + . . . =
1

1 − d
C

erhalten. Falls i die äquivalente effektive Zinsrate im üblichen Sinne ist, muss
somit gelten

d =
i

i+ 1
.

Falls also ein Kapital von 1 investiert wird, so ist d der diskontierte Wert des am
Jahresende bezahlten Zinses i (“abgezinster Wert des Zinses”).

Sei jetzt d(m) die äquivalente nominelle Vorauszinsrate, falls die Verzinsung m-
mal jährlich stattfindet. Für ein Kapital C erhält ein Investor dann den Zins
d(m)

m
C zu Beginn und das Kapital C am Ende des m-tel Jahres. Gleichheit der

Aufzinsfaktoren für ein m-tel Jahr ergibt daher

1

1 − d(m)

m

= 1 +
i(m)

m
= (1 + i)1/m

bzw.

d(m) = m(1 − (1 + i)−1/m) =
i(m)

1 + i(m)

m

und daraus ergibt sich eine einfache Beziehung zwischen i(m) und d(m):

1

d(m)
=

1

m
+

1

i(m)
. (1.3)

Insbesondere folgt daraus für m→ ∞

lim
m→∞

d(m) = lim
m→∞

i(m) = δ.

Bei stetige Verzinsung wird also der Unterschied zwischen Vorausverzinsung und
nachschüssiger Verzinsung hinfällig (was zu erwarten war).
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1.1.5 Ewige Renten

Betrachten wir als Beipiel einer ewigen Rente (engl. perpetuity) jährliche Zah-
lungen der Höhe 1. Falls die erste Zahlung zum Zeitpunkt 0 stattfindet, spricht
man von einer vorschüssigen Rente. Ihr Barwert (d.h. Wert zum Zeitpunkt 0)
wird mit ä∞ bezeichnet. Es ist also

ä∞ = 1 + v + v2 + . . . =
1

1 − v
=

1

d
.

Findet die erste Zahlung erst am Ende des ersten Jahres (d.h. zum Zeitpunkt 1)
statt, so handelt es sich um eine nachschüssige Rente. Ihr Barwert wird durch
a∞ symbolisiert und ist gegeben durch

a∞ = v + v2 + . . . =
v

1 − v
=

1

i
.

Nun betrachten wir noch unterjährige ewige Renten, wo Zahlungen in der Höhe
von 1/m in regelmäßigen Abständen (m mal pro Jahr) stattfinden. Der Barwert
einer vorschüssigen unterjährigen ewigen Rente ist dann

ä
(m)

∞ =
1

m
+

1

m
v

1
m +

1

m
v

2
m + . . . =

1

m

1

1 − v
1
m

=
1

d(m)
. (1.4)

Dementsprechend ist der Barwert einer nachschüssigen unterjährigen ewigen Rente
gegeben durch

a
(m)

∞ =
1

m
v

1
m +

1

m
v

2
m + . . . =

1

m

v
1
m

1 − v
1
m

=
1

m((1 + i)
1
m − 1)

=
1

i(m)
. (1.5)

Mit (1.4) und (1.5) lässt sich nun Formel (1.3) interpretieren: Da sich die vor-
und nachschüssigen Renten lediglich um die Zahlung 1/m im Zeitpunkt 0 unter-
scheiden, unterscheiden sich deren Barwerte um 1/m.

Analog zu oben folgt nun noch für den Barwert einer kontinuierlichen ewigen
Rente mit konstanter Intensität r(t) ≡ 1

ā∞ =

∫ ∞

0

e−δtdt =
1

δ
.

ā∞ stellt natürlich den Grenzwert für m→ ∞ von (1.4) und (1.5) dar.

1.1.6 Zeitrenten

In der Praxis sind zeitlich befristete Renten natürlich häufiger als ewige Renten.
Sei n die Dauer der Rente (gemessen in Jahren). Dann folgt für den Barwert
einer vorschüssigen Zeitrente

än = 1 + v + . . .+ vn−1.



12 Kapitel 1. Elementare Lebensversicherungsmathematik

Indem man diese Rente als Differenz zweier ewiger Renten betrachtet, wobei die
eine zum Zeitpunkt 0 und die andere zur Zeit n beginnt, erhält man

än = ä∞ − vnä∞ =
1 − vn

d
. (1.6)

Analog folgt mit den Formeln aus dem vorigen Abschnitt

an =
1 − vn

i
, ä

(m)

n
=

1 − vn

d(m)
und a

(m)

n
=

1 − vn

i(m)
.

Die Dauer n ist bei än und an ganzzahlig, während sie bei ä
(m)

n
und a

(m)

n
ein

Vielfaches von 1/m ist.

Bei Zeitrenten interessiert man sich auch für den Schlusswert, also den Wert der
Zahlungen am Ende der Dauer n. Dieser ergibt sich natürlich sofort aus dem
jeweiligen Barwert und dem Aufzinsungsfaktor (1 + i)n zu

s̈n =
(1 + i)n − 1

d
, sn =

(1 + i)n − 1

i

und s̈
(m)

n
=

(1 + i)n − 1

d(m)
, s

(m)

n
=

(1 + i)n − 1

i(m)
.

1.1.7 Rückzahlung einer Schuld

Sei S eine Schuld zum Zeitpunkt 0, die durch Zahlungen r1, . . . , rn am Ende der
Jahre 1, . . . , n getilgt wird. Der Barwert dieser Zahlungen soll also S sein:

S = vr1 + v2r2 + . . .+ vnrn. (1.7)

Für die Restschuld Sk, die bleibt, nachdem die Zahlung rk getätigt wird, gilt

Sk = (1 + i)Sk−1 − rk, k = 1, . . . , n (1.8)

bzw. anders geschrieben

rk = iSk−1 + (Sk−1 − Sk).

Jede Zahlung setzt sich also aus zwei Komponenten zusammen, der Verzinsung
der Restschuld des Vorjahres und der Amortisation der Restschuld.
Vergleicht man (1.8) mit (1.1), so sieht man, dass die beiden Gleichungen äqui-
valent sind, wenn man Fk = −Sk setzt. Man kann also alle Resultate von vorne
übernehmen, z.B. die Darstellung

Sk = (1 + i)kS −
k∑

h=1

(1 + i)k−hrh, k = 1, . . . , n. (1.9)

Insbesondere ist wegen (1.7) Sn = 0. (1.9) nennt man die retrospektive Darstel-
lung der Restschuld, im Gegensatz zur prospektiven Darstellung

Sk = vrk+1 + v2rk+2 + . . .+ vn−krn.
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1.2 Die zukünftige Lebensdauer eines x-jähri-

gen

Wir betrachten nun eine bestimmte Person mit Alter x. Ihre zukünftige Lebens-
dauer wird mit T (x) bezeichnet (diese Person wird also beim Tode das Alter x+T
haben). Die Größe T ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

G(t) =
�

(T ≤ t).

In der Folge wird die Verteilung von T als bekannt und als stetig vorausgesetzt;
es gilt dann für die Dichte g(t) = G′(t)

g(t)dt =
�

(t ≤ T ≤ t+ dt).

Folgende Notationen sind international üblich:

tqx = G(t)

ist die t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jährigen. Analog ist

tpx = 1 −G(t)

die t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit des x-jährigen. Ferner ist

s|tqx =
�

(s ≤ T ≤ s+ t) = G(s+ t) −G(s) = s+tqx − sqx

die Wahrscheinlichkeit, dass der x-jährige die nächsten s Jahre überleben und
dann innerhalb der nächsten t Jahre sterben wird.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der x-jährige nach Erreichen des Alters
x+s weitere t Jahre leben wird (gegeben dass er dieses Alter erreicht), ist gegeben
durch

tpx+s =
�

(T > s+ t | T > s) =
1 −G(s+ t)

1 −G(s)
.

Analog ist

tqx+s =
�

(T ≤ s+ t | T > s) =
s|tqx

spx

die t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit im Moment, wo der x-jährige das Alter
x+ s erreicht hat.
Die Lebenserwartung eines x-jährigen wird üblicherweise mit dem Symbol e̊x

bezeichnet und ist gegeben durch

e̊x = E(T ) =

∫ ∞

0

tg(t) dt =

∫ ∞

0

[1 −G(t)]dt =

∫ ∞

0
tpx dt.

Außerdem sind noch die Abkürzungen px := 1px und qx := 1qx sowie s|qx := s|1qx
üblich.
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Die Sterblichkeitsintensität des x-jährigen im Alter x+ t ist definiert als

µx+t =
g(t)

1 −G(t)
= − d

dt
ln[1 −G(t)] = − d

dt
ln( tpx). (1.10)

Somit ergibt sich ein alternativer Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, dass ein
x-jähriger zwischen den Zeitpunkten t und t+ dt sterben wird:

�
(t < T < t+ dt) = tpxµx+t dt.

1.2.1 Analytische Verteilungen für T

Das Postulieren einer analytischen Verteilungsfunktion für die zukünftige Lebens-
dauer T ist nicht wirklich realistisch, jedoch liefert es oft brauchbare Modelle für
Demonstrationszwecke. Wir wollen hier einige solche analytische Verteilungen
(jeweils benannt nach dem Erfinder) betrachten:

• DeMoivre: (1724)
ω . . . oberstes Alter. T ist dann gleichverteilt auf dem Intervall [0, ω − x],
d.h.

g(t) =
1

ω − x
für 0 < t < ω − x

und

µx+t =
1

ω − x− t
für 0 < t < ω − x.

• Gompertz: (1824)

µx+t = Bcx+t t > 0

mit Konstanten B > 0, c > 1, d.h. hier wird exponentielles Wachstum
von µx+t postuliert (ist der Realität besser angepasst und braucht nicht die
Annahme eines obersten Alters).

• Makeham: (1860)

µx+t = A+Bcx+t t > 0.

• Weibull: (1939)

µx+t = k(x+ t)n, t > 0

mit Parametern k > 0, n > 0.
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1.2.2 Die gestutzte Lebenserwartung

Sei K := [T ] die ganzzahlig gestutzte zukünftige Lebensdauer des x-jährigen, d.h.

�
(K = k) =

�
(k < T < k + 1) = kpxqx+k (k = 0, 1, . . .)

Der Erwartungswert von K heißt die gestutzte Lebenserwartung und ist gegeben
durch

ex := �(K) =
∞∑

k=1

k
�

(K = k) =
∞∑

k=1

k kpxqx+k

bzw. wegen
�

(K ≥ k) =
�

(K = k) +
�

(K = k + 1) + . . . auch durch

ex =
∞∑

k=1

�
(K ≥ k) =

∞∑

k=1

kpx.

Der Vorteil der gestutzten Lebenserwartung liegt darin, dass diese Formel leichter
auszuwerten ist als jene für e̊x.
Sei weiters S = {T}, d.h. T = K + S. S ist stetig verteilt in [0, 1]. Der
Erwartungswert von S wird nun zu � [S] ≈ 1

2
geschätzt und somit gilt

e̊x ≈ ex +
1

2
. (1.11)

Wichtiger Fall: K,S unabhängig. Dann ist die bedingte Verteilung von S unabhängig
von K:

�
(S ≤ u|K = k) =

uqx+k

qx+k

(1.12)

ist dann eine von k unabhängige Verteilungsfunktion H(u), 0 ≤ u ≤ 1, d.h.

uqx+k = H(u)qx+k.

Im Spezialfall H(u) = u (Gleichverteilung) ist (1.11) exakt und aus T = K + S
erhält man in diesem Fall Var(T ) = Var(K) + 1

12
.

1.2.3 Sterbetafeln

Eine Sterbetafel (engl. life table) ist im wesentlichen eine Tabelle von einjährigen
Sterbewahrscheinlichkeiten, durch die dann die Verteilung von K definiert ist.
Sterbetafeln werden mit statistischen Methoden aus realen Daten erstellt. Sie
werden oft für verschiedene Bevölkerungsgruppen konstruiert (z.B. unterschieden
nach Geschlecht, Generation, etc.). Eine aus den Jahren 2000-2002 stammende
Sterbetafel für Österreich kann in Anhang B gefunden werden.
Wird bei einer Sterbetafel lediglich nach dem Alter eingestuft, so spricht man
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von einer Aggregattafel. Sie enthält dann also Werte qx für ganzzahlige x. Daraus
können jetzt einige verwandte Größen berechnet werden:

px = 1 − qx, kpx = pxpx+1px+2 · · · px+k−1, usw.

Um daraus die Verteilung von T zu erhalten, muss man geeignete Annahmen über
den Verlauf der unterjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten uqx oder der Sterbli-
chkeitsintensitäten µx+u treffen (x ∈ � , 0 ≤ u ≤ 1). Wir betrachten drei Fälle:

a) Linearität von uqx:

uqx = uqx.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, entspricht das dem Fall, wo
K und S unabhängig sind und wo S gleichverteilt zwischen 0 und 1 ist. Es
gilt hier

upx = 1 − uqx und µx+u =
qx

1 − uqx
.

b) µx+u ist konstant:
Sei µx+u := µx+ 1

2
= − ln px konstant auf dem Einheitsintervall 0 < u < 1

(die letzte Äquivalenz folgt aus (1.10) mit t = 1). In diesem Fall gilt dann

upx = exp(−uµx+ 1
2
) = pu

x.

Da mit (1.12)
�

(S ≤ u|K = k) =
1 − pu

x+k

1 − px+k
, (1.13)

sind die Zufallsvariablen K und S hier also nicht unabhängig.

c) Linearität von 1−uqx+u:

1−uqx+u = (1 − u)qx.

Daraus folgt

upx =
px

1−upx+u
=

1 − qx
1 − (1 − u)qx

und
µx+u =

qx
1 − (1 − u)qx

.

Auch hier sind S und K im allgemeinen nicht unabhängig.

Bei allen drei Methoden hat die Sterblichkeitsintensität Unstetigkeiten an den
ganzzahligen Argumenten. Für kleine Sterbewahrscheinlichkeiten ist S bei der
zweiten und dritten Methode wenigstens annähernd gleichverteilt und annähernd
unabhängig von K (vgl. z.B. (1.13) für qx+k → 0).
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1.3 Einfache Kapitalversicherungen

Bei einer Kapitalversicherung besteht die vom Versicherer zu erbringende Leis-
tung aus der Bezahlung einer einzelnen Summe, des Kapitals. Zeitpunkt und
Höhe der Auszahlung können Funktionen der Zufallsvariablen T sein (sind also
selbst Zufallsvariablen). Der Barwert dieses Kapitals sei Z. Dieser Barwert wird
aufgrund eines gegebenen technischen Zinsfußes i berechnet. Der erwartete Bar-
wert der Leistung �(Z) wird als die sog. Nettoeinmalprämie (NEP) bezeichnet
(im Gegensatz zur Bruttoprämie, die Aufwände der Versicherung (wie z.B. Ver-
waltungskosten) berücksichtigt).

1.3.1 Todesfallversicherungen

(engl. life insurance)
Wir betrachten zuerst lebenslängliche Deckung (engl. whole life): Ein Kapital von
1 sei zahlbar am Ende des Jahres, in dem der Versicherte stirbt. In diesem Fall
ist das Kapital also nicht zufällig, sehr wohl aber der Zeitpunkt der Auszahlung
(nämlich K + 1). Der Barwert dieser Leistung ist

Z = vK+1.

Die Verteilung von Z ist gegeben durch

�
(Z = vk+1) =

�
(K = k) = kpx qx+k (k = 0, 1, . . .)

Die NEP wird mit dem Symbol Ax bezeichnet und ist also gegeben durch

Ax = � [vK+1] =

∞∑

k=0

vk+1
kpx qx+k.

Wegen
� [vK+1] = v

�
(K = 0) + v� [vK |K ≥ 0]

�
(K > 0)

folgt die Rekursionsformel

Ax = v qx + vAx+1 px.

Interpretation: Die NEP im Alter x ist der diskontierte Erwartungswert der NEP
im Alter x+ 1.
Um die Varianz Var(Z) = � [Z2]−A2

x auszurechnen, brauchen wir einen Ausdruck
für � [Z2]. Setzt man v = e−δ, so folgt

� [Z2] = � [e−2δ(K+1)],

dies entspricht also der NEP bei Verdopplung der Zinsintensität und kann somit
mit dem gleichen Rechenaufwand wie die NEP bestimmt werden.
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Bei einer temporären Todesfallversicherung (engl. term insurance) der Dauer n
wird das Kapital von 1 nur ausbezahlt (am Ende des Jahres, in dem der Tod
eintritt), falls der Tod in den ersten n Jahren eintritt. Somit ist

Z =





vK+1 für K = 0, 1, . . . , n− 1

0 für K = n, n+ 1, . . .

Die NEP wird hier mit A1
x n bezeichnet und ergibt sich zu

A1
x n =

n−1∑

k=0

vk+1
kpx qx+k.

1.3.2 Erlebensfallversicherungen

(engl. pure endowment)
Bei einer Dauer von n Jahren wird das Kapital 1 im Erlebensfall (und nichts bei
vorzeitigem Ableben) des Versicherten ausbezahlt:

Z =





0 für K = 0, 1, . . . , n− 1

vn für K = n, n + 1, . . .

Die mit Ax
1
n

bezeichnete NEP beträgt in diesem Fall

Ax
1
n = vn

npx.

1.3.3 Gemischte Versicherungen

(engl. endowment)
Das Kapital 1 wird am Ende des Todesjahres ausbezahlt, wenn der Tod in den
ersten n Jahren stattfindet, und andernfalls nach Ablauf der Dauer n.

Z =





vK+1 für K = 0, 1, . . . , n− 1

vn für K = n, n+ 1, . . .

Es gilt also Z = Z1 +Z2, wobei Z1 eine Ablebens- und Z2 eine Erlebensversiche-
rung ist. Die NEP beträgt demnach

Ax n = A1
x n + Ax

1
n

Für eine um m Jahre aufgeschobene Versicherung (versichertes Kapital 1, unbe-
grenzte Dauer) gilt

Z =





0 für K = 0, 1, . . . , m− 1

vK+1 für K = m,m+ 1, . . .
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Die NEP m|Ax ist hier

m|Ax = mpx v
mAx+m = Ax − A1

x m .

1.3.4 Auszahlung unmittelbar nach dem Ableben

Bisher wurde angenommen, dass die Auszahlung jeweils am Ende des Todes-
jahres erfolgt. Wir wollen nun annehmen, dass das Kapital zum Zeitpunkt des
Todes, also zur Zeit T , ausbezahlt wird:

Für eine lebenslängliche Todesfallversicherung gilt dann

Z = vT

und für die entsprechende NEP

Āx =

∫ ∞

0

vt
tpx µx+t dt.

Unter der Annahme a) aus Abschnitt 1.2.3 gilt wegen

T = K + S = (K + 1) − (1 − S)

und der Unabhängigkeit von K und S:

Āx = � [vK+1]� [(1 + i)1−S] = � [vK+1]

∫ 1

0

(1 + i)u du = � [vK+1] s̄1 =
i

δ
Ax.

Die Berechnung von Āx ist hier also auf einfache Weise auf die Berechnung von
Ax zurückgeführt.

Für eine temporäre Todesfallversicherung gilt entsprechend

Āx n = Ā1
x n + Ax

1
n =

i

δ
A1

x n + Ax
1
n = Ax n +

(
i

δ
− 1

)
A1

x n .

1.3.5 Allgemeine Todesfallversicherungen

Hier kann das versicherte Kapital von Jahr zu Jahr variieren und wird am Ende
des Todesjahres ausbezahlt. Sei cj das im j-ten Versicherungsjahr versicherte
Kapital, so ist

Z = cK+1v
K+1

und die NEP

� [Z] =

∞∑

k=0

ck+1v
k+1

kpx qx+k = c1Ax + (c2 − c1) 1|Ax + (c3 − c2) 2|Ax + . . . ,
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denn eine solche Deckung kann aufgefasst werden als eine Kombination von auf-
geschobenen Versicherungen mit konstanter Deckung.

Ist die Deckung auf n Jahre beschränkt (d.h. cn+1 = cn+2 = . . . = 0), kann sie
auch aufgefasst werden als eine Kombination von temporären sofort beginnenden
Versicherungen. So gilt

� [Z] = cnA
1
x n + (cn−1 − cn)A1

x: n−1 + (cn−2 − cn−1)A
1
x: n−2 + . . .

1.4 Leibrenten und Kommutationszahlen

Eine Leibrente ist eine Reihe von Zahlungen, die erfolgen, solange eine bestimmte
Person (mit Anfangsalter x) lebt. Eine Leibrente ist also eine Zeitrente, deren
Dauer von T abhängt, und somit eine Zufallsvariable. Der Barwert einer Leib-
rente, der somit auch eine Zufallsvariable ist, wird mit Y bezeichnet; die NEP
einer Leibrente ist ihr erwarteter Barwert � [Y ].
Leibrenten treten einerseits als Versicherungsleistungen auf, andererseits kann die
periodische Bezahlung von Prämien auch als eine Leibrente interpretiert werden
(natürlich mit umgekehrtem Vorzeichen).

1.4.1 Vorschüssige lebenslängliche Leibrenten

Wir betrachten eine vorschüssige lebenslängliche Leibrente, die aus jährlichen
Zahlungen von je 1 besteht. Der Barwert dieser Rente ist

Y = 1 + v + v2 + . . .+ vK = äK+1 =
∞∑

k=0

vkI{K≥k}, (1.14)

wobei IA den Indikator des Ereignisses A bezeichnet. Die NEP ist hier

äx = � [Y ] =
∞∑

k=0

�
(K = k)äk+1 =

∞∑

k=0

äk+1 kpx qx+k (1.15)

bzw., wenn wir direkt den Erwartungswert des obigen Ausdrucks mit den Indi-
katoren bilden,

äx =

∞∑

k=0

vk
kpx. (1.16)

Wir haben also zwei Ausdrücke für die NEP gefunden. (1.15) ist natürlich, wenn
man die Rente ganzheitlich auffasst; (1.16) ist naheliegend, wenn man sich die
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Rente als eine Summe von Erlebensfallversicherungen vorstellt.
Wegen Formel (1.6) kann man Y hier auch als

Y =
1 − vK+1

d
=

1 − Z

d

schreiben. Der Erwartungswert hiervon ergibt

äx =
1 −Ax

d
.

Wenn wir diese Identität umschreiben als

1 = d äx + Ax,

so kann sie interpretiert werden anhand einer Schuld von 1, welche am Anfang
jedes Jahres verzinst wird, verbunden mit einer letzten Zahlung von 1 am Ende
des Todesjahres.

1.4.2 Temporäre vorschüssige Leibrente

Bei der entsprechenden temporären vorschüssigen Leibrente mit Dauer n ist

Y =





äK+1 für K = 0, 1, . . . , n− 1

än für K = n, n+ 1, . . .

Die NEP ergibt sich hier zu

äx n =

n−1∑

k=0

äk+1 kpx qx+k + än npx =

n−1∑

k=0

vk
kpx.

Jetzt ist

Y =
1 − Z

d

und somit folgt

äx n =
1 −Ax n

d
,

d.h.

1 = d äx n + Ax n .
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1.4.3 Lebenslängliche nachschüssige Leibrente

Hier gilt

Y = v + v2 + . . .+ vK = aK

und dieser Barwert unterscheidet sich von (1.14) nur um die Konstante 1, woraus
für die NEP sofort

ax = äx − 1

folgt. Weiters gilt hier

1 = i ax + (1 + i)Ax.

1.4.4 Aufgeschobene Leibrente

Bei einer um m Jahre aufgeschobenen Leibrente mit jährlichen Einheitszahlungen
gilt

Y =





0 für K = 0, 1, . . . , m− 1

vm + vm+1 + . . .+ vK für K = m,m+ 1, . . .

Die NEP kann dann aus

m|äx = mpx v
m äx+m = äx − äx m

erhalten werden.

1.4.5 Allgemeine Leibrente

Hiermit ist eine Leibrente gemeint, die Zahlungen r0, r1, . . . zu den Zeitpunkten
0, 1, . . . , K vorsieht:

Y =

∞∑

k=0

vkrkI{K≥k}.

Es gilt demnach

� [Y ] =
∞∑

k=0

vkrk kpx.

1.4.6 Kommutationszahlen

Kommutationszahlen sind tabellarisch erfasste Hilfsgrößen.
Sei lx die Zahl der Lebenden (einer vorgegebenen Bevölkerungsgruppe), die das
Alter x erreichen. Dann ist dx = lx − lx+1 die Zahl derer, die zwischen Alter x
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und x+ 1 sterben. Wir können also schreiben

tpx =
lx+t

lx

qx =
dx

lx

ex =
lx+1 + . . .

lx

Wenn wir nun in Formel (1.16) tpx durch lx+t

lx
ersetzen, so erhalten wir

äx =
lx + vlx+1 + v2lx+2 + . . .

lx

bzw.
lx äx = lx + vlx+1 + v2lx+2 + . . . ,

die sogenannte Äquivalenzgleichung. Sie kann wie folgt interpretiert werden:
Wenn man sich vorstellt, dass jede der im Alter x lebenden Personen gegen eine
einmalige Prämie von äx eine Rente vom oben beschriebenen Typ kauft, besagt
die Äquivalenzgleichung, dass die Summe aller Prämien (links) gleich dem Bar-
wert aller Leistungen (rechts) ist.
Einfaches Erweitern der obigen Gleichung liefert

äx =
vxlx + vx+1lx+1 + vx+2lx+2 + . . .

vxlx
.

Mit den Notationen

Dx = vxlx, Nx = Dx +Dx+1 + . . .

gilt dann also die einfache Formel

äx =
Nx

Dx
.

Die Kommutationszahlen Dx (die “diskontierte Zahl der Lebenden”) und Nx lie-
gen in einer Sterbetafel tabellarisch vor und erleichterten vor allem vor den Zeiten
leistungsfähiger Computer die Berechnung von äx wesentlich. Weiters gilt

äx n =
Nx −Nx+n

Dx
und ax =

Nx+1

Dx
.

Im Falle von Kapitalversicherungen werden beispielsweise durch Einführung der
Kommutationszahlen

Cx = vx+1dx, Mx = Cx + Cx+1 + . . .
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die folgenden Formeln erleichtert (hier wird kpxqx+k durch dx+k

lx
ersetzt):

Ax =
vdx + v2dx+1 + . . .

lx
=
Cx + Cx+1 + . . .

Dx
=
Mx

Dx
,

A1
x n =

Mx −Mx+n

Dx
,

Ax n =
Mx −Mx+n +Dx+n

Dx
.

Im Anhang A wird das Software-Paket RANDinsure vorgestellt, in dem viele der
hier behandelten Formeln implementiert sind. In Anhang A befindet sich auch
eine Kurzeinführung in die Versicherung auf mehrere Leben.

1.5 Nettoprämien und Berücksichtigung der Kos-

ten

Eine Versicherung definiert einerseits die Leistungen, welche der Versicherer er-
bringt (in Form von einer oder mehrerer Zahlungen) und andererseits die vom
Versicherten zu bezahlende Prämie. Dabei unterscheidet man im Prinzip drei
Möglichkeiten:

(1) Einmalprämie

(2a) Periodische Prämien von konstanter Höhe

(2b) Periodische Prämien von variabler Höhe

Prämien werden grundsätzlich vorschüssig bezahlt.

Der totale Verlust L, den der Versicherer erleidet, ist die Differenz zwischen dem
Barwert der Leistungen und dem Barwert der Prämien. Man spricht von einer
Nettoprämie, falls

� [L] = 0, (1.17)

d.h. falls der erwartete Verlust des Versicherers verschwindet. Im Falle einer
Einmalprämie entspricht die Nettoprämie der schon bekannten NEP. Im Falle
(2a) von konstanten periodischen Prämien kann man die entsprechenden Net-
toprämien ebenfalls leicht bestimmen.
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1.5.1 Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Deckung

Das versicherte Kapital sei 1, zahlbar am Ende des Todesjahres. Diese soll nun
mit konstanten jährlichen Nettoprämien Px finanziert werden. Der Verlust des
Versicherers ist somit

L = vK+1 − Px äK+1.

Aus (1.17) folgt sofort, dass 0 = � [L] = Ax − Pxäx, also

Px =
Ax

äx
.

Ersetzt man äx durch 1−Ax

d
, so ergibt sich

Px =
dAx

1 −Ax
.

1.5.2 Temporäre Todesfallversicherung

Für eine temporäre Todesfallversicherung der Dauer n bezeichnen wir die jähr-
liche Nettoprämie mit P 1

x n . Hier gilt

L =





vK+1 −P 1

x n äK+1 für K = 0, 1, . . . , n− 1

−P 1
x n än für K ≥ n

bzw.
L = −P 1

x n än + (1 + P 1
x n än−K−1)v

K+1I{K<n}.

Natürlich ist

P 1
x n =

A1
x n

äx n

.

1.5.3 Erlebensfallversicherung

Falls das versicherte Kapital 1 ist und die Dauer n, so wird die jährliche Net-
toprämie mit dem Symbol Px

1
n

bezeichnet. Es gilt

L =





−Px

1
n
äK+1 für K = 0, 1, . . . , n− 1

vn −Px
1
n
än für K ≥ n

und

Px
1
n =

Ax
1
n

äx n

.
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1.5.4 Gemischte Versicherung

Bei einer entsprechenden gemischten Versicherung wird die jährliche Nettoprämie
mit dem Symbol Px n bezeichnet:

Px n =
Ax n

äx n

und

Px n = P 1
x n + Px

1
n .

1.5.5 Berücksichtigung der Kosten

Die Abwicklung einer Versicherung ist mit gewissen Kosten verbunden, die bei
der Berechnung der Prämien berücksichtigt werden müssen:

a) Abschlusskosten: Das sind Kosten, die mit dem Neuabschluss einer Versi-
cherung zusammenhängen (z.B. Vertreter, etwaige ärztliche Untersuchun-
gen, Werbung etc.). Für diese Kosten wird ein einmaliger Betrag, der
proportional zur versicherten Summe ist, verrechnet (Faktor α).

b) Inkassokosten: Diese Kosten werden für den Beginn jedes Jahres budge-
tiert, in dem eine Prämie zu bezahlen ist. Annahme: proportional zur
“ausreichenden Prämie” (=Bruttoprämie) (Faktor β).

c) Verwaltungskosten: Hier handelt es sich um alle übrigen Kosten (z.B. Per-
sonal-, Gebäudekosten, Steuern etc.). Die Verwaltungskosten werden für
die ganze Dauer der Versicherung (jeweils zu Jahresbeginn) budgetiert.
Annahme: proportional zum versicherten Kapital bzw. zur versicherten
jährlichen Rente (Faktor γ)

Die ausreichende Prämie P a ist jene Jahresprämie, welche im Erwartungswert
gerade ausreicht, um die versicherte Leistung und die anfallenden Kosten zu
finanzieren. Es ist also

P a = P + P α + P β + P γ, (1.18)

wobei P die jährliche Nettoprämie ist.
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Beispiel 2: Für eine gemischte Versicherung der Höhe 1, Dauer n und An-
fangsalter x ergibt sich die ausreichende Prämie P a

x n aus der Bedingung

P a
x n äx n = Ax n + α + β P a

x n äx n + γ äx n . (1.19)

Daraus folgt

P a
x n =

Ax n + α + γ äx n

(1 − β) äx n

.

Ersetzt man α durch α(Ax n + d äx n), so erhält man den folgenden einfachen
Zusammenhang mit der jährlichen Nettoprämie:

P a
x n = (1 + α)Px n/(1 − β) + (αd+ γ)/(1 − β).

Nach einer Division durch äx n erhalten wir aus (1.19) die Formel

P a
x n = Px n +

α

äx n

+ β P a
x n + γ,

was einer Aufteilung der ausreichenden Prämie im Sinne von (1.18) entspricht.

1.6 Das Deckungskapital

(engl. premium reserve)
Betrachten wir eine durch Nettoprämien finanzierte Versicherung. Zum Zeit-
punkt des Abschlusses besteht (im Erwartungswert) eine Äquivalenz zwischen den
Prämien und den Leistungen, sodass der totale Verlust verschwindet (� [L] = 0).
Zu einem späteren Zeitpunkt besteht diese Äquivalenz zwischen den zukünftigen
Prämien und Leistungen i.a. nicht mehr.
Sei tL die Differenz zwischen dem Barwert der zukünftigen Leistungen und dem
Barwert der zukünftigen Prämien zum Zeitpunkt t. Wir nehmen an, dass tL
nicht identisch verschwindet (d.h. der Versicherer hat noch zukünftige Verpflich-
tungen). Das Nettodeckungskapital tV zum Zeitpunkt t ist definiert durch

tV = � [ tL | T > t],

ist also der bedingte Erwartungswert unter der Voraussetzung, dass der Zeit-
punkt der Versicherungsleistung T > t ist. In der Praxis ist stets tL ≥ 0, da
der Versicherte ein Interesse an der Fortsetzung der Versicherung haben soll. Im
Erwartungswert übertrifft also der Barwert der zukünftigen Leistungen den Bar-
wert der zukünftigen Prämien. Zur Kompensation muss daher der Versicherer
das Deckungskapital tV bereitstellen bzw. “reservieren”.
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1.6.1 Beispiele

1) Für das Nettodeckungskapital am Ende des Jahres k einer gemischten Versi-
cherung (Dauer n, versichertes Kapital 1, zahlbar am Ende des allfälligen Todes-
jahres, jährliche Prämien) gilt

kVx n = Ax+k: n−k − Px n äx+k: n−k , k = 0, 1, . . . , n− 1,

wobei natürlich 0Vx n = 0 aufgrund der Definition der Nettoprämien.

2) Für eine entsprechende n-jährige Todesfallversicherung ist das Deckungskapital
am Ende des Jahres k gegeben durch

kV
1
x n = A1

x+k: n−k − P 1
x n äx+k: n−k , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Beispiel 3: Das versicherte Kapital sei 1000 und bei einem anfänglichen
Alter des Versicherten von 40 Jahren betrachten wir zwei temporäre Versi-
cherungen auf 10 Jahre (eine gemischte und eine Todesfallversicherung). Die
Deckungskapitalien sind also 1000 kV40: 10 bzw. 1000 kV

1
40: 10 für k = 0, 1, . . . , 9.

Wir setzen i = 4% und machen die Berechnungen anhand von De Moivre’s
Gesetz mit ω = 100:
Zunächst findet man, dass die jährliche Prämie 88.96 für die gemischte
Versicherung und 17.225 für die Todesfallversicherung beträgt. Die weiteren
Resultate ergeben sich wie folgt:

k ä40+k: 10−k 1000A40+k: 10−k 1000 kV40: 10 1000A1
40+k: 10−k 1000 kV 1

40: 10

0 7.84805 698.15 0 135.18 0

1 7.24269 721.44 77 126.02 1.3

2 6.60433 745.99 158 116.08 2.3

3 5.93076 771.89 244 105.30 3.1

4 5.21956 799.25 335 93.61 3.7

5 4.46813 828.15 431 80.94 4.0

6 3.67365 858.71 532 67.22 3.9

7 2.83306 891.04 639 52.36 3.6

8 1.94305 925.27 752 36.27 2.8

9 1 961.54 873 18.85 1.6

Obwohl die Annahme von De Moivre’s Gesetz in Beispiel 3 unrealistisch ist, ist der
daraus resultierende Verlauf der Deckungskapitalien typisch: Bei der gemischten
Versicherung wächst das Deckungskapital stetig und hat zum Schluss die gleiche
Größenordnung wie das versicherte Kapital. Das Deckungskapital von 872.58 am
Ende des 9. Jahres kann mit einer elementaren Überlegung verifiziert werden:
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Zusammen mit der letzten Prämie von 88.96, beide für ein Jahr verzinst, ergibt
sich daraus der am Ende des 10. Jahres fällige Betrag von 1000.
Bei der temporären Todesfallversicherung hat das Deckungskapital einen äußerst
flachen Verlauf. Anfänglich steigt es leicht, da in den ersten Jahren die Prämie
etwas über der entsprechenden Prämie für eine einjährige Todesfallversicherung
liegt. Am Ende strebt das Deckungskapital wieder gegen null, da im Erlebensfall
dem Versicherer keine Verpflichtung erwächst. Das Deckungskapital am Ende
des 9. Jahres (1.62) ergibt zusammen mit der letzten Prämie (17.23) gerade die
Prämie für eine einjährige Todesfallversicherung eines 49-jährigen (18.85).

1.6.2 Rekursive Betrachtungen

Kommen wir nocheinmal auf die allgemeine Todesfallversicherung zurück, d.h.
das im j-ten Jahr versicherte Kapital betrage cj , finanziert durch jährliche Prämien
Π0,Π1, . . .. Der totale Verlust ist dann gegeben durch

L = cK+1v
K+1 −

K∑

k=0

Πkv
k.

Die möglicherweise veränderlichen Prämien sind Nettoprämien, falls

∞∑

k=0

ck+1v
k+1

kpx qx+k =
∞∑

k=0

Πkv
k

kpx.

Bemerkung: Dieses Modell ist recht allgemein: Lässt man für Πk auch negative
Werte zu, so enthält es auch Erlebensversicherungen und Rentenversicherungen
als Spezialfälle. Es gilt dann z.B. bei einer gemischten Versicherung:

c1 = . . . = cn = 1, cn+1 = . . . = 0,

Π0 = . . . = Πn−1 = Px n , Πn = −1, Πn+1 = Πn+2 = . . . = 0.

2

Das Nettodeckungskapital ist hier also nach Definition

kV =
∞∑

j=0

ck+j+1v
j+1

jpx+k qx+k+j −
∞∑

j=0

Πk+jv
j

jpx+k. (1.20)

Um es mit dem Deckungskapital am Ende des Jahres k + h in Beziehung zu
setzen, spalten wir je die ersten h Summanden in (1.20) ab und in den anderen
substituieren wir

jpx+k = hpx+k j−hpx+k+h
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und führen j′ = j − h als neuen Summationsindex ein. So erhält man schließlich
eine Beziehung zwischen kV und k+hV , welche wie folgt geschrieben werden
kann:

kV +

h−1∑

j=0

Πk+jv
j

jpx+k =

h−1∑

j=0

ck+j+1v
j+1

jpx+k qx+k+j + hpx+kv
h

k+hV.

Dies kann wie folgt interpretiert werden: Falls der Versicherte am Ende des
Jahres k noch lebt, so reicht das Deckungskapital zusammen mit den Prämien der
nächsten h Jahre im Erwartungswert gerade aus zur Finanzierung der entspre-
chenden temporären Todesfallversicherung sowie einer Erlebensfallversicherung
in der Höhe des neuen Deckungskapitals.
Im Spezialfall h = 1 ergibt sich für das Deckungskapital folgende rekursive For-
mel:

kV + Πk = ck+1v qx+k + k+1V vpx+k. (1.21)

Das Deckungskapital zum Zeitpunkt k zusammen mit der dann fälligen Prämie
ist also gerade der erwartete Barwert des am Ende des Jahres erforderlichen Ka-
pitals (im Todesfall ck+1 und im Erlebensfall k+1V ).

Man hat jetzt zwei Möglichkeiten: 1) Man berechnet 1V, 2V . . . aus (1.21)
in aufsteigender Reihenfolge (unter Benützung von 0V = 0) oder 2) bei einer
temporären Versicherung (Dauer n) kann man auch n−1V, n−2V . . . (in dieser
Reihenfolge) berechnen, indem man vom bekannten Wert nV ausgeht.

Schreibt man (1.21) um:

kV + Πk = k+1V v + (ck+1 − k+1V )v qx+k, (1.22)

so sieht man, dass auf jeden Fall k+1V budgetiert wird. Der im Todesfall zusätz-
liche Betrag von ck+1 − k+1V ist der Nettobetrag, der unter Risiko steht (=Ri-
sikosumme).

Gleichung (1.22) zeigt, dass die Prämie in zwei Teile zerlegt werden kann, Πk =
Πr

k + Πs
k, wobei

Πr
k = (ck+1 − k+1V )v qx+k

als die Risikoprämie bezeichnet wird (sie ist die Nettoprämie für eine einjährige
Todesfallversicherung in der Höhe der Risikosumme) und

Πs
k = k+1V v − kV, (1.23)

die sogenannte Sparprämie, welche zusammen mit dem alten Deckungskapital
den Barwert des neuen Deckungskapitals ergibt. Indem wir (1.23) mit (1 + i)j−k
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multiplizieren und über k summieren, erhalten wir

jV =

j−1∑

k=0

(1 + i)j−kΠs
k,

d.h. das Deckungskapital ist der aufgezinste Wert der Sparprämien der vorange-
gangenen Versicherungsjahre.

Beispiel 4: Für eine lebenslängliche Todesfallversicherung ergibt sich für
das Deckungskapital am Ende des Jahres k

kVx = Ax+k − Px äx+k = 1 − (Px + d) äx+k,

also die Differenz aus dem versicherten Kapital und der NEP für zukünftige
Prämien und nicht gebrauchte Zinsen. Mit Px + d = 1/äx folgt

kVx = 1 − äx+k

äx
.

Mit äx = 1−Ax

d
und äx+k = 1−Ax+k

d
erhält man weiters

kVx =
Ax+k − Ax

1 − Ax
.

Wegen Px+käx+k = Ax+k gilt außerdem

kVx =

(
1 − Px

Px+k

)
Ax+k = (Px+k − Px)äx+k. (1.24)

Nach (1.24), der sog. Prämiendifferenzenformel für das Deckungskapital, ist
das Deckungskapital die NEP für die fehlenden Prämien. Mit äx+k = 1

Px+k+d

folgt schließlich noch die Darstellung

kVx =
Px+k − Px

Px+k + d
.

1.6.3 Deckungskapital zu einem unterjährigen Zeitpunkt

Kehren wir nocheinmal zur allgemeinen Versicherung zurück und nehmen an,
dass der Versicherte zur Zeit k + u (k ∈ � , 0 ≤ u ≤ 1) noch lebt und bezeichnen
das entsprechende Nettodeckungskapital mit k+uV . Dann gilt

k+uV = k+1V v
1−u + (ck+1 − k+1V )v1−u

1−uqx+k+u.
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Unter der Annahme (a) aus Abschnitt 1.2.3 gilt

1−uqx+k+u =
(1 − u)qx+k

1 − uqx+k
.

Damit kann nun k+uV ohne weiteres berechnet werden.

1.6.4 Zur Umwandlung einer Versicherung

In gewissem Sinne “gehört” das Deckungskapital dem Versicherten und steht
bei Änderung einer Versicherung zur Mitfinanzierung der neuen Leistungen zur
Verfügung.

Beispiel 5: (Umwandlung in eine prämienfreie Versicherung)
Betrachten wir eine im Alter x abgeschlossene lebenslängliche Todesfallver-
sicherung der Höhe 1, die mit jährlichen Prämien von je Px finanziert wird.
Wir nehmen an, dass der Versicherte zum Zeitpunkt k noch lebt und seine
Prämien nicht mehr bezahlen möchte. Das Deckungskapital zu diesem Zeit-
punkt beträgt kVx und kann als NEP verwendet werden, um eine Todesfall-
versicherung in der reduzierten Höhe von

kVx

Ax+k

= 1 − Px

Px+k

zu finanzieren. Eine solche “Prämienfreistellung” ist v.a. im Zusammenhang
mit gemischten Versicherungen üblich.

1.6.5 Das kontinuierliche Modell

Betrachten wir nun noch das kontinuierliche Gegenstück zur allgemeinen Versi-
cherung von vorhin: Sei c(t) das zum Zeitpunkt t versicherte Kapital und Π(t)
die Prämienintensität zum Zeitpunkt t. Das Nettodeckungskapital zur Zeit t ist

V (t) =

∫ ∞

0

c(t+ h)vh
hpx+t µx+t+h dh−

∫ ∞

0

Π(t+ h)vh
hpx+t dh.

Die Prämienintensität kann in eine Sparkomponente

Πs(t) = V ′(t) − δV (t)

und in eine Risikokomponente

Πr(t) = (c(t) − V (t))µx+t
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zerlegt werden. Die Tatsache, dass deren Summe Π(t) ist, ergibt eine Differen-
tialgleichung für V (t):

Π(t) + δV (t) = V ′(t) + Πr(t),

die sog. Thiele’sche Differentialgleichung.

1.6.6 Das ausreichende Deckungskapital

Das ausreichende Deckungskapital kV
a am Ende des Jahres k ist definiert als

die Differenz zwischen dem erwarteten Barwert der zukünftigen Leistungen und
Kosten und dem erwarteten Barwert der zukünftigen ausreichenden Prämien.
Wie die ausreichende Prämie kann kV

a zerlegt werden in

kV
a = kV + kV

α + kV
γ.

Hier ist kV das Nettodeckungskapital, kV
α ist minus der erwartete Barwert der

zukünftigen Prämien P α, und die Verwaltungskostenreserve kV
γ ist die Differenz

aus dem erwarteten Barwert der zukünftigen Verwaltungskosten und dem erwar-
teten Barwert der zukünftigen P γ.

Bei einer gemischten Versicherung ist

kV
α
x n = −P α äx+k: n−k = −α

äx+k: n−k

äx n

= −α(1 − kVx n)

und kV
γ = 0 für k = 1, . . . , n. Demzufolge ist

kV
a
x n = (1 + α) kVx n − α.

Bei abgekürzter Prämienzahlungsdauer m < n ist

kV
α = −P αäx+k: m−k = −α(1 − kVx m)

für k = 1, 2, . . . , m− 1 und kV
α = 0 für k ≥ m.

Die Verwaltungskostenreserve ist dann

kV
γ = γäx+k: n−k − P γäx+k: m−k

= γäx n

(
äx+k: n−k

äx n

−
äx+k: m−k

äx m

)

= γäx n( kVx m − kVx n)

für k = 1, 2, . . . , m− 1 und

kV
γ = γäx+k: n−k

für k ≥ m.
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1.7 Literatur

Als einführende Literatur in die Grundzüge der Lebensversicherungsmathematik
sind die Bücher von Bowers et Al. [6] und Gerber [13] zu empfehlen.

1.8 Übungsaufgaben

1. Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem sich das Einlagekapital K bei a)
jährlicher b) monatlicher c) stetiger Verzinsung verdoppelt hat, wobei i
der jährliche nominelle Zinssatz ist. Bestimmen Sie auch Zahlenwerte für
i = 0.04.

2. Ein edler und gut betuchter Spender beschließt angesichts seiner Affinität
zu Zahlen eine Stiftung einzurichten, die - ähnlich dem Nobelpreis - jährlich
die herausragendste mathematische Leistung würdigen soll. Berechnen Sie
das notwendige Einlagekapital, um bei jährlicher Verzinsung von 7% und
jährlicher Inflationsrate von 2% eine Dotation 1 Mio. Euro (mit Inflations-
anpassung) vom nächstem Jahr an für die nächsten a) 10 Jahre, b) 100
Jahre und c) auf ewig zu garantieren.

3. Zeigen Sie, dass für i > 0:

d < d(2) < d(3) < · · · < δ < · · · < i(3) < i(2) < i

und

i(m) − d(n) ≤ i2

min(m,n)
.

4. Die kaufmännische Verzinsung ist definiert durch

KK(t) =
(1 + i)btc+1

1 + i ((1 − (t− btc)) ,

wobei i der effektive jährliche Zinssatz bei stetiger Verzinsung ist. Zeigen
Sie, dass KS(btc) ≤ KK(t) ≤ KS(t), wobei KS(t) die stetige Verzinsung
(mit dem selben jährlichen effektiven Zinssatz i) darstellt.

5. Sei S eine Schuld, die mit jährlichen, konstanten Annuitäten A beglichen
werden soll. Weiters bezeichne N die Laufzeit der Rückzahlung in Jahren
(das N -te Jahr ist also jenes, in dem die zu begleichende Restschuld das
erste Mal kleiner als A ist). Zeigen Sie, dass

N = min

{
n ∈ N : n ≥ ln(A) − ln(A− iS)

ln(1 + i)

}
,

wobei i den nominellen Jahreszins bezeichnet.
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x lx dx x lx dx

30 10000 200 36 5800 1400

31 9800 400 37 4400 1600

32 9400 600 38 2800 1800

33 8800 800 39 1000 1000

34 8000 1000 40 0 0

35 7000 1200

Tabelle 1.1: “Steinzeitsterbetafel”

6. Zeigen Sie:

a) tpx = exp
(∫ x+t

x
µs ds

)

b) ∂
∂x tpx = (µx − µx+t)tpx

7. Berechnen Sie µ55 sowie e̊55, wenn

tpx =
120 − x− t

120 − x

für 0 ≤ x < 120 und 0 ≤ t ≤ 120 − x.

8. Betrachten Sie zwei unabhängige Leben, die sich ausschließlich durch den
Nikotinkonsum unterscheiden. Für 0 ≤ x < ω sei µx die Sterbeintensität
des Nichtrauchers und cµx mit c > 1 die Sterbeintensität des Rauchers.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Raucher den Nichtraucher über-
lebt.

9. Gegeben seien die Werte e75 = 10.5, e76 = 10 und e77 = 9.5. Wie groß ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine 75-jährige Person 77 Jahre alt wird?

10. Es sei µx+t konstant für 0 ≤ t < 1 und qx = 0.16. Berechnen Sie t sodass

tpx = 0.95.

11. Benutzen Sie die “Steinzeitsterbetafel” aus Tabelle 1.1, um die Barwerte
folgender Kapitalversicherungen bei einem Zinsfuß von i = 0.04 zu berech-
nen:
a) Ax mit x = 33, 35, 37
b) Ax

1
5

mit x = 32, 34, 36

c) Ax 5 mit x = 32, 34, 36.
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12. Eine stetige lebenslängliche Todesfallsversicherung wird an eine 50-jährige
Person ausgestellt. Die Sterblichkeit folge de Moivre’s Gesetz (Gleichvertei-
lung des Todeszeitpunktes zwischen 0 und ω Jahren) mit ω = 100 und die
Auszahlung betrage bt = 1000 − t2

10
. Berechnen Sie die Nettoeinmalprämie

für diese Versicherung unter der Annahme eines effektiven Jahreszinses von
i = 0.04.

13. Eine Versicherung, ausgestellt an eine x -jährige Person, zahlt eC nach
n Jahren, wenn die Person dann noch am Leben ist, oder die Nettoein-
malprämie A am Ende des Todesjahres, falls die Person vorher verstirbt.
Wie läßt sich A durch Kommutationszahlen ausdrücken?

14. Berechnen Sie p73 aus folgenden Werten, wobei i = 0.03 gilt:

x 72 73 74 75

äx 8.06 7.73 7.43 7.15

15. Es sei lx = 100.000(100 − x) für 0 ≤ x ≤ 100. Berechnen Sie den Barwert
einer vorschüssigen lebenslänglichen Leibrente für eine 85-jährige Person,
wobei i = 0.05 und die jährlichen Raten in den ersten beiden Jahren e2.000
und danach e3.000 betragen.

Zwei weitere Typen von Lebensversicherungen sind die sogenannten “standard
increasing” und die “standard decreasing” Lebensversicherungen. Bei der Le-
bensversicherung vom Typ “standard increasing” beträgt der im Jahr k versi-
cherte Betrag genau k, bei “standard decreasing” genau n − k. Diese Versi-
cherungen können auch angesehen werden als Summe von konstanten Lebens-
versicherungen über einen Betrag von 1, die jeweils ein Jahr später beginnen
oder enden. Damit ergibt sich für eine lebenslängliche Todesfallsversicherung die
Netto-Einmalprämie

(IA)x =
∞∑

k=0

(k + 1)vk+1
kpxqx+k

Für eine n-jährige Todesfallsversicherung können die Netto-Einmalprämien für
“standard increasing”, (IA)1

x:n
, und (DA)1

x:n
für “standard decreasing” aus-

gedrückt werden als:

(IA)1
x:n = Ax + 1|Ax + · · ·+ n−1|Ax − nn|Ax

= nA1
x:n − A1

x:n−1 − A1
x:n−2 − · · · − A1

x: 1

(DA)1
x:n = A1

x:n + A1
x:n−1 + A1

x:n−2 + · · ·+ A1
x: 1
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Analog kann eine “standard increasing” Rente definiert werden, die in Jahr k
einen Betrag von k + 1 ausbezahlt. Die Netto-Einmalprämie beträgt dements-
prechend: (Iä)x =

∑∞
k=0 v

k(k + 1)kpx

16. Berechnen Sie (DA)1
31: 5

mit i = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-

sterbetafel”

17. Berechnen Sie (Iä)35 mit i = 0.03 und unter Zuhilfenahme der “Steinzeit-
sterbetafel”

18. Zeigen Sie die Relation än = d(Iä)n + nvn und leiten Sie daraus folgende

Formel ab: äx = d(Iä)x + (IA)x.

19. Zeigen Sie, dass sich der Ausdruck

(Iä)x − äx: 1

(Iä)x+1 + äx+1

zu kpx

1+i
vereinfachen lässt.

20. nPx bezeichne die jährliche Prämie für eine nicht befristeste Ablebensver-
sicherung, wobei die Prämien aber maximal n-mal bezahlt werden. Sei
i = 0.04, berechnen Sie 3P34 für i = 0.04 mit Hilfe der “Steinzeitsterbetafel”.

21. Es seien 20P25 = 0.046, P25: 20 = 0.064 und A45 = 0.640. Bestimmen Sie die

Prämie P 1
25: 20

.

22. Ein Kredit über 4 Jahre sei ausgestellt auf eine 25-jährige Person. Dieser
Kredit soll durch konstante Zahlungen jeweils am Ende des 1., 2., 3. und
4. Jahres getilgt werden. Gleichzeitig soll eine Ablebensversicherung auf
vier Jahre abgeschlossen werden, die im Falle des Ablebens der versicherten
Person die Restschuld decken soll (der Einfachkeit halber soll angenommen
werden, dass dies am Ende des Todesjahres geschieht). Die Zinsrate sei
i = 0.06 sowohl für den Kredit als auch für die Verzinsung. Weiters sei
ä25: 4 = 3.667 und 4q25 = 0.005.

a) Bestimmen Sie die Nettoeinmalprämie der Versicherung bei einem Kredit
von e1000 bzw. e2000.
b) Nun soll die Bezahlung der Versicherung aus den Mitteln des Kredites
erfolgen. Wie hoch muss der Kredit dann sein, damit die Person nach
Bezahlung der Versicherung e10000 zur Verfügung hat.

23. Betrachten Sie eine gemischte Versicherung über einen Betrag von 1 mit
einer Laufzeit 20 Jahren an eine 40-jährige Person. Als zusätzliche Leistung
der Versicherung sei festgelegt, dass im Fall des Ablebebens der Person
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bereits in den ersten zehn Jahren zusätzlich zum Nennwert 1 die bis zum
Todesjahr bezahlten Prämien verzinst zurückerstattet werden. Bestimmen
Sie k derart, dass die Prämie für obige Versicherung als A40: 20/k dargestellt
werden kann.

24. Berechnen Sie die ausreichende Prämie für eine Ablebensversicherung mit
Nennwert e1000 einer 35-jährigen Person gemäß der “Steinzeitsterbetafel”
mit i = 0.04. Nehmen Sie dabei an, dass die Versicherung folgende Kos-
ten veranschlagt: 5% Abschlusskosten, 3% Inkassokosten und 10% Verwal-
tungskosten. Geben Sie außerdem die Aufteilung der ausreichenden Prämie
in Nettoprämie, Abschlusskosten, Inkassokosten und Verwaltungskosten an.

25. Geben Sie die Entwicklung des Nettodeckungskapitals einer 6-jährigen ge-
mischten Versicherung mit Nennwert e2500 einer 32-jährigen Person bei
jährlicher Prämienzahlung tabellarisch an (vgl. Beispiel 3 aus Kapitel
1.6.1). Der Zinssatz sei dabei i = 0.04 und die Sterbewahrscheinlichkei-
ten durch die “Steinzeitsterbetafel” gegeben.

26. Es sei q31 = 0.002, ä32: 13 = 9 und i = 0.05. Gesucht ist 1V31: 14 .

27. Es sei 10V25 = 0.1 und 10V35 = 0.2. Berechnen Sie 20V25.

28. Für eine lebenslängliche Todesfallversicherung über 1500 Geldeinheiten mit
konstanten jährlichen Prämien auf ein Leben von x Jahren sei das Deckung-
skapital nach Jahr h−1 179, nach Jahr h betrage es 205. Weiters sei i = 0.05
und äx = 16.2. Berechnen Sie qx+h−1.

29. Eine 5-jährige gemischte Versicherung mit Nennwert e10000 wird an eine
32-jährige Person ausgestellt. Die Kosten für diese Versicherung werden
durch 4 jährliche vorschüssige Prämien gedeckt. Nun will diese Person die
Versicherung am Ende des 3. Jahres (vor Bezahlung der 4. Prämie) in
eine lebenslange vorschüssige Rente umwandeln. Wie groß sind unter der
Annahme i = 0.04 und mit auf Grundlage der ”Steinzeitsterbetafel” die
jährlichen Rentenzahlungen?

30. Eine 6-jährige Erlebensfallversicherung mit Nennwert e10000 wird an eine
30-jährige Person ausgestellt. Die Kosten für diese Versicherung werden
durch jährliche vorschüssige Prämien gedeckt. Nun will diese Person am
Ende des 3. Jahres prämienfrei gestellt werden und die Versicherung in eine
lebenslange vorschüssige Rente beginnend ab dem 35. Lebensjahr umwan-
deln. Wie groß sind unter der Annahme i = 0.04 und mit auf Grundlage
der ”Steinzeitsterbetafel” die jährlichen Rentenzahlungen?

31. Stellen Sie die Entwicklung des ausreichenden Deckungskapitals für die Ver-
sicherung aus Beispiel 24 tabellarisch dar. Geben Sie außerdem jeweils
Nettodeckungskapital, kV

α und die Verwaltungskostenreserve an.
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Risikomodelle

The function of the expert is not to be more right

than other people, but to be wrong for more so-

phisticated reasons.

David Butler

Definition 1 Unter einem Risiko verstehen wir eine Zufallsvariable X, die nur
nicht-negative Werte annimmt.

In Kapitel 1 haben wir einzelne Lebensversicherungsverträge und deren Eigen-
schaften (wie erwartete Auszahlungen, Prämien,..) betrachtet. Für Versicherungs-
gesellschaften ist es jedoch vorteilhaft, ein ganzes Portfolio von Versicherungs-
verträgen (den Policen) auf die zu erwartenden Gesamtausgaben hin zu unter-
suchen (und dann beispielsweise die notwendige Gesamtprämie auf die einzelnen
Policen aufzuteilen). Dies gilt insbesondere für den Schadensversicherungsbereich
(z.B. KfZ, Haftpflicht). Allgemein bezeichnen wir in der Folge jede vom Versi-
cherer an den Versicherten zu erbringende finanzielle Leistung als “Schaden”.
Wir bezeichnen mit S den Gesamtverlust (bzw. Gesamtschaden) eines Portfo-
lios von Versicherungsverträgen einer Versicherungsgesellschaft in einer bestimm-
ten Zeiteinheit (z.B. 1 Jahr). Typischerweise sind in einem solchen Portfolio
Verträge derselben Versicherungssparte (z.B. Lebensversicherung, Krankenversi-
cherung, KfZ-Versicherung usw.) enthalten.

S ist eine Zufallsvariable (“das Risiko”), deren Verteilung wir je nach zugrunde-
liegendem Modell bestimmen wollen. In der Folge werden wir zwei Risikomodelle
unterscheiden, das individuelle Risikomodell und das kollektive Risikomodell. In
diesem Kapitel wird der Zeitwert des Geldes (im Gegensatz zum vorigen Kapitel
über Lebensversicherungen) der Einfachheit halber nicht berücksichtigt (der Zins-
satz wird also gleich Null gesetzt). Es handelt sich hier somit genaugenommen
um Risikomodelle für kurze Zeitspannen (engl.“risk models for a short term”).
Längere Zeitspannen werden in Kapitel 4 behandelt.

39
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2.1 Das individuelle Risikomodell

2.1.1 Allgemeines

Im individuellen Risikomodell wird

S = Y1 + . . .+ Yn (2.1)

definiert, wobei Yi den Schaden (bzw. die zu erbringende Versicherungsleistung)
bezeichnet, der aus der i-ten Police innerhalb des betrachteten Zeitintervalls
erwächst, und n ist die Gesamtanzahl der Policen im Portfolio. Dabei wollen wir
voraussetzen, dass die Zufallsvariablen Yi (i = 1, . . . , n) voneinander unabhängig
sind.

Beispiel 1: In einem Lebensversicherungsportfolio einer Versicherungsge-
sellschaft befinden sich 1000 Versicherungsverträge vom Typ A sowie 800
Versicherungsverträge vom Typ B, wobei Typ A eine 1-jährige Todesfallver-
sicherung mit Versicherungssumme 1000 e ist und Typ B eine 1-jährige
Todesfallversicherung mit Versicherungssumme 3000 e. Unter der (stark
vereinfachenden) Annahme, dass jeder der Versicherungsnehmer in diesem
Jahr die gleiche Sterbewahrscheinlichkeit qx = 0.003 besitzt, sollen die ersten
beiden Momente des Gesamtschadens S, der für die Versicherung aus diesem
Portfolio entsteht, berechnet werden:

Die Zufallsvariable Y
(A)
i , die den Auszahlungsbetrag an den i-ten Versicherten

vom Typ A beschreibt, hat folgende Zweipunktverteilung:

�
[Y

(A)
i = 0] = px und

�
[Y

(A)
i = 1000] = qx

für i = 1, . . . 1000. Analog gilt

�
[Y

(B)
i = 0] = px und

�
[Y

(B)
i = 3000] = qx

für i = 1, . . . 800. Es folgt somit

� [S] = �
[

1000∑

i=1

Y
(A)
i +

800∑

i=1

Y
(B)
i

]
=

1000∑

i=1

� [Y
(A)
i ] +

800∑

i=1

� [Y
(B)
i ]

= 1000 · 3 + 800 · 9 = 10200 e

und wegen der Unabhängigkeit der Yi

Var[S] = Var

[
1000∑

i=1

Y
(A)
i +

800∑

i=1

Y
(B)
i

]
= 1000Var[Y

(A)
i ] + 800Var[Y

(B)
i ]

= 1000 · 106qx px + 800 · 9 · 106 qx px = 24.5 · 106.
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Falls die Schäden Yi alle identisch verteilt sind (mit Verteilungsfunktion G), so
folgt wegen der Unabhängigkeit und (2.1) für die Verteilung von S

�
(S ≤ x) = G∗n(x). (2.2)

Dabei bezeichnet G∗n die n-fache Faltung von G mit sich selbst. Man beachte,
dass für eine realistische Schadenshöhenverteilung G der Großteil der Wahrschein-
lichkeitsmasse bei 0 liegen muss, da in praktisch allen Versicherungsbranchen die
überwiegende Mehrzahl der Risiken (pro Zeiteinheit gesehen) schadenfrei bleibt.
Die Verteilungsfunktion G hat hier also keine stetige Dichte. Der Gesamtschaden
S wird (nach Standardisierung) gemäß dem Zentralen Grenzwertsatz für wach-
sende Zahl n von unabhängigen identisch verteilten Schadenshöhen Yi einer Nor-
malverteilung immer ähnlicher (im Sinne der Verteilungskonvergenz). Da die Yi

hier aber meist extrem unsymmetrisch sind, ist dafür eine große Zahl n an versi-
cherten Risiken notwendig. Um auch für die vielen Fälle kleinerer Risikogruppen
eine brauchbare Approximation von S zu finden, versucht man wegen (2.2) in
der individuellen Risikotheorie die Schadenshöhen mit stetigen Verteilungen zu
approximieren, deren Faltungen leicht berechenbar sind:

2.1.2 Schadenshöhenverteilungen

Im allgemeinen hängt es natürlich von der Versicherungssparte ab, welche Vertei-
lungsfunktionen geeignete Modelle für die Schadenshöhen darstellen. Statistische
Analysen zeigen jedoch, dass (v.a. im Schadensversicherungsbereich) die folgen-
den Verteilungen als realistische Modelle für Einzelschäden in Frage kommen:

• Gammaverteilung:
Die Gammaverteilung Γ(α, β) ist gegeben durch ihre Dichte

g(x) = e−βxxα−1 βα

Γ(α)
, x > 0. (2.3)

Dabei muss hier α < 1 sein, damit möglichst viel Wahrscheinlichkeitsmasse
bei 0 liegt. Mithilfe der momenterzeugenden Funktion lässt sich leicht zei-
gen, dass für die Summe S = Y1 + . . . + Yn von n iid-verteilten Zufallsva-
riablen Yi ∼ Γ(α, β) gilt: S ∼ Γ(nα, β). Also ist in diesem Fall auch der
Gesamtschaden S gammaverteilt.

• Inverse Gauss-Verteilung: Sie besitzt die Dichte

g(x) =

√
µα√

2πx3
e−

α
2
(x/µ−2+µ/x), x > 0.

Die Summe von unabhängigen invers-Gauss-verteilten Zufallsvariablen ist
wieder invers-Gauss-verteilt.
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2.2 Das kollektive Risikomodell

2.2.1 Allgemeines

Das grundlegende Konzept ist hier ein Zufallsprozess, der Schäden innerhalb des
Portfolios der Versicherungsverträge erzeugt. Dieser Prozess ist bezüglich des ge-
samten Portfolios definiert (und nicht bezüglich der einzelnen Policen wie beim
individuellen Modell).

Betrachten wir also ein Versicherunsportfolio in einem festen Zeitintervall (0, T ],
z.B. T =1 Jahr. Bezeichnen wir mit N die Anzahl der Schäden in (0, T ] und mit
Y1, Y2, . . . , YN die entsprechenden Schadenshöhen, so ist

S =
N∑

i=1

Yi :=





0, falls N = 0

Y1 + Y2 + · · ·+ YN falls N > 0
(2.4)

der Gesamtschaden im Zeitraum (0, T ]. (2.4) nennt man eine zufällige Summe.
Mit den folgenden Modellannahmen kann man dann die Verteilung des Gesamt-
risikos S berechnen:

i) Die Anzahl N der Versicherungsfälle ist eine Zufallsvariable, die die Werte
0, 1, 2, 3 . . . annehmen kann.

ii) Die jeweiligen Schadenshöhen Y1, Y2, . . . , YN sind positive Zufallsvariablen,
die unabhängig sind, und alle dieselbe Verteilung besitzen mit Verteilungs-
funktion G.

iii) Die Schadenszahl N und die Schadenshöhen Y1, Y2, . . . , YN sind unabhängig.

In der Folge werden wir häufig zwei wichtige Formeln verwenden:

Übung 1:
Man zeige, dass für zwei Zufallsvariablen W und V gilt:

� [W ] = � [� [W |V ]] (2.5)

und
Var[W ] = Var[� [W |V ]] + � [Var[W |V ]]. (2.6)

Sei MY1(r) = � [erY1 ] die momenterzeugende Funktion (engl. moment generating
function, kurz: MGF) von Y1, µn = � [Y n

1 ], falls dieser Ausdruck existiert und
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µ := µ1. Dann kann die Verteilung von S geschrieben werden als

�
[S ≤ x] = � [

�
[S ≤ x|N ]] =

∞∑

n=0

�
[S ≤ x|N = n]

�
[N = n]

=

∞∑

n=0

�
[N = n]G∗n(x). (2.7)

Hierbei bezeichnet G∗n wieder die n-fache Faltung von G mit sich selbst (die
0-fache Faltung hat eine auf 0 konzentrierte Dichte). Der Ausdruck (2.7) ist im
allgemeinen schwierig zu berechnen. Manchmal ist es aber ausreichend, einige
Charakteristiken der Verteilung zu kennen. In diesem Modell kann der Erwar-
tungswert, die Varianz und die MGF auf folgende Weise durch die entsprechenden
Größen der Verteilungen von Yi und N gewonnen werden:

� [S] = �
[

N∑

i=1

Yi

]

= �
[

�
[

N∑

i=1

Yi

∣∣∣∣∣N

]]

= �
[

N∑

i=1

µ

]

= � [Nµ] = E[N ]µ.

(2.8)
Weiters

� [S2] = �



�




(

N∑

i=1

Yi

)2 ∣∣∣∣∣N







 = �
[

�
[

N∑

i=1

N∑

j=1

YiYj

∣∣∣∣∣N

]]

= �
[
Nµ2 +N(N − 1)µ2

]
= �

[
N2
]
µ2 + � [N ](µ2 − µ2),

und somit

Var[S] = Var[N ]µ2 + � [N ]Var[Y1]. (2.9)

Die momenterzeugende Funktion von S kann man wie folgt berechnen:

MS(r) = � [erS] = �
[
exp

{
r

N∑

i=1

Yi

}]
= �

[
N∏

i=1

erYi

]
= �

[
�
[

N∏

i=1

erYi

∣∣∣∣∣N
]]

= �

[
N∏

i=1

MY (r)

]

= � [(MY (r))N ] = � [eN log(MY (r))] = MN(log(MY (r))), (2.10)

wobei MN (r) die MGF von N bezeichnet. Die höheren Momente von S können
nun aus der MGF von S bestimmt werden. So ergibt sich beispielsweise die
Schiefe der Verteilung von S mit der Formel

� [(S − � [S])3] =
d3

dr3
log(MS(r))

∣∣∣
r=0

.
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2.2.2 Modelle für die Verteilung von N

Je nach Annahmen für die Verteilung der Schadensanzahl N ergeben sich folgende
Modelle:

2.2.2.1 Das zusammengesetzte Binomialmodell

Wir treffen folgende zusätzliche Annahmen:

• Das betrachtete Zeitintervall [0, T ] kann in n unabhängige und austausch-
bare kleinere Intervalle Ik (k = 1, . . . , n) aufgeteilt werden.

• Es gibt höchstens einen Schadensfall pro Zeitintervall Ik.

Wenn die Wahrscheinlichkeit für einen Schaden in einem Zeitintervall gleich p ist,
dann ergibt sich aus obigen Annahmen, dass N binomialverteilt ist:

N ∼ B (n, p).

Es ist also
E[S] = npµ,

Var[S] = np(1 − p)µ2 + np(µ2 − µ2) = np(µ2 − pµ2)

und
MS(r) = (pMY (r) + 1 − p)n.

Übung 2:
Berechne die Schiefe von S im zusammengesetzten Binomialmodell, zuerst
allgemein und dann für deterministische Schadenshöhen y0.

2.2.2.2 Das zusammengesetzte Poissonmodell

(engl. compound Poisson model)

Zusätzlich zu den Annahmen im zusammengesetzten Binomialmodell fordern wir
noch

• n ist groß und p ist klein.
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Sei λ := np. Wegen

B(n, λ/n) → Pois(λ) für n→ ∞

ist es naheliegend, die Schadensanzahl mit einer Poisson-verteilten Variable zu
modellieren:

�
(N = n) =

λne−λ

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Es gilt dann � [N ] = Var[N ] = λ und man erhält

� [S] = λµ,

Var[S] = λµ2 + λ(µ2 − µ2) = λµ2.

Weiters kennen wir die MGF der Poisson-Verteilung MPois(t) = eλ(et−1) und
können somit wegen (2.10) die MGF des Gesamtschadens S im zusammengesetz-
ten Poissonmodell berechnen:

MS(t) = eλ(MY (t)−1).

Wir berechnen nun noch die Schiefe von S:

d3

dr3
log(MS(r)) =

d3

dr3
(λ(MY (r) − 1)) = λM ′′′

Y (r)

und somit

� [(S − � [S])3] = λµ3.

Der Schiefekoeffizient ist dann gegeben durch

� [(S − � [S])3]

(Var[S])3/2
=

µ3√
λµ3

2

> 0.

Problem: Die Schiefe von S ist in diesem Modell immer positiv. Reale Daten
des Gesamtschadens besitzen diese Eigenschaft jedoch nicht immer!
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Beispiel 2: (Feuerversicherung) Eine Versicherungsgesellschaft modelliert
den Gesamtschaden eines Portfolios von Feuerversicherungspolicen durch ein
zusammengesetztes Poissonmodell, wobei die Höhe der Feuerschäden durch
lognormalverteilte Zufallsvariablen Yi ∼ LN(m, σ2) gegeben ist. In diesem
Fall ergibt sich für die Momente

µn = � [Y n
1 ] = � [en log Y1] = Mlog Y1(n) = exp{σ2n2/2 + nm}.

Somit

� [S] = λ exp{σ2/2 +m},
Var[S] = λµ2 = λ exp{2σ2 + 2m}

und

� [(S − � [S])3]

(Var[S])3/2
=

λµ3

(λµ2)3/2
=

exp{9σ2/2 + 3m}√
λ exp{6σ2 + 6m}

=
exp{3σ2/2}√

λ

Die Berechnung von charakteristischen Eigenschaften des Risikos ist für das zu-
sammengesetzte Poissonmodell wesentlich einfacher als für das zusammengesetzte
Binomialmodell. Aber es gibt einen weiteren großen Vorteil des zusammengesetz-
ten Poissonmodells: Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhängigen Ein-
zelrisiken, die jeweils zusammengesetzt-Poisson modelliert sind, dann hat auch
deren Summe eine zusammengesetzte Poissonverteilung:

Satz 1:
Seien S1, S2, . . . , Sm unabhängige Zufallsvariablen derart, dass Si eine zu-
sammengesetzte Poissonverteilung mit Parameter λi und Schadenshöhenver-
teilung Pi(x), (i = 1, . . . , m) hat, dann ist die Summe S = S1 + . . . + Sm

ebenfalls zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit Parameter

λ =

m∑

i=1

λi

und Schadenshöhenverteilung

P (x) =
m∑

i=1

λi

λ
Pi(x).

Beweis: siehe VO. 2
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2.2.2.3 Das zusammengesetzte gemischte Poissonmodell

Ein Nachteil des zusammengesetzten Poissonmodells ist, wie bereits erwähnt,
dass die Schiefe der Verteilung immer positiv ist. In der Praxis zeigt sich weiters
auch oft, dass dieses Modell nicht genügend Fluktuationen zulässt (z.B. gilt ja
� [N ] = Var[N ]). Eine einfache Methode, mehr Fluktuationen zuzulassen, ist,
den Parameter λ stochastisch zu wählen. Sei H die Verteilungsfunktion von λ.
Dann gilt

�
[N = n] = � [

�
[N = n|λ]] = �

[
λn

n!
e−λ

]
=

∫ ∞

0

ln

n!
e−ldH(l).

Hier gilt � [N ] < Var[N ]. Die Momente ergeben sich zu

� [S] = � [� [S|λ]] = � [λµ] = � [λ]µ,

� [S2] = � [� [S2|λ]] = � [λµ2 + λ2µ2] = � [λ2]µ2 + � [λ]µ2

und
� [S3] = � [λ3]µ3 + 3� [λ2]µ2µ+ � [λ]µ3.

Somit gilt für die Varianz

Var[S] = Var[λ]µ2 + � [λ]µ2

und für das dritte zentrierte Moment

� [(S − � [S])3] = � [(λ− � [λ])3]µ3 + 3Var[λ]µ2µ+ � [λ]µ3.

Der Schiefekoeffizient kann also in diesem Modell auch negativ werden.
Nun ist noch die MGF des Gesamtschadens S auszurechnen:

MS(r) = � [� [erS|λ]] = � [exp{λ(MY (r) − 1)}] = Mλ(MY (r) − 1).

2.2.2.4 Das zusammengesetzte negative Binomialmodell

Ist im zusammengesetzten gemischten Poissonmodell die Intensität λ gammaver-
teilt λ ∼ Γ(α, β), dann gilt

MN (t) = Mλ(e
t − 1) =

(
β

β − (et − 1)

)α

=




β

β+1

1 −
(
1 − β

β+1

)
et




α

.

Das ist aber gerade die MGF einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen
(vgl. Tabelle C.2 im Anhang). Also ist N negativ binomialverteilt:

�
(N = n) =

(
r + n− 1

n

)
prqn, n = 0, 1, 2, . . .
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wobei hier r = α und p = 1 − q = β
β+1

gilt. Somit folgt

� [S] =
α 1

β+1

β
β+1

µ =
α

β
µ,

Var[S] =

α
β+1(
β

β+1

)2µ
2 +

α

β
µ2

und

MS(t) =

(
β

β+1

1 − 1
β+1

MY (t)

)α

.

Obwohl auch in diesem Modell der Schiefekoeffizient immer positiv ist, wird in
der Praxis oft dieses Modell verwendet; meist entspricht es den realen Daten
besser als das zusammengesetzte Poissonmodell.

2.2.3 Schadenshöhenverteilungen

Im kollektiven Risikomodell wird ja unterstellt, dass für ein gegebenes Portfolio
innerhalb einer Zeitspanne “Schadenhöhe pro Schadensfall” unabhängig und iden-
tisch verteilt ist. Da in einem Portfolio i.a. Einzelschäden mit unterschiedlichen
Verteilungen vorliegen, muss man diese Annahme wie folgt interpretieren: die
Schäden sind eine Stichprobe aus einer einzigen Verteilung, nämlich der Misch-
verteilung der einzelnen verschiedenen Schadenhöhenverteilungen.

Ein wichtiger Unterschied zum individuellen Modell ist der Umstand, dass beim
kollektiven Risikomodell für die Verteilungsfunktion G eines Einzelrisikos G(0) =
0 gilt, d.h. die Schadensgröße 0 hat Wahrscheinlichkeit 0. Aus diesem Grund
ist zu erwarten, dass realistische Verteilungen für Schadenshöhen sich von denen
des individuellen Modells in Abschnitt 2.1.2 unterscheiden. Es zeigt sich weiters,
dass in der Praxis meist (wenige) Großschäden den Hauptteil der Gesamtscha-
denslast ausmachen (siehe Tabelle 2.1: während dort über 85% der Schäden unter
dem Mittelwert liegen, tragen diese nur 15% zur Gesamtschadenslast bei!). Eine
adäquate Modellierung der großen Schäden (d.h. des “Tails” der Verteilungsfunk-
tion G) ist also wesentlich.

Tabelle 2.1 Schadenshöhenverteilung aus einer Feuerversicherung von Stahlwerken

Schäden über Anteil an der Gesamtzahl Anteil am Gesamtschaden

6 500 000 DM 0.1% 19%

750 000 DM 1.1% 50%

48 000 DM =̂ µ̄ 12.4% 87%
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Statistische Untersuchungen zeigen, dass folgende Verteilungsfunktionen zur Mo-
dellierung von G im kollektiven Risikomodell besonders geeignet sind:

• Lognormal-Verteilung:

Dichte g(x) =
1

x
√

2πσ2
e−

(ln(x)−µ)2

2σ2 , x > 0.

• Nullpunkt-Pareto-Verteilung:

Dichte g(x) =
α

b

(
1 +

x

b

)−α−1

x > 0.

• Weibull-Verteilung:

Dichte g(x) =
α

b

(x
b

)α−1

e−(x
b )

α

x > 0.

Leider sind diese Verteilungen für analytische Berechnungen schlecht geeignet.
Die Gammaverteilung (2.3) wird im kollektiven Risikomodell gerne als Scha-
denshöhenverteilung verwendet, da sie nette analytische Eigenschaften besitzt
(sie ist jedoch keine “heavy-tail”-Verteilung und darum nur von begrenzter Nütz-
lichkeit).

2.3 Bemerkung zum Individuellen Risikomodell

Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhängigen individuellen Verträgen
(Si)i≤m und es kann für jeden Vertrag höchstens ein Schadensfall auftreten. So
ein Schaden trete mit Wahrscheinlichkeit pi auf und dessen Größe habe Vertei-
lungsfunktion Fi und MGF Mi(r). Sei weiters λ =

∑m
i=1 pi. Dann gilt für den

Gesamtschaden S = S1 + . . .+ Sm des Portfolios

MS(r) =

m∏

i=1

(1 + pi(Mi(r) − 1)).

Der Ausdruck pi(Mi(r) − 1)) ist klein, falls pi klein ist. Betrachten wir nun den
Logarithmus

log(MS(r)) =
m∑

i=1

log(1 + pi(Mi(r) − 1))

≈
m∑

i=1

pi(Mi(r) − 1) = λ

((
m∑

i=1

pi

λ
Mi(r)

)
− 1

)
.

Dieser letzte Ausdruck ist aber der Logarithmus einer MGF einer zusammenge-
setzten Poissonverteilung! Dieser Zusammenhang ist der Grund dafür, dass die
zusammengesetzte Poissonverteilung bei Aktuaren so populär ist.
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2.4 Approximationen für S

Durch Zurücktransformieren der MGF könnte man nun die Verteilung des Ge-
samtschadens S in jedem der obigen Modelle exakt berechnen. Leider ist dies nur
in wenigen Ausnahmen möglich. Wir müssen daher Approximationen verwenden.

2.4.1 Die Normalapproximation

Die Anzahl N der Schadensfälle ist in der Praxis oft groß. Für eine determinis-
tische Schadensanzahl wäre wegen des zentralen Grenzwertsatzes eine Approxi-
mation mit einer Normalverteilung sinnvoll. Also probieren wir auch hier eine
Normalapproximation Z für den Gesamtschaden S, und zwar derart, dass die
ersten beiden Momente von Z und S übereinstimmen:
Mit (2.8) und (2.9) erhalten wir

�
[S ≤ x] ≈ �

[Z ≤ x] = Φ

(
x− � [N ]µ√

Var[N ]µ2 + � [N ](µ2 − µ2)

)
.

Im Falle eines zusammengesetzten Poissonmodells erhalten wir auf diese Weise
die Approximation

�
[S ≤ x] ≈ Φ

(
x− λµ√
λµ2

)
.

Beispiel 3: Betrachte ein zusammengesetztes Poissonmodell mit λ = 20 und
Pareto-verteilten Schadenshöhen Yi ∼ Pa(4,3) (es ist also µ = 1 und µ2 = 3).
Will man beispielsweise eine Gesamtprämie p finden, sodass P [S > p] ≤ 0.05,
so findet man mithilfe der Normalapproximation

�
[S > p] ≈ 1 − Φ

(
p− 20√

60

)
= 0.05,

d.h.
p− 20√

60
= 1.6449 bzw. p = 32.7413.

Wenn die akkumulierten Schäden die Prämie nur in 1% der Fälle übersteigen
soll, ergibt das entsprechend

p− 20√
60

= 2.3263 bzw. p = 38.0194.

Die exakten Werte sind 33.94 (das 5%-Quantil von S) und 42.99 (1%-Quantil).
Die Approximation für das 5%-Quantil ist recht gut, hingegen ist die Approxi-
mation für das 1%-Quantil nicht zufriedenstellend.
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Problem: Oft ist die Schadensverteilung schief. Da die Normalverteilung sym-
metrisch ist (also das dritte zentrierte Moment = 0 ist), kann man sich keine gute
Approximation erwarten. Man braucht also noch einen zusätzlichen Parameter,
um die Verteilung zu approximieren.

2.4.2 Die verschobene Gamma-Approximation

Da die Gamma-Verteilung positives drittes zentriertes Moment hat, bietet sie
sich als Verbesserung der obigen Approximation an. Die Idee der verschobenen
Gamma-Approximation ist nun, S durch H := k + Z zu approximieren, wobei
k eine reelle Konstante ist und Z gammaverteilt ist mit Z ∼ Γ(γ, α). Auf diese
Weise erhalten wir drei freie Parameter, die wir nun so wählen wollen, dass die
ersten 3 Momente von S und H übereinstimmen. Sei m = � [S], σ2 = Var[S]
und β der Schiefekoeffizient von S. Dann erhalten wir die Gleichungen

k +
γ

α
= m,

γ

α2
= σ2 und

2γα3

α3γ3/2
=

2√
γ

= β.

Die Lösung dieses Gleichungssystems ergibt

γ =
4

β2
, α =

√
γ

σ
=

2

βσ
, k = m− γ

α
= m− 2σ

β
. (2.11)

Bemerkungen:

i) Hier muss immer β > 0 erfüllt sein.

ii) k kann negative Werte annehmen. In diesem Fall hat die Approximation
also eine positive Masse auf der negativen Halbachse.

iii) Das Berechnen von Quantilen der Gammaverteilung kann mithilfe von Com-
puterprogrammen erfolgen.

Für das zusammengesetzte Poissonmodell ergibt sich aus (2.11)

γ =
4λµ3

2

µ2
3

, α =
2µ2

µ3

, k = λ

(
µ− 2µ2

2

µ3

)
.
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Beispiel 4: (Fortsetzung von Beispiel 3)
Eine einfache Rechnung zeigt, dass µ3 = 27. Somit gilt γ = 2.96296, α =
0.2222, k = 6.6666 und weiters

�
[S > p] ≈ �

[Z > p− 6.6666] = 0.05,

woraus p=34.9942 folgt. Für das 1%-Quantil von H erhalten wir entsprechend
p = 44.4892. Da der Schiefekoeffizient β = 1.1619 nicht klein ist, ist es nicht
überraschend, dass die Prämie im Tail der Verteilung größer wird als bei der
Normalapproximation. Die Approximation der Quantile ist hier also auf jeden
Fall besser als bei der Normalapproximation (bei großen Quantilen wird der
wahre Wert etwas überschätzt, bei kleinen Quantilen wird der wahre Wert
durch diese Approximation etwas unterschätzt.)

2.4.3 Die Edgeworth-Approximation

Die Edgeworth-Approximation ist eine Verfeinerung der Normalapproximation
und verwendet höhere Momente von S. Betrachten wir die standardisierte Zu-
fallsvariable

Z =
S − � [S]√

VarS
.

Die Taylorentwicklung von logMZ(r) um r = 0 hat die Form

logMZ(r) =
∞∑

j=0

aj
rj

j!
= a0 + a1r + a2

r2

2
+ a3

r3

6
+ a4

r4

24
+ . . .

mit

ak =
dk logMZ(r)

drk

∣∣∣∣∣
r=0

.

Wir wissen bereits, dass a0 = 0, a1 = � [Z] = 0, a2 = Var[Z] = 1 und a3 =
� [(Z − � [Z])3] = β. Für a4 erhalten wir beispielsweise

a4 = � [(Z − � [Z])4] − 3(Var(Z))2 =

= � [Z4] − 3 =
� [(S − � [S])4]

Var[S]2
− 3.

Für die MGF von Z erhalten wir also

MZ(r) = e
1
2
r2

e
P∞

k=3 akrk/k!. (2.12)

Eine Taylorreihenentwicklung von (2.12) liefert

MZ(r) = e
1
2
r2

∞∑

k=0

bkr
k. (2.13)
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Nun versuchen wir, diesen Term rückzutransformieren. Dazu sind die Hermite-
polynome Hk hilfreich, die folgendermassen definiert sind:

H0(x) = 1

Hk+1(x) = −xHk(x) +H ′
k(x), k ≥ 0

Weiters gilt

Hk(x) = e
x2

2
dke

−x2

2

dxk
=
φ(k)(x)

φ(x)
,

wobei φ(x) die Dichte der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Wir benötigen
nun im speziellen die folgende Eigenschaft der Hermite-Polynome:

Satz 2: (Rücktransformation)
Für alle k ∈ � 0 gilt:

rke
r2

2 =

∫ ∞

−∞
eru(−1)kHk(u)φ(u)du

Beweis: mittels vollständiger Induktion (siehe Übungsaufgabe 11). 2

Daraus folgt für (2.13)

MZ(r) =
∞∑

k=0

bk

∫ ∞

−∞
eru(−1)kφ(k)(u)du =

∫ ∞

−∞
eru

( ∞∑

k=0

bk(−1)kφ(k)(u)

)
du.

und man erhält für die standardisierte Gesamtschadenverteilungsdichte

f(z) =

∞∑

k=0

bk(−1)kφ(k)(z)

bzw. für die Verteilungsfunktion von Z

�
[Z ≤ z] =

∞∑

k=0

bk(−1)kΦ(k)(z). (2.14)

Nun müssen nur mehr die Koeffizienten bk bestimmt werden:

Satz 3:

bk =
1

k!

k∑

j=0

(
k

j

)
Hj(0)� [Zk−j] ∀k ∈ �0
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Beweis: Aus (2.13) erhalten wir unter Beachtung von Hk(x) = φ(k)(x)
φ(x)

:

∞∑

k=0

bkr
k = e−

r2

2 MZ(r) =

( ∞∑

k=0

rk

k!
φ(k)(0)

√
2π

)( ∞∑

k=0

rk

k!
M

(k)
Z (0)

)

=

( ∞∑

k=0

rk

k!
Hk(0)

)( ∞∑

k=0

rk

k!
M

(k)
Z (0)

)

=
∞∑

k=0

k∑

j=0

rj

j!
Hj(0)

rk−j

(k − j)!
M

(k−j)
Z (0)

=
∞∑

k=0

rk

k!

k∑

j=0

(
k

j

)
Hj(0)M

(k−j)
Z (0).

2

Indem wir die ersten n Terme in (2.14) verwenden, erhalten wir die Edgeworth-
Approximation der Ordnung n für die standardisierte Gesamtschadensverteilung.
Die ersten Terme sind dabei von der Form

�
[Z ≤ z] = Φ(z) − m3

6
Φ(3)(z)

+
1

24
(m4 − 3)Φ(4)(z)

+
1

120
(m5 − 10m3)Φ

(5)(z)

+
1

720
(m6 − 15m4 + 30)Φ(6)(z)

+ R(x),

wobei mi das i-te Moment von Z bezeichnet. Bei Verteilungen mit großem

”
Tail“ (z.B. Pareto- oder Lognormal-Verteilungen) ist die Edgeworthapproxima-

tion nicht möglich, da die höheren Momente nicht existieren. Des weiteren kon-
vergiert die Approximation im allgemeinen nicht, und Hinzufügen von Termen
verbessert die Approximation daher nicht notwendigerweise. Dennoch können
recht gute Ergebnisse im Bereich des Mittelwertes erreicht werden.

2.5 Diskrete Schadenshöhen

Aus Formel (2.7) sieht man, dass sogar für einfache Verteilungsfunktionen die Ge-
samtschadenverteilung S schon schwierig zu berechnen ist. Als Alternative zu den
Approximationen des letzten Abschnitts wird in der Praxis daher oft angenom-
men, dass die Schadenshöhen diskret verteilt sind bzw. nur ganzzahlige positive
Werte annehmen können. Die nötigen Faltungen können dann numerisch be-
rechnet werden. Für zusammengesetzte Poisson-Prozesse und zusammengesetzte
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Negativ-Binomial-Prozesse kann die Faltung dann sogar mit einer rekursiven For-
mel umgangen werden, die direkt die Verteilung von S liefert:

Wir bezeichnen mit fk (k = 1, 2, . . . ) die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelner
Schaden die Höhe k e hat (f0 = 0). Mit pn (n = 0, 1, . . . ) bezeichnen wir
die Wahrscheinlichkeit, dass n Schäden in der Zeiteinheit auftreten. Sei f ∗n

k =
�

[Y1 + . . .+ Yn = k] die n-fache Faltung der Schadensverteilung. Dann gilt ja

f
∗(n+1)
k =

k−1∑

i=1

f ∗n
i fk−i.

Die diskrete Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtschaden in dieser Periode gleich
k e ist, ist dann gegeben durch

gk =
�

[S = k] =

k∑

n=1

pnf
∗n
k ,

wobei g0 = p0.

Man hat nun also explizite Formeln, um die Verteilung von S zu berechnen. Die
Berechnung der f ∗n

k ’s ist jedoch numerisch sehr aufwendig. Ein einfacheres Ver-
fahren wurde von Panjer [22] vorgeschlagen. Dazu treffen wir im kollektiven
Risikomodell folgende Annahme für die Verteilung der Schadensanzahl N :

Annahme: Es existieren a, b ∈ � , sodass für alle r ∈ � \ {0}

pr =

(
a+

b

r

)
pr−1.

Wie man leicht nachrechnen kann, ist diese Bedingung sowohl für N ∼ B(n, p),
N ∼ Pois(λ) als auch für N ∼ NB(n, p) erfüllt (hingegen erfüllt das zusammen-
gesetzte gemischte Poisson-Modell diese Bedingung nicht immer).

Satz 4:
Sei n ≥ 2. Dann gilt

�

[

Y1

∣∣∣
n∑

i=1

Yi = r

]

=
r

n

und
pnf

∗n
r =

r−1∑

i=1

(
a +

b i

r

)
fipn−1f

∗(n−1)
r−i .

Beweis: siehe VO. 2
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Mit der zweiten Gleichung von Satz 4 und der bereits bekannten Beziehung g0 =
p0 kann man nun einen rekursiven Ausdruck für gr herleiten:

gr =

∞∑

n=1

pnf
∗n
r = p1fr +

∞∑

n=2

pnf
∗n
r

= (a+ b)p0fr +

∞∑

n=2

r−1∑

i=1

(
a+

b i

r

)
fipn−1f

∗(n−1)
r−i

= (a+ b)g0fr +

r−1∑

i=1

(
a+

b i

r

)
fi

∞∑

n=2

pn−1f
∗(n−1)
r−i

= (a+ b)frg0 +
r−1∑

i=1

(
a+

b i

r

)
figr−i =

r∑

i=1

(
a +

b i

r

)
figr−i.

Diese Formeln werden Panjer’sche Rekursionsformeln genannt. Man beachte,
dass die Faltungen verschwunden sind und eine einfache Rekursion zur Verfügung
steht, um gr =

�
(S = r) zu berechnen (für Beispiele siehe Übungsaufgaben 13

und 14).

2.6 Literatur

Gerber: “An Introduction to Mathematical Risk Theory” [12]

Heilmann: “Grundbegriffe der Risikotheorie ”[17]

Bowers et al.: “Actuarial Mathematics” [6]

Einen Überblick über realistische Schadenshöhenverteilungen kann man z.B. im
Buch von Mack [19] finden.

2.7 Übungsaufgaben

1. Sei X die Anzahl von “Zahl”, die bei 5 Würfen einer fairen Münze auftritt.
Dann werden X faire Würfel geworfen. Sei Y die Summe der Augenzahlen
bei diesen Würfen. Man bestimme Erwartungswert und Varianz von Y .

2. Eine Feuerversicherungsgesellschaft versichert 160 Gebäude gegen Feuerschäden
für folgende Versicherungssummen:

Versicherungssumme Anzahl der Verträge

10000 80

20000 35

30000 25

50000 15

100000 5
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Die Wahrscheinlichkeit für einen Feuerschaden für jedes der Gebäude pro
Jahr sei gleich 0.04 und

�
(mehr als ein Schaden pro Gebäude pro Jahr)=0;

weiters seien die Feuerschäden unabhängige Ereignisse. Die bedingte Ver-
teilung der Schadenshöhe, gegeben dass ein Schaden aufgetreten ist, sei
gleichverteilt im Intervall von 0 bis zur versicherten Schadenssumme. Sei
N die Anzahl der Schäden und S die Gesamtschadenshöhe in einem Jahr.
a) Man berechne Erwartungswert und Varianz von N .
b) Man berechne Erwartungswert und Varianz von S.
c) Welcher relative Sicherheitszuschlag θ ist nötig, damit die Gesellschaft
einen Gesamtprämienbetrag einnimmt, der gleich dem 99%-Quantil der Ge-
samtschadensverteilung ist? (Man verwende die Normalapproximation)

3. Betrachte ein Portfolio mit 32 Versicherungspolicen. Für jede Police sei
die Wahrscheinlichkeit für einen Schaden gleich 1/6 und die Versicherungs-
summe B, die bei einem Schaden ausgezahlt wird, habe die Wahrscheinli-
chkeitsdichte

f(y) =





2(1 − y) 0 < y < 1

0 sonst.

Sei S der Gesamtschaden des Portfolios. Man berechne
�

(S > 4) mittels
einer Normalapproximation.

4. Die Schadensanzahl N in einem Portfolio habe eine geometrische Verteilung,
d.h.

�
(N = n) = pqn, n = 0, 1, 2, . . .

mit 0 < q < 1 und p = 1 − q. Man bestimme MS(t)
a) allgemein
b) für exponentialverteilte Schadenshöhen.

5. Man löse die Übungsaufgabe von Seite 44.

6. Die Zufallsvariable S habe eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit
λ = 2 und

�
(Yi = y) = 0.1y, y = 1, 2, 3, 4. Wie groß ist die Wahrscheinli-

chkeit für S = 0, 1, 2, 3, 4?

7. Man zeige, dass die Familie der negativ-binomialverteilten Verteilungen mit
Parametern r und p für r → ∞ und p → 1 (wobei r(1 − p) = λ konstant
bleibt) gegen eine Poissonverteilung mit Parameter λ konvergiert.

8. S1 sei zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit λ1 = 2 und Schadenshöhen
1,2 oder 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.2, 0.6 bzw. 0.2. Sei weiters S2 sei
zusammengesetzt Poisson-verteilt mit λ2 = 6 und Schadenshöhen 3 oder 4
mit Wahrscheinlichkeit jeweils 0.5. Bestimme die Verteilung von S1 + S2,
falls S1 und S2 unabhängig sind!



58 Kapitel 2. Risikomodelle

9. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit λ = 12 und im Intervall [0, 1]
gleichverteilten Schadenshöhen. Man approximiere

�
(S < 10) unter Ver-

wendung einer

(a) Normalapproximation

(b) verschobenen Gamma-Approximation

(c) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

10. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit λ = 5 und exponentialverteil-
ten Schadenshöhen (mit Erwartungswert 1). Man approximiere

�
(S < 10)

unter Verwendung einer

(a) Normalapproximation

(b) verschobenen Gamma-Approximation

(c) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

11. Man beweise Satz 2 von Seite 53!

12. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit λ = 0.8 und diskreten Einzel-
schadenshöhen 1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375.
Man berechne

�
(S = x) für x = 0, 1, . . . 6 mittels

(a) Faltungen

(b) Panjer’schen Rekursionsformeln

13. Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit λ = 2 und die Einzelscha-
denshöhen seien diskret verteilt mit

�
(Yi = n) = 1

n(n+1)
. Man berechne

mithilfe der Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrscheinlichkeit, dass
innerhalb des nächsten Jahres der Gesamtschaden die Höhe 5 nicht über-
steigt!

14. Sei S zusammengesetzt-Negativ-Binomial-verteilt mit r = 2 und p = 0.4
und die Einzelschadenshöhen seien diskret verteilt mit

�
(Yi = n) = 1

n(n+1)
.

Man berechne mithilfe der Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrschein-
lichkeit, dass innerhalb des nächsten Jahres der Gesamtschaden die Höhe 5
nicht übersteigt!
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Prämienkalkulation

Eine der wichtigsten Aufgaben der Versicherungsmathematik ist es, eine gerechte
Prämie für die Versicherung eines Risikos zu finden.
Ein naheliegender Ausgangspunkt für die Festlegung einer Prämie ist das sog.
Nettoprämienprinzip (oder Äquivalenzprinzip), bei dem die Prämie durch den
Erwartungswert des Verlustes gegeben ist. Es lässt sich jedoch zeigen, daß eine
Versicherung, die dieses Prinzip zur Prämienkalkulation anwendet, auf Dauer mit
Wahrscheinlichkeit 1 ruiniert wird, unabhängig von der Höhe des Anfangskapi-
tals. Anders ausgedrückt fällt ihr Kapital bei einer solchen Prämienpolitik mit
Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann unter jede noch so tiefe Marke.

Um uns der Entwicklung von zufriedenstellenden Prämienkalkulationsprinzipien
zu nähern, wollen wir einige grundlegende Überlegungen darüber anstellen, in
welchen Situationen der Abschluss einer Versicherung für den Versicherer bzw.
den Versicherten von Vorteil ist:

3.1 Nutzentheorie

Könnte man die Konsequenzen von Entscheidungen vorhersehen, so würde man
diese Entscheidungen entsprechend den Präferenzen für die jeweiligen Konse-
quenzen treffen. In der Realität ist dies meist nicht möglich. Man kann nur
Entscheidungen treffen, die zu einer bestimmten (und nicht zu einer anderen)
“Klasse von Unsicherheiten” führen (engl. decision making under uncertainty).
Die Nutzentheorie untersucht die Frage, nach welchen Kriterien Individuen solche
Entscheidungen treffen.

Eine erste Möglichkeit, den Wert eines ökonomischen Projektes, dessen Ausgang
zufällig ist, zu definieren, ist das bereits eingangs erwähnte Nettoprämienprinzip.
Dabei wird also die Verteilung aller möglichen Ausgänge durch eine einzige Zahl,
den Erwartungswert, ersetzt. Mit diesem Prinzip wäre man also indifferent zwi-
schen der Übernahme des zufälligen Verlustes X und der Zahlung einer Prämie
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� [X], um sich vor diesem Verlust zu schützen.
Das Erwartungswertprinzip ist für die meisten Entscheidungsträger kein realis-
tisches Modell. Vielmehr beeinflussen der eigene Vermögensstand und andere
Charakteristiken der Verteilung von X ihre Entscheidungen.

Das folgende einfache Beispiel soll dies illustrieren:

Beispiel 1: Sei die Wahrscheinlichkeit für einen Unfall einer gewissen Person
durch

�
(Unfall) = 0.1 und

�
(kein Unfall) = 0.9 gegeben. Der finanzielle

Verlust bei einem Unfall für diese Person sei A e. Der Verlust X ist also
gegeben durch

X =





0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9

A mit Wahrscheinlichkeit 0.1

und der erwartete Verlust ist � [X] = 0.1A. Ist A nun klein, so wird die Person
nicht bereit sein, mehr als � [X] für eine Versicherung gegen diesen finanziellen
Schaden zu zahlen. Ist hingegen A sehr groß (z.B. in der Größenordnung des
Jahreseinkommens dieser Person), so wird sie bereit sein, auch mehr als den
erwarteten Verlust als Versicherungsprämie zu zahlen. Der Umstand, dass ein
Versicherungsnehmer bereit ist, eine Prämie zu zahlen, die vom erwarteten
Verlust abweicht, zeigt, dass das Erwartungswertprinzip hier nicht adäquat
ist.

Definition 1 Eine Nutzenfunktion u(w) repräsentiert den Wert (bzw. “Nut-
zen”), den ein Entscheidungsträger einem Vermögen der Größe w zuordnet (ge-
messen z.B. in Euro).

Eine Nutzenfunktion ist also eine numerische Beschreibung existierender Präfe-
renzen. Die Bedeutung von Nutzenfunktionen ergibt sich nun aus folgendem
Zusammenhang:
Falls ein rationaler Entscheidungsträger für zwei beliebige zufällige Zahlungen
X und Y , die sein Vermögen beeinflussen, immer entweder eine Präferenz für
eine davon, oder aber Indifferenz zwischen beiden ausdrücken kann und seine
Präferenzen gewissen Konsistenzbedingungen genügen, dann existiert eine Nut-
zenfunktion u(w), sodass

� [u(X)] > � [u(Y )]

gilt, falls die Verteilung von X der Verteilung von Y vorgezogen wird, und im
Falle der Indifferenz zwischen X und Y � [u(X)] = � [u(Y )] gilt.
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Eine zufällige Zahlung kann also auf Basis der Nutzenfunktion u mit einer ande-
ren zufälligen Zahlung verglichen werden.

Wir treffen nun folgende Annahmen:

(1) u(w) ist eine monoton steigende Funktion in w.

(2) u(w) ist eine konkave Funktion in w.

Beide Annahmen sind naheliegend, denn (1) bedeutet einfach: “je mehr Vermögen,
desto besser” und (2) bedeutet: “je mehr Vermögen, desto weniger nutzt 1 e”.
Üblicherweise wird u(w) als zweimal differenzierbare Funktion gewählt; demnach
gilt dann u′(w) > 0 und u′′(w) < 0. Wenn die Nutzenfunktion diese Eigenschaf-
ten besitzt, so nennt man den Entscheidungsträger risikoavers.

Beispiele für Nutzenfunktionen von risikoaversen Individuen:

• Exponentielle Nutzenfunktion:

u(w) =
1

a

(
1 − e−aw

)
, −∞ < w <∞ (a > 0). (3.1)

Für w → ∞ ist die Nutzenfunktion hier beschränkt und strebt gegen den
Wert 1

a
.

• Quadratische Nutzenfunktion:

u(w) =





w − w2

2s
für w < s

s
2

für w ≥ s
(s > 0). (3.2)

In diesem Fall ist der maximale Nutzen bereits für ein endliches Vermögen
s erreicht.

• Potenznutzenfunktionen:

u(w) = wγ, w > 0 (0 < γ < 1). (3.3)

Bemerkung: Eine Nutzenfunktion braucht nicht (und kann auch nicht) eindeu-
tig bestimmt werden. Man sieht sofort, dass für eine Nutzenfunktion

u∗(w) := a u(w) + b, a > 0

� [u(X)] > � [u(Y )] genau dann gilt, wenn � [u∗(X)] > � [u∗(Y )]. Präferenzen
bleiben also unverändert, wenn die Nutzenfunktion eine monotone lineare Trans-
formation der ursprünglichen Nutzenfunktion ist. Deshalb wird u∗ als eine zu u
äquivalente Nutzenfunktion bezeichnet.
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Beispiel 2: Die Nutzenfunktion eines Individuums B sei durch u(w) = −e−5w

gegeben. Dieses Individuum muss nun zwischen zwei zufälligen Zahlungen X
und Y wählen. X sei normalverteilt mit X ∼ N(5, 2) und Y sei normalverteilt
mit Y ∼ N(6, 2.5). Welche Zahlung soll B wählen?

Lösung: Es gilt

� [u(X)] = −MX(−5) = −1 und � [u(Y )] = −MY (−5) ≈ −3.49;

somit ist die Zahlung X wegen � [u(X)] > � [u(Y )] zu bevorzugen.
X wird also gegenüber Y bevorzugt, obwohl � [X] = 5 < � [Y ] = 6. Da B
risikoavers ist, wiegt in diesem Fall die größere Varianz von Y stärker als der
größere Erwartungswert und Zahlung Y wird deshalb nicht gewählt. Wäre
Y ∼ N(6, 2.4) und somit � [u(Y )] = −1, dann wäre Individuum B indifferent
bezüglich der Wahl zwischen X und Y .

Nehmen wir also an, eine Person mit Nutzenfunktion u(w) (wobei w in Geldein-
heiten, z.B. e , gemessen wird) ist einem möglichen Schaden bzw. einem Risiko X
ausgesetzt (die Verteilung der Zufallsvariable X werde als bekannt vorausgesetzt;
X kann auch den Wert 0 annehmen). Diese Person wird genau dann indifferent
sein zwischen der Zahlung einer fixen Prämie P an einen Versicherer (der dann
die Zahlung X übernimmt) und dem Unterlassen eines Versicherungsabschlusses
(also die Zahlung X selbst zu übernehmen), falls

u(w − P ) = � [u(w −X)]. (3.4)

Die rechte Seite ist der erwartete Nutzen, wenn das Risiko selbst übernommen
wird und die linke Seite ist der erwartete Nutzen, wenn die Prämie P an die
Versicherung gezahlt wird, wobei w das derzeitige Vermögen dieser Person ist.
Wegen u′′(w) < 0 folgt mit der Jensen-Ungleichung (siehe Anhang C)

u(w − P ) = � [u(w −X)] ≤ u(w − � [X]). (3.5)

Wegen u′(w) > 0 folgt daraus P ≥ � [X] (mit P > � [X], falls X nicht konstant
ist). Diese Person ist also bereit, für eine Versicherung eine Prämie zu zahlen,
die größer ist als der erwartete Verlust (somit wird auch die Bezeichnung “risi-
koavers” motiviert).

Sei uI(w) die Nutzenfunktion des Versicherers und wI sein derzeitiges Vermögen.
Die kleinste akzeptierbare Prämie PI für die Übernahme des Risikos X aus Sicht
des Versicherers ist dann bestimmt durch

uI(wI) = � [uI(wI + PI −X)]. (3.6)
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Ist der Versicherer risikoavers (also u′I(w) > 0 und u′′I(w) < 0), so folgt aus der
Jensen’schen Ungleichung

uI(wI) = � [uI(wI + PI −X)] ≤ uI(wI + PI − � [X]).

Daraus folgt PI ≥ � [X].

Es wird also genau dann zum Abschluss dieser Versicherung kommen, wenn
� [X] ≤ PI ≤ P . In diesem Fall nennt man den Versicherungsvertrag reali-
sierbar (engl. feasible). Der erwartete Nutzen verringert sich also durch den
Versicherungsabschluss für keine der beiden Parteien.

Bemerkung: Es lässt sich leicht zeigen, dass das eingangs erwähnte Nettoprämien-
prinzip konsistent ist mit einer linearen monoton steigenden Nutzenfunktion (eine
solche ist in der Praxis jedoch unrealistisch).

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass ein Prämienkalkulationsprinzip,
das auf einer exponentiellen Nutzenfunktion basiert, günstige Eigenschaften be-
sitzt:

3.2 Prämienkalkulationsprinzipien

Ein Prämienkalkulationsprinzip ist ein Funktional H , das einer Zufallsvariablen
Z eine reelle Zahl P zuordnet, d.h. P = H [Z]. Die praktische Bedeutung eines
solchen Prinzips liegt darin, dass der Versicherer für jedes Risiko dadurch eine
Prämie angeben kann. Prämien werden im weiteren Verlauf ohne Einbeziehung
von ökonomischen Einflüssen (Konkurrenz, Provisionen etc...) untersucht.

Definition 2 Ist die Prämie für ein gegebenes Risiko unendlich, so nennen wir
das Risiko unversicherbar (uninsurable).

Es folgen nun einige Prämienkalkulationsprinzipien für ein Risiko S:

1. Nettoprämienprinzip: P = � [S]

2. Erwartungswertprinzip: Es gibt einen Sicherheitszuschlag Λ > 0, der
proportional zu � [S] ist: P = (1 + Λ)� [S]

3. Das Varianzprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional zur Va-
rianz, d.h. P = � [S] + αVar[S]

4. Standardabweichungsprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional
zur Standardabweichung: P = � [S] + β

√
Var[S]
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5. Das Null-Nutzenprinzip: Wie bereits im vorigen Abschnitt motiviert,
definieren wir die Prämie P (aus der Sicht des Versicherers) für eine gege-
bene Nutzenfunktion uI(w) durch

uI(wI) = � [uI(wI + P − S)]. (3.7)

Die Prämie P hängt also vom Anfangskapital wI und dem Risiko S ab und
ist auf diese Weise eindeutig bestimmt. Jedoch ist (3.7) im allgemeinen
nicht explizit lösbar (für eine Näherungslösung siehe Übungsaufgabe 1).
Ausnahmen sind exponentielle (siehe 6.) und quadratische Nutzenfunktio-
nen.

6. Das Exponential-Prinzip: Mit

uI(w) =
1 − e−aw

a
, a > 0

folgt aus (3.7)

P =
1

a
log � [eaS]. (3.8)

P hängt in diesem Fall also nicht vom Vermögen wI ab. Umgekehrt folgt
aus (3.5), dass für einen Versicherten mit exponentieller Nutzenfunktion
ebenfalls die gerechte Prämie von dessen Vermögen unabhängig ist.
Für steigende Parameter a steigt auch die Prämie (3.8) für ein festes Risiko
(siehe Übungsaufgabe 4). Der Grenzwert für a → 0 ist das Nettoprämien-
Prinzip und der Grenzwert für a → ∞ ist das Prinzip des maximalen
Verlustes.

7. Das Prinzip des maximalen Verlustes: Hier setzen wir die Prämie
als den maximal möglichen Verlust an. Man braucht eine besonders to-
lerante Versicherungsaufsicht, um mit diesem Prinzip arbeiten zu können,
und einen besonders genialen Versicherungsmakler.

Von einem Prämienkalkulationsprinzip wünschen wir uns einige Eigenschaften:

1. Positiver Sicherheitszuschlag P ≥ � [S]: Im Erwartungswert gibt es keinen
Verlust für die Versicherung.

2. Angemessenheit P ≤ max[S]: Es darf nicht mehr an Prämie verrechnet
werden als es maximal an Leistung gibt.

3. Konsistenz H [S + c] = H [S] + c: Wird eine sichere Summe auf die Scha-
densumme aufgeschlagen, so wird sie auch auf die Prämie aufgeschlagen.

4. Additivität H [S1 + S2] = H [S1] +H [S2]: Wenn zwei unabhängige Risiken
zusammen versichert werden, sollte die Prämie dafür gleich der Summe der
Einzelprämien sein.
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5. Iterativität: Für zwei beliebige Risiken S und X gelte

H [S] = H [H [S|X]] .

Die Prämie für S kann also in zwei Schritten berechnet werden: Zuerst
kann die bedingte Prämie von S (gegeben X) berechnet werden und dann
kann H auf die Zufallsvariable H [S|X] angewendet werden, um H [S] zu
erhalten.

Die nachstehende Tabelle gibt an, welche dieser Eigenschaften für die oben be-
sprochenen Prämienkalkulationsprinzipien erfüllt sind:

Tabelle 3.1 Prämien und ihre Eigenschaften

Prämien-Prinzip 1 2 3 4 5 6 7

Sicherheitszuschlag > 0 j j j j j j j

Angemessenheit j n n n j j j

Konsistenz j n j j j j j

Additivität j j j n n∗ j j

Iterativität j n n n n∗ j j

∗ Außer beim Exponential-, oder Nettoprämien-Prinzip

Folgerung:
Von den betrachteten Prämienkalkulationsprinzipien erfüllen nur das Exponen-
tialprinzip, das Nettoprämienprinzip und das Prinzip des maximalen Verlustes
die von uns geforderten Eigenschaften. Die letzten beiden sind dabei Grenzwerte
des Exponentialprinzips (für a → 0 bzw. a → ∞) und von begrenzter Nütz-
lichkeit (für a → 0 geht die Versicherung mit Wahrscheinlichkeit 1 in Zukunft
bankrott, a→ ∞ produziert einen exzessiven Sicherheitszuschlag). Somit ist die
Familie der Exponentialprinzipien das zu empfehlende Prämienkalkulationsprin-
zip. Der Parameter a hat in der Ruintheorie eine anschauliche Interpretation, die
Hinweise auf eine sinnvolle Wahl von a gibt (siehe Kapitel 4).

Die Eigenschaft der Proportionalität, also H [αZ] = αH [Z] wurde bewusst
nicht in die Liste aufgenommen. Proportionalität wird jedoch als Arbeitshypo-
these für die Erstellung von Prämien verwendet, und macht die Verwendung von
Raten erst sinnvoll. Proportionalität kann aber nur für Risiken gleicher Natur
verwendet werden. Eine Lebensversicherung in der Höhe von 100 e ist leicht
zu versichern. Eine Lebensversicherung in der Höhe von 1 Mrd. e kann jedoch
leicht zum wirtschaftlichen Desaster führen. Zweitere kann also sicherlich nicht
proportional zur ersteren behandelt werden.
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3.3 Verteilung des Risikos durch Kooperation

Beispiel 3: Wir gehen von n befreundeten Versicherungsunternehmen aus,
die alle das Exponentialprinzip zur Prämienkalkulation verwenden. Dann ist
der Parameter ai das Maß der Risiko-Aversion des Versicherers i. Die Versi-
cherungsunternehmen beschließen, ein Risiko S unter sich aufzuteilen, sodass
jeder einen Anteil von Si vom Risiko erhält:

S1 + S2 + · · · + Sn = S.

Die Prämie P für das zu versichernde Risiko S setzt sich zusammen aus den
Prämien der einzelnen Versicherungen für ihren Anteil Si am Risiko:

P =

n∑

i=1

1

ai
log � [eaiSi]

Klarerweise hängt die Gesamtprämie P von der Wahl der einzelnen Risikoan-
teile Si ab. Wie sollte nun das Risiko S aufgeteilt werden, um die koope-
rierenden Versicherungen so konkurrenzfähig wie möglich zu machen? Dazu
müssen wir die minimale Prämie finden:

Es zeigt sich, dass es ideal ist, wenn jede Versicherung einen festen, proportionalen
Anteil vom Gesamtrisiko versichert:

Satz 1: Optimale Teilung
Die Prämie P ist für

S∗
i =

a

ai
S mit a =

1∑n
i=1

1
ai

minimal und gleich

P ∗ =
1

a
log � [eaS ]

Beweis: siehe VO. 2

3.4 Rückversicherung

3.4.1 Ein Beispiel

In der Praxis ist es nicht in allen Situationen möglich, Prämien gemäß einem der
obigen Kalkulationsprinzipien einzufordern. Sei nun P die tatsächlich erhaltene
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Prämie für die Versicherung eines Risikos S. Im Falle P ≥ H [S] ist die Prämie
ausreichend; falls jedoch P < H [S], so ist H verletzt. Eine Möglichkeit, dieses
Problem zu lösen, ist der Abschluss einer Rückversicherung, bei der also die Ver-
sicherung eine Prämie P ′ an den Rückversicherer zahlt, wofür dieser die Zahlung
des Risikos S ′ übernimmt. Solch ein Vertrag erfüllt seinen Zweck, falls

P − P ′ ≥ H [S − S ′]. (3.9)

Typischerweise wird versucht, möglichst wenig Rückversicherung zu beanspru-
chen (um möglichst viel Prämien einzunehmen). Man kann also in (3.9) “≥”
durch “=” ersetzen.

Beispiel: Für eine 1-jährige Ablebensversicherung (Vertragssumme z, Sterbe-
wahrscheinlichkeit q = 1 − p) erhält die Versicherung eine Prämie von P =
(1 + Λ)qz. Für eine Prämie P ′ = (1 + Λ′)qz′ wird nun der Versicherung eine
Rückversicherung angeboten, bei der der Rückversicherer im Falle S = z den
Betrag S ′ = z′ zahlt und nichts (also S ′ = 0) im Falle S = 0 (wobei 0 ≤ z′ ≤ z).
Der Betrag x = z − z′ bleibt also im Schadensfall der Versicherung zu zahlen.
Wir nehmen nun an, dass die Versicherung ihre Prämien mit dem Varianzprinzip
(Parameter α) kalkuliert:
Die Prämie P der Lebensversicherungspolice ist groß genug, wenn P ≥ H [S],
also

(1 + Λ)qz ≥ qz + αpqz2.

Das heißt, für z ≤ Λ/(αp) ist keine Rückversicherung notwendig.
Falls z > Λ/(αp), muss nun die optimale Risikoaufteilung gefunden werden, d.h.
die größtmögliche Lösung x ≤ z von

P − P ′ = H [S − S ′]

(1 + Λ)qz − (1 + Λ′)q(z − x) = qx+ αpqx2

x2 − Λ′

αp
x− Λ − Λ′

αp
z = 0,

also

x =
Λ′ +

√
Λ′2 + 4αp(Λ − Λ′)z

2αp
.

Wir unterscheiden folgende Fälle:

• Λ = Λ′: hier ergibt sich x = Λ/(αp).

• Λ > Λ′: hier ist x eine monoton steigende Funktion von z.

• Λ < Λ′ < 2Λ: hier ist x eine monoton fallende Funktion von z und für
z ≥ Λ′ 2/(4αp(Λ′ − Λ)) hat das Problem keine Lösung.
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• Λ′ ≥ 2Λ: Das Problem hat keine Lösung x im zulässigen Wertebereich.

Das Verhältnis der Sicherheitszuschläge Λ und Λ′ des Versicherers (bzw. Rück-
versicherers) spielt hier also eine wesentliche Rolle: Für Λ ≥ Λ′ kann obige Able-
bensversicherung mit beliebig hoher Vertragssumme verkauft werden; im Falle
Λ < Λ′ < 2Λ sollte die Vertragssumme z = Λ′ 2/(4αp(Λ′ − Λ)) nicht überstei-
gen und für Λ′ ≥ 2Λ sollte eine solche Police nur verkauft werden, wenn keine
Rückversicherung nötig ist, d.h. z ≤ Λ/(αp).

3.4.2 Rückversicherung im kollektiven Modell

Wir wollen nun noch kurz das Prinzip der Rückversicherung im Lichte des kol-
lektiven Risikomodells betrachten (vgl. Kapitel 2):
Für viele Versicherungen ist das gesamte Prämienvolumen nicht groß genug, um
die Risiken zu tragen. Dies gilt v.a. bei großen Schadenshöhen, wie sie beispiels-
weise bei der Versicherung von Naturkatastrophen wie Hurricanes oder Erdbeben
auftreten. Deshalb versuchen Versicherungen, einen Teil des Risikos mit anderen
Gesellschaften zu teilen. Solch eine Risikoteilung wird durch Rückversicherung
realisiert.
Sei SI der Teil des Risikos, der vom Versicherer getragen wird und SR jener Teil,
der vom Rückversicherer getragen wird. Rückversicherung kann bezüglich Ein-
zelschäden Yi eingegangen werden oder auch bezüglich des Gesamtrisikos S.
Sei f eine monoton steigende Funktion mit f(0) = 0 und f(x) ≤ x für alle x ≥ 0.
Eine Rückversicherungsform, die auf Einzelschäden abgeschlossen ist, ist gegeben
durch

SI =

N∑

i=1

f(Yi), SR = S − SI .

Die gebräuchlichsten Rückversicherungsformen sind

• Proportionale Rückversicherung f(x) = αx, (0 < α < 1),

• Exzedenten-Rückversicherung (engl. Excess-of-Loss-reinsurance)
f(x) = min{x,M}, (M > 0).

Eine Rückversicherung, die auf dem gesamten Risiko agiert, hat die Form

SI = f(S), SR = S − SI .

Wieder unterscheidet man

• Proportionale Rückversicherung f(x) = αx, (0 < α < 1),

• Stop-Loss-Rückversicherung f(x) = min{x,M}, (M > 0).
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3.4.2.1 Proportionale Rückversicherung

Hier gilt also SI = αS und somit

� [SI ] = α� [S]

Var[SI ] = α2Var[S]

� [(SI − � [SI ])3]

(Var[SI ])3/2
=

� [(S − � [S])3]

(Var[S])3/2

und

MSI (r) = � [erαS ] = MS(αr).

Man sieht also, dass sich die Schiefe der Gesamtschadensverteilung nicht verändert,
jedoch die Varianz viel geringer ist.
Auch die folgende Überlegung zeigt, dass das Risiko in gewisser Weise abgenom-
men hat: Sei Pges die Gesamtprämie, die für die zugrundeliegenden Verträge
verlangt wurde, und nehmen wir an, dass der Versicherer αPges und der Rückver-
sicherer (1−α)Pges davon bekommt. Wenn das Anfangskapital der Versicherung
u ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, nach einem Jahr (bzw. der gegebenen
Zeiteinheit) in den Ruin zu stürzen für die Versicherung gleich

�
[αS > αPges + u] =

�
[S > Pges + u/α].

Der Effekt der Rückversicherung für den Versicherer ist also, gleichsam ein höheres
Kapital zu besitzen.

3.4.2.2 Exzedenten-Rückversicherung

Bei dieser Art der Rückversicherung können Formeln wie oben für die Momente
und die MGF nicht angegeben werden. Sie müssen jeweils von der neuen Vertei-
lungsfunktion der Schadenshöhen Y I

i = min{Yi,M} berechnet werden. Jedoch
ist die Beschränktheit der Schadenshöhen ein Indikator dafür, dass das Risiko
sich vermindert hat.

Beispiel: Sei der Gesamtschaden S modelliert durch ein zusammengesetztes
Poissonmodell mit Parameter λ und Pa(α, β)-verteilten Schadenshöhen. Wir
nehmen weiters an, dass α > 1, damit � [Yi] < ∞. Dann kann man den Erwar-
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tungswert der Auszahlung bei einem Schaden für den Versicherer berechnen:

� [Y I
i ] =

∫ M

0

x
αβα

(β + x)α+1
dx+

∫ ∞

M

M
αβα

(β + x)α+1
dx

=

∫ M

0

(x+ β)
αβα

(β + x)α+1
dx−

∫ M

0

β
αβα

(β + x)α+1
dx+M

βα

(β +M)α

=
β

α− 1
− βα

(α− 1)(β +M)α−1
=

(
1 −

(
β

β +M

)α−1
)

β

α− 1

=

(

1 −
(

β

β +M

)α−1
)

� [Yi]

Somit folgt

� [SI ] =

(
1 −

(
β

β +M

)α−1
)
� [S].

2

Sei nun allgemein

NR =
N∑

i=1

1{Yi>M}

die Anzahl der Schadensfälle, in denen der Rückversicherer etwas zahlen muss
und q =

�
[Yi > M ] die Wahrscheinlichkeit, dass die Schadenshöhe den Wert M

übersteigt. Wie schaut die Verteilung von NR aus?
Zuerst stellen wir fest, dass die momenterzeugende Funktion von 1{Yi>M} gleich
qer + 1 − q ist.

i) Sei N ∼ B(n, p). Die MGF von NR ist

MNR(r) = (p(qer + 1 − q) + 1 − p)n = (pqer + 1 − pq)n.

Es gilt also NR ∼ B(n, pq).

ii) Sei N ∼ Pois(λ). Die MGF von NR ist

MNR(r) = exp{λ((qer + 1 − q) − 1)} = exp{λq(er − 1)}.
Es gilt also NR ∼ Pois(λq).

iii) Sei N ∼ NB(α, p). Die MGF von NR ist

MNR(r) =

(
p

1 − (1 − p)(qer + 1 − q)

)α

=




p

p+q−pq

1 −
(
1 − p

p+q−pq

)
er




α

.

Es gilt also NR ∼ NB(α, p
p+q−pq

).
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3.5 Literatur

Als weiterführende Literatur zu Prämienkalkulationsprinzipien und dem Prinzip
der Rückversicherung sind die Lehrbücher von Gerber [12] und Heilmann [17]
zu empfehlen. Nutzentheorie wird beispielsweise in Bowers et al. [6] und [14]
behandelt.

3.6 Übungsaufgaben

1. Die sog. Risikoaversion des Versicherers ist durch

r(w) := −u
′′
I(w)

u′I(w)

definiert, wobei uI(w) die Nutzenfunktion des Versicherers bezeichnet. Man
zeige, dass im Falle |u′′(wI)| � 1 für die Nullnutzenprämie näherungsweise
gilt:

P (S) ≈ � [S] +
r(wI)

2
Var(S)

und insbesondere bei exponentieller Nutzenfunktion (3.1)

P (S) ≈ � [S] +
a

2
Var(S).

2. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Einträge in Tabelle 3.2 für Sicherheitszu-
schlag > 0, Angemessenheit und Konsistenz!

3. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Einträge in Tabelle 3.2 für Additivität und
Iterativität!

4. Zeige, dass beim Exponentialprinzip die Prämie (3.8) bei festem Risiko mit
a steigt!

5. Sei ein Risiko S gleichverteilt im Intervall [0, 100]. Man bestimme die
Prämie für S für jedes der im Kapitel angeführten Prämienkalkulations-
prinzipien!

6. Sei ein Risiko S exponentialverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(s) =
3e−3s. Man bestimme die Prämie für S für jedes der im Kapitel angeführten
Prämienkalkulationsprinzipien!

7. Sei IM die Geldmenge, die ein Rückversicherer dem Versicherer bei einer
Stop-Loss-Rückversicherung mit Selbstbehalt M zahlen muss. Für den Fall,
dass der Gesamtschaden S durch eine Gammaverteilung mit Verteilung-
sfunktion

Γ(x;α, β) =

∫ x

0

βα

Γ(α)
tα−1e−βt dt
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approximiert wird, zeige man

� [IM ] =
α

β

(
1 − Γ(M ;α + 1, β)

)
−M

(
1 − Γ(M ;α, β)

)
.

8. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit λ = 0.8 und diskreten Einzel-
schadenshöhen 1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375.
Berechne � [I6] (Notation siehe Bsp. 7)!

9. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit λ = 1.5 und diskreten Einzel-
schadenshöhen 1 und 2 mit Wahrscheinlichkeiten 2/3 bzw. 1/3. Berechne
�

(S = x) und � [Ix] für x = 0, 1, . . . , 6 (Notation siehe Bsp. 7)!
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Das Cramér-Lundberg Modell

As far as the laws of mathematics refer to rea-

lity, they are not certain, and as far as they are

certain, they do not refer to reality.

Albert Einstein

4.1 Das Modell

Wir haben in Kapitel 2 bereits gesehen, dass das zusammengesetzte Poisson-
modell wertvolle Eigenschaften besitzt. So kann es beispielsweise als Grenzwert
von individuellen Modellen hergeleitet werden. Das war auch der Grund, dass
F. Lundberg ein Risikomodell in stetiger Zeit postuliert hat, in dem der Ge-
samtschaden in jedem Zeitintervall einer zusammengesetzten Poisson-Verteilung
unterliegt. Weiters muss das Prämieneinkommen modelliert werden. Da in einem
Portfolio von Versicherungsverträgen die Prämienzahlungen über das ganze Jahr
aufgeteilt sind, nahm Lundberg an, dass das Prämieneinkommen stetig über die
Zeit erfolgt und für jedes Zeitintervall proportional zur Intervalllänge ist. Das
führt auf das folgende Modell für die freie Reserve Ct eines Versicherungsportfo-
lios zur Zeit t

Ct = x+ ct−
Nt∑

i=1

Yi.

Hierbei ist x das Ursprungskapital zum Zeitpunkt t = 0 und c die Prämienrate.
Die Anzahl der Schäden in (0, t] ist ein Poisson-Prozess Nt mit Parameter λ.
Die Schadensgrößen (Yi) sind eine Folge unabhängiger und identisch verteilter
positiver Zufallsvariablen und unabhängig von Nt. Dieses Modell wird Cramér-
Lundberg Modell oder Klassisches Risikomodell genannt.

73
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Sei im weiteren wieder G die Verteilungsfunktion der Schadenshöhen mit Mo-
menten µn = � [Y n

1 ] und MGF MY1(r) = � [erY1 ] sowie µ := µ1. Wir nehmen
an, dass µ < ∞ (sonst würde die Versicherung dieses Risiko nicht versichern).
Für eine Versicherungsgesellschaft ist es wichtig, dass (Ct) über einer bestimm-
ten Schranke bleibt (diese Schranke ist beispielsweise durch rechtliche Richtlinien
gegeben). Indem man das Ursprungskapital anpasst, können wir o.B.d.A. anneh-
men, dass diese Schranke 0 ist. Man spricht dann vom (technischen) Ruin einer
Versicherungsgesellschaft, sobald die freie Reserve der Gesellschaft negativ wird.
Der Ruinzeitpunkt ist dann

T = inf{t > 0 : Ct < 0}, (inf ∅ = ∞).

Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang die Wahrscheinlichkeit
für das Eintreten von Ruin

Ψ(x) =
�

(T <∞)

(in Abhängigkeit vom Ursprungskapital x) bzw. die Überlebenswahrscheinlich-
keit U(x) = 1 − Ψ(x). Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit ist definiert
durch Ψ(x, t) =

�
(T < t).

Schaden
Pramien

x

Ruin
t

Zeit

Reserve R(t)

Abb. 1: Ein Stichproben-Pfad von Ct

Bemerkungen:

• In der Praxis tritt Ruin so gut wie nie auf. Wenn eine Versicherunsggesell-
schaft merkt, dass ihre freie Reserve stark abnimmt, wird sie die Prämien
erhöhen. Andererseits ist eine Versicherunsggesellschaft aber auf verschie-
denen Portfolios aufgebaut. Ruin in einem Portfolio heißt deshalb noch
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nicht, dass die Gesellschaft bankrott ist. Ruin ist also ein technischer Ter-
minus und die Ruinwahrscheinlichkeit wird zur Entscheidungsfindung he-
rangezogen, beispielsweise um Prämien, oder auch Selbstbehaltsschranken
bei Rückversicherungen zu bestimmen.

• Auch der Begriff der freien Reserve ist in der Praxis nur ein technischer
Ausdruck. Wenn die Geschäfte gut gehen, werden die Aktionäre höhere
Dividenden ausschütten lassen. Um auch dies zu modellieren, müssten wir
eine Prämienrate wählen, die von der Höhe der freien Reserve abhängt. In
diesem Fall ist es aber sehr schwierig, brauchbare Ergebnisse zu erarbeiten.

Zur Herleitung einer Gleichung für U(x) beziehen wir nun den Wert von U(x) zur
Zeit t aus den Werten von U(x) zur Zeit t + dt. Da das Eintreten der Schäden
durch einen Poisson-Prozess modelliert ist, ergibt sich für die Wahrscheinlich-
keit, dass kein Schaden in der Zeit von t bis t + dt passiert, e−λ dt (also ein
von t unabhängiger Wert). Für dt klein kann dies mit der Taylorformel durch
1 − λ dt + O(dt2) angenähert werden. Analog ergibt sich für die Wahrscheinli-
chkeit, dass es zu genau einem Schaden kommt, λ dte−λdt = λdt + O(dt2), und
für die Wahrscheinlichkeit, dass es zu mehr als einem Schaden im Zeitraum dt
kommt, gilt O(dt2). Für U(x) gilt nun nach dem Gesetz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit

�
(Überleben)

=
�

(kein Schaden)
�

(Überleben|kein Schaden)

+
�

(ein Schaden)
�

(Überleben|ein Schaden) +O(dt2)

=
�

(kein Schaden)
�

(Überleben|kein Schaden)

+
�

(Schaden)
∑

y

�
(Schaden ∧ Y = y)

�
(Überleben|Schaden ∧ Y = y)

+O(dt2),

also

U(x) = (1 − λ dt)U(x+ c dt) + λ dt

∫ x+c dt

0

U(x+ c dt− y)dG(y) +O(dt2)

= (1 − λ dt)(U(x) + c dt U ′(x) +O(dt2)) + λ dt

∫ x

0

U(x− y)dG(y) +O(dt2)

0 = −λ dtU(x) + c dtU ′(x) + λ dt

∫ x

0

U(x− y)dG(y) +O(dt2)

Nachdem man durch dt kürzt, und Teile, die dann noch von der Ordnung dt sind,
wegfallen lässt, erhält man

cU ′(x) − λU(x) + λ

∫ x

0

U(x− y)dG(y) = 0 (4.1)
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mit der Nebenbedingung
lim

x→∞
U(x) = 1

Übung 1:
Berechne U(x) für exponentialverteilte Schadenshöhen G(x) = 1 − e−x.
(Hinweis: Forme (4.1) in eine Differentialgleichung um!)

Die allgemeine Lösung für die Überlebenswahrscheinlichkeit U(x) im Cramér-
Lundberg Modell ist durch die sog. Pollaczek-Khinchine-Formel (siehe [3])
gegeben:

U(x) =
∞∑

n=0

(1 − ρ)ρnF n∗
I (x), (4.2)

mit

FI(x) =
1

µ

∫ x

0

(1 − F (y))dy, x ≥ 0,

F n∗
I bezeichnet die n-fache Faltung von FI und ρ := λµ/c < 1.

Im Falle ρ ≥ 1 gilt U(x) = 0 für alle x > 0 (wenn im Erwartungswert mehr
ausgezahlt als eingenommen wird, führt das mit Wahrscheinlichkeit 1 zu Ruin).

Im allgemeinen ist der Ausdruck (4.2) nicht praktikabel. Man behilft sich daher
mit Abschätzungen und Approximationen.

4.2 Der Anpassungskoeffizient

Definition 1 (Anpassungskoeffizient) Wir betrachten die Gleichung

λ + rc = λ

∫ ∞

−∞
erydG(y) (4.3)

Dies ist eine implizite Gleichung für r. Die linke Seite ist linear, die rechte
Seite ist konvex bzgl. r. Eine Lösung dieser Gleichung ist trivial: r = 0. Für
c > λ� [Y ] ist die Ableitung der linearen linken Seite größer als die Ableitung der
rechten Seite. Eine eindeutige zweite Lösung R existiert, da die rechte Seite für
r → ∞ stärker steigt als die linke Seite (siehe Abb. 2). Diese eindeutige Lösung
wird als Anpassungskoeffizient (engl. adjustment coefficent) bezeichnet.

Übung 2:
Man zeige, dass der Anpassungskoeffizient R für exponentialverteilte Scha-
denshöhen (Parameter β) gegeben ist durch

R = β − λ

c
.
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rR

1

M  (r)
X

0

1+cr/Lambda

Abb. 2: Der Anpassungskoeffizient

Einer der Gründe für die große Bedeutung des Anpassungskoeffizienten in der
Ruintheorie ist der enge Zusammenhang mit der Ruinwahrscheinlichkeit:

Satz 1:
Falls ein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert, so gilt

Ψ(x) =
e−Rx

� [e−R CT |T <∞]
∀x ≥ 0. (4.4)

Beweis: siehe VO. 2

Bemerkung: Der Schwankungszuschlag θ ist durch c = (1 + θ)λµ definiert.
Aus Abbildung 2 sieht man, dass sich für θ → 0 die Sekante an die Tangente
von MX(r) an r = 0 annähert, woraus R → 0 folgt. Das bedeutet dann aber
nach (4.4) ψ(x) = 1, das heißt sicheren Ruin. Weiters ist Ct, t > 0 für θ < 0
immer kleiner als das entsprechende Ct für θ → 0 und somit gilt auch für θ < 0:
ψ(x) = 1. Aus diesem Grund wird immer ein positiver Schwankungszuschlag
vorausgesetzt (θ > 0 entspricht ρ < 1, siehe vorige Seite).

Im allgemeinen ist eine explizite Auswertung des Nenners in (4.4) nicht möglich.
Ausnahmen sind der Fall x = 0 und exponentialverteilte Schadenshöhen. Jedoch
kann Satz 1 verwendet werden, um Ungleichungen herzuleiten: Da CT < 0, falls
T <∞, ist der Nenner immer größer als 1 und daraus folgt:
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Korollar 2:
Falls ein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert, so gilt

Ψ(x) < e−Rx ∀x ≥ 0. (4.5)

Übung 3:
Man zeige, dass für R > 0 und beschränkte Schadenshöhen Yi < m gilt:

ψ(x) > e−R(x+m).

Übung 4:
Man leite für exponentialverteilte Schadenshöhen aus (4.4) eine explizite For-
mel für die Ruinwahrscheinlichkeit her!

Nun gibt es eine interessante Verbindung zwischen dem Anpassungskoeffizienten
und dem Exponentialprinzip der Prämienkalkulation. Dort hatten wir die Prämie
definiert als P = H [S]. Im vorliegenden Fall ändert sich die insgesamt zu zahlende
Prämie im Verlauf der Zeit, damit ist

P (t) = H [S(t)] =
1

a
log � [eaS(t)] =

=
1

a
log{MS(a) = eλt(MY (a)−1)}

=
λt

a

(∫ ∞

−∞
eaydG(y) − 1

)

Wir bezeichnen in Übereinstimmung mit den vorangegangenen Resultaten die
Prämie pro Zeiteinheit mit c, also c = P (t)

t
. Dann ergibt sich

c =
λ

a

(∫ ∞

−∞
eaydG(y)− 1

)

Bei dieser Wahl der Prämie ist der Anpassungskoeffizient gerade a, wie man durch
Umformung der Gleichung erkennt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Anpassungskoeffizienten R sei nur kurz
erwähnt. Falls G(x) so beschaffen ist, dass ein R > 0 existiert und weiters∫∞
0
xeRx(1−G(x))dx <∞, dann gibt eine asymptotische Entwicklung für ψ(x):

Für große x gilt
ψ(x) ≈ Ce−Rx

Den Beweis findet man beispielsweise in Grandell[15].
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Falls für die Schadensverteilung F (x) kein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert
(falls also 1−F (x) langsamer als exponentiell fällt), gilt folgende Approximation
für große u:

ψ(u) ≈ ρ

1 − ρ
(1 − FI(u)),

wobei wieder FI(x) = 1
µ

∫ x

0
(1 − F (y))dy gilt.

4.3 Martingale und der Anpassungskoeffizient

Martingale sind ein nützliches Hilfsmittel in der Ruintheorie (eine Definition be-
findet sich in Anhang C).
Betrachten wir nochmals den Risikoprozess

Ct = x+ ct− St

Der Prozess ist im allgemeinen kein Martingal, da mehr als die Nettoprämie ver-
langt werden muss. Wir versuchen, durch eine Transformation aus dem Prozess
ein Martingal zu machen

Zt = e−RCt ,

und suchen den Exponenten R, der dies leistet. Dazu überprüfen wir die Martin-
galbedingung. Den endlichen Erwartungswert (die technische Bedingung) erhal-
ten wir über Bedingungen an die Schadenshöhenverteilung. Die zweite Bedingung
erfordert

� [Zt|F0] = �
[
e−R(x+ct−St)|F0

]

= e−Rx−Rct�
[
eRSt |F0

]

= e−Rx−Rcteλt(MY (R)−1)

= e−Rx�
[
e−λt−Rct+λt(MY (R))

]

und damit, dass der Exponent innerhalb des Erwarungswertes 0 wird. Dies ist
dann aber gerade die Definition des Anpassungskoeffizienten

λ+Rc = λ

∫ ∞

−∞
eRydG(y).

4.4 Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital

Im folgenden wird die Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital berechnet. Wir
betrachten die Gleichung für die Überlebenswahrscheinlichkeit

cU ′(x) − λU(x) + λ

∫ x

0

U(x− y)dG(y) = 0
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und die Laplace-Transformation davon mit Ũ(s) = L(U(x)) =
∫∞
0
e−sxU(x) dx

0 = csŨ(s) − cU(0) − λŨ(s) + λU(s)g̃(s) (4.6)

U(0) =
1

c

(
cs− λ+ λg̃(s)

)
Ũ(s)

Nun lassen wir s→ 0 gehen und beachten die Eigenschaft

lim
s→0

sŨ(s) = lim
x→∞

U(x) = 1 für c > λµ (4.7)

der Laplace-Transformation, sodass

U(0) =
1

c
lim
s→0

cs− λ+ λg̃(s)

s
Ũ(s)s =

1

c
lim
s→0

cs− λ+ λg̃(s)

s
lim
s→0

Ũ(s)s

=
1

c
lim
s→0

cs− λ+ λg̃(s)

s

Diesen Grenzwert kann man nun durch die Formel von de’l Hospital ausrechnen:

lim
s→0

cs− λ+ λg̃(s)

s
= c+ λ lim

s→0
g̃′(s)

Für den Grenzwert von g̃′(s) erhalten wir

lim
s→0

g̃′(s) = lim
s→0

(∫ ∞

0

e−stdG(t)

)′

= lim
s→0

(
−
∫ ∞

0

te−stdG(t)

)
= −

∫ ∞

0

tdG(t) = −µ.

Damit ergibt sich insgesamt

U(0) =
c− λµ

c
. (4.8)

Wir erhalten das interessante Resultat, dass die Überlebenswahrscheinlichkeit
ohne Ausgangskapital unabhängig von der Schadensverteilung ist. Nur der Er-
wartungswert des Schadens fließt in das Ergebnis ein.

Die Laplace-Transformation kann manchmal dazu benutzt werden, analytische
Formeln für U(x) zu berechnen:

Übung 5:
Man berechne die analytische Formel für die Ruinwahrscheinlichkeit bei ex-
ponentialverteilten Schadenshöhen (mit Parameter 1) mithilfe der Laplace-
Transformation!
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4.5 Das erste Kapital unter dem Anfangskapital

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie hoch das Kapital zu jenem Zeitpunkt ist,
an dem es das erste Mal das Anfangskapital x unterschreitet. Als Anwendung
werden wir einen alternativen einfachen Weg finden, um die Ruinwahrscheinlich-
keit für Anfangskapital x = 0 zu bestimmen.

Satz 3:
Für einen zusammengesetzten Poisson-Prozess ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Kapital jemals unter das Anfangskapital x fällt und dass dessen
Wert dann zwischen x − y und x − y − dy ist, wenn dies zum ersten Mal
auftritt, gegeben durch

λ

c
[1 −G(y)]dy =

1 −G(y)

(1 + θ)µ
dy, y > 0, (4.9)

wobei G(y) die Verteilungsfunktion der Einzelschadenshöhen bezeichnet.

Beweis: siehe VO.

Aus (4.9) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals unter seinen
Anfangswert fällt, zu

1

(1 + θ)µ

∫ ∞

0

[1 −G(y)]dy =
1

1 + θ
, (4.10)

da ∫ ∞

0

[1 −G(y)]dy = µ.

Falls x = 0, ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals kleiner
als Null wird, also die Ruinwahrscheinlichkeit, gegeben durch

ψ(0) =
1

1 + θ
,

was Formel (4.8) entspricht.
Wegen (4.10) ist die Funktion λ

c
[1−G(y)] aus (3) keine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Jedoch kann aus ihr durch Normierung eine Wahrscheinlichkeitsdichte konstruiert
werden: Sei L1 (eine Zufallsvariable) die Differenz zwischen dem Anfangskapital
x und dem Kapital bei der ersten Unterschreitung des Anfangskapitals, falls dies
jemals passiert. Dann ist die Dichte von L1 gegeben durch

fL1(y) =
1

µ
(1 −G(y)), y > 0.
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Die MGF von L1 ergibt sich zu

ML1(r) =
1

µr
(MY (r) − 1).

4.6 Literatur
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• H. Bühlmann: “Mathematical Methods in Risk Theory” [7]

• H. Gerber: “An Introduction to Mathematical Risk Theory” [12]

• F. DeVylder: “Advanced Risk Theory” [8]

4.7 Übungsaufgaben

1. Bestimme den Anpassungskoeffizienten, falls alle Schadenshöhen gleich 1
sind!

2. Berechne lim
c→λµ

R und lim
c→∞

R.

3. Zeige

R <
2θµ

µ2

.

(Hinweis: verwende die Abschätzung erx > 1+ rx+ 1
2
(rx)2, (r > 0, x > 0))

4. Beweise Korollar 2 durch vollständige Induktion nach der Anzahl n der
Schäden, nach denen Ruin auftritt!

5. Man löse Übungsaufgabe 3 von Seite 78!

6. Man löse Übungsaufgabe 4 von Seite 78!

7. Man löse Übungsaufgabe 5 von Seite 80!

8. Bestimme die Verteilung von L1 für den Fall, dass die Einzelschäden

(a) exponentialverteilt mit Parameter β sind.

(b) alle Größe 2 haben.
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Optionspreistheorie

Rechte auf Aktien oder andere zugrundeliegende Vermögensformen (engl. as-
sets), den underlyings, nennt man Derivate (abgeleitete Werte). Derivate, die
eine Wahlmöglichkeit beinhalten, nennt man Optionen. Die Analyse und die
Preisbestimmung von solchen Rechten, die man auch als Eventualforderungen
(engl. contingent claims) bezeichnet, ist eine der Hauptaufgaben der modernen
Finanzmathematik.

5.1 Das No-Arbitrage-Prinzip

Ein mathematisch gut formalisierbarer Zugang zur Preistheorie für derivative
Finanzprodukte wird durch den Begriff des Arbitrage gegeben. Als Arbitrage
bezeichnen wir einen risikolosen Profit beim Handel mit Finanzgütern, z.B. beim
Handeln mit Aktien. Betrachten wir folgendes einfache

Beispiel 1: Eine Aktie werde in New York und Frankfurt gehandelt. Es
sei der Kurs in New York 100 Dollar, der Kurs in Frankfurt 184 DM, der
Wechselkurs 1.86 DM pro Dollar. Als Arbitragemöglichkeit liegt vor:

- Kaufe 100 Aktien in Frankfurt.

- Verkaufe diese Aktien in New York.

- Wechsle Dollar in DM.

Ohne Berücksichtigung von Transaktionskosten ist der risikolose Profit

100 · (100 · 1.86 − 184)DM = 200DM.

Die Transparenz des Marktgeschehens führt dazu, dass ein solches Arbitrage nur
für kurze Zeit bestehen kann. Das Erkennen dieser Arbitragemöglichkeit führt zu
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gesteigerter Aktiennachfrage in Frankfurt mit Anhebung des Frankfurter Kurses
und erhöhter Aktienabgabe in New York, was den dortigen Kurs senkt, sodass
die Arbitragemöglichkeit verschwindet.

Auch wenn konkrete Finanzmärkte in gewissem Umfang Arbitrage ermöglichen
sollten, so gehen wir bei einem idealisierten Finanzmarkt davon aus, dass durch
Transparenz und Effizienz keine Arbitragemöglichkeiten existieren. Wird in ei-
nem solchen idealen Finanzmarkt ein derivatives Finanzgut eingeführt, so ist die
Preisfestsetzung sicher so durchzuführen, dass im durch den Handel mit dem
Derivat vergrößerten Markt kein Arbitrage entsteht. Überlegungen dieser Art
sind grundlegend für die Preistheorie der Finanzmärkte und werden als No-
Arbitrage-Prinzip bezeichnet (oder auch: there is no free lunch).

5.2 Derivative Finanzprodukte

5.2.1 Forwards und Futures

Ein besonders einfaches Beispiel für ein Derivat, das keine Option ist, stellt der
Forward dar. Es ist die Pflicht, zu einem bestimmten Zeitpunkt T in der Zu-
kunft ein Asset S (also z.B. eine Aktie) für einen jetzt vereinbarten Preis K zu
kaufen (bzw. für den Vertragspartner: zu verkaufen). Zu jenem Zeitpunkt T
wird auch die Auszahlung fällig.

Man wäre nun versucht, zu sagen, dass der Preis für einen solchen Vertrag von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Aktienpreises zum Zeitpunkt T abhängen
muss. Dem ist aber nicht so: In einem Markt, wo Aktien gebührenfrei gekauft
und verkauft werden können und beliebige positive und negative Mengen an Ak-
tien ohne Kosten verwaltet werden können, gibt es einen anderen Mechanismus,
der den fairen Preis festlegt:

Die einfache Annahme, dass Investoren “mehr zu haben” gegenüber “weniger
zu haben” bevorzugen (das ist es ja, was “rationales Verhalten” auf Märkten
ausmacht) und das Beachten des “Zeitwertes von Geld” (also stetige Verzinsung
mit der risikolosen Zinsrate r), ermöglicht uns, den fairen Preis eines Forwards
in folgender Form zu bestimmen:
Sei St der Aktienpreis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ]. Dann ist der Forward-Preis
K = F (t, T ) zur Zeit t gegeben durch

F (t, T ) = Ste
r(T−t). (5.1)

Begründung: Wenn der Forward-Preis höher wäre (z.B. gleich Y > Ste
r(T−t)),

dann könnten wir St Geldeinheiten für das Intervall [t, T ] bei einer Zinsrate von
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r von der Bank ausborgen, damit die Aktie kaufen und einen solchen Forward-
Vertrag verkaufen. Zum Zeitpunkt T brauchen wir dann Ste

r(T−t), um den Kredit
zurückzuzahlen, aber wir erhalten vom Käufer des Forwardvertrages für den Ver-
kauf der Aktie Y > Ste

r(T−t) zurück und auf diese Weise hätten wir also einen
risikolosen Gewinn gemacht. Falls F (t, T ) = Y < Ste

r(T−t) könnten wir auf ähn-
liche Weise risikolos Gewinn machen, indem wir eine Aktie zum Zeitpunkt t um
St von jemand anderem ausborgen (“eine short position in der Aktie eingehen”),
diese um St verkaufen und diesen Betrag verzinslich anlegen. Weiters gehen wir
eine long position im Forward ein. Zum Zeitpunkt T erhalten wir also nach
Erfüllung der long position im Forward und Rückgabe der ausgeliehenen Aktie
den risikolosen Gewinn Ste

r(T−t) − Y > 0.

Mit jedem anderen Preis als (5.1) wäre also Arbitrage möglich; anders aus-
gedrückt: in einem Markt, der kein Arbitrage zulässt, ist der obige Preis der
einzig mögliche.

Ein Future ist ein Forward Kontrakt, der auf Finanzmärkten gehandelt wird
und meist durch zusätzliche Bedingungen interessant gemacht wird.

5.2.2 Optionen

Eine Option ist ein Recht (aber nicht die Pflicht!), eine zugrundeliegende Aktie
(oder allg. ein Asset) zu einem bestimmten Zeitpunkt T zu einem bestimm-
ten Preis K zu kaufen oder zu verkaufen. Dieser Preis K wird Ausübungspreis
(engl. strike-price) genannt und T heißt das Fälligkeitsdatum (engl. maturity).
Man unterscheidet Call-Optionen von Put-Optionen, wobei sich die Namensge-
bung immer auf die Situation des Käufers bezieht. Ein Put ist das Recht eine
Aktie zu verkaufen (auf den Markt zu werfen, engl. to put it on the market).
Umgekehrt ist ein Call das Recht, eine Aktie zu kaufen. Beim Käufer der Op-
tion liegt in der Sprache der Finanzmärkte eine long position vor, beim Verkäufer
eine short position.

Es gibt nun verschiedene Optionstypen (hier für Call-Optionen beschrieben):

• Amerikanisch: Die Aktie darf zu jedem Zeitpunkt bis zur Fälligkeit zum
vereinbarten Preis gekauft werden. Dieser Optionstyp wird weltweit am
häufigsten gehandelt.

• Europäisch: Die Aktie darf nur zur Fälligkeit zum vereinbarten Preis
gekauft werden. Die Berechnung ist für diesen Fall am einfachsten.

• Asiatisch: Die Aktie darf zur Fälligkeit zum Mittelwert des Aktienpreises
bis zur Fälligkeit verkauft werden. Durch die Mittelwertbildung gleichen
sich Höhen und Tiefen stärker aus.
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• Andere: Barriere-Optionen (Kontrakt verfällt, falls Aktienpreis ein ge-
wisses Niveau erreicht, z.B. “down-and-out”), Cash-or-Asset-Optionen (Aus-
zahlung einer fixen Summe, oder der Aktie, wenn der Aktienwert über/unter
einer Marke liegt)

Alle Optionen, die nicht vom amerikanischen oder europäischen Typ sind, werden
als Exotische Optionen bezeichnet.
In jeder Transaktion gibt es also zwei Parteien, den Käufer und den Verkäufer
der Option. Im Falle einer europäischen Call-Option auf eine Aktie (St) mit
Ausübungspreis K ist der Wert (engl. payoff) CT zur Zeit T für den Käufer
gleich ST −K, falls ST > K und 0, falls ST ≤ K (denn dann kann die Aktie ja
billiger direkt auf dem Markt gekauft werden), also

CT = max(ST −K, 0) = (ST −K)+.

Wenn wir den Preis der Call-Option zum heutigen Zeitpunkt t = 0 mit C0 sowie
den Preis der Put-Option zum Zeitpunkt t = 0 mit P0 bezeichnen, können wir
also den Gewinn (bzw. Verlust) bei diesen Optionen für Käufer und Verkäufer
graphisch darstellen (siehe Abbildungen 3 und 4). Hierbei wird der Einfachheit
halber angenommen, dass die risikolose Zinsrate gleich 0 ist).
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Abb. 3: Payoff und Gewinn bei einer europäischen Call-Option
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Abb. 4: Payoff und Gewinn bei einer europäischen Put-Option

Eine Option stellt also ein Recht dar, das zu einem finanziellen Vorteil führen
kann (und zu einem finanziellen Nachteil für jemand anderen) und beinhaltet
keinerlei Verpflichtungen. Dieses Recht muss also etwas kosten.
Frage: Wie viel?

Der Optionspreis muss so bestimmt werden, dass beide Parteien einwilligen. Eine
Möglichkeit, diesen fairen Preis für die Option zu beschreiben, ist es, den der-
zeitigen Wert eines Portfolios (bestehend aus Bargeld und Aktienanteilen) zu
betrachten, das zum Zeitpunkt T (risikolos!) genau den gleichen Ertrag wie die
Option liefert (falls ein solches Portfolio existiert!). Man nennt dies dann ein
Portfolio, das die Option repliziert. Mit einem replizierenden Portfolio kann
man sich also gegen das Risiko, das sich durch den Verkauf der Option ergibt
(nämlich das Risiko, dass ST größer (bzw. kleiner) als K ist), absichern (engl.
hedge). Ein zweiter großer Aufgabenbereich in der Finanzmathematik ist somit
die Konstruktion von solchen sog. Hedge-Portfolios.

Bevor wir uns der konkreten Berechnung von Optionspreisen zuwenden, wollen
wir einige allgemeine Eigenschaften von Optionspreisen untersuchen:
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5.3 Eigenschaften von Optionspreisen

Wir werden in der Folge nur Optionen auf Aktien (kurz: Aktienoptionen) be-
trachten.

5.3.1 Allgemeines

Es gibt sechs Faktoren, die den Preis einer Aktienoption beeinflussen:

1. der derzeitige Aktienpreis S0

2. der Ausübungspreis K

3. die Zeit T bis zum Verfallsdatum der Option

4. die Volatilität σ des Aktienpreises

5. die risikolose Zinsrate r

6. die erwarteten Dividenden während der Laufzeit der Option

Die Volatilität σ des Aktienpreises ist dabei ein Maß dafür, wie “unsicher” die
zukünftige Aktienpreisentwicklung ist (konkret ist σ

√
∆t die Standardabweichung

des Returns der Aktie für ein kleines Zeitintervall ∆t; siehe Abschnitt 5.6). Di-
videndenzahlungen reduzieren den Aktienpreis unmittelbar nach der Auszahlung
(und entsprechend wirkt sich das auf den Wert der Option aus). Der Einfachheit
halber werden wir Dividendenzahlungen jedoch im weiteren nur berücksichtigen,
wenn explizit darauf hingewiesen wird.

Wenn sich eine dieser Variablen vergrößert, während alle anderen konstant blei-
ben, hat das folgenden Effekt auf den Optionspreis:

Europäischer Europäischer Amerikanischer Amerikanischer

Variable Call Put Call Put

S0 + − + −
K − + − +

T ? ? + +

σ + + + +

r + − + −
Dividenden − + − +

In der Folge werden wie immer folgende Annahmen treffen:
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1. Es gibt keine Transaktionskosten.

2. Es ist immer möglich, Geld zur risikolosen Zinsrate r auszuleihen oder an-
zulegen (z.B. durch Kauf bzw. Verkauf einer Anleihe (engl. bond)). r sei
hier immer als konstant vorausgesetzt.

Wir nehmen weiters an, dass Marktteilnehmer Arbitrage-Möglichkeiten sofort
ausnützen, falls sie existieren. Somit verschwindet aber diese Möglichkeit sehr
rasch und für die Analyse von Preisen von Finanzderivaten ist deshalb folgende
weitere Annahme sinnvoll:

3. Es gibt keine Arbitrage-Möglichkeit.

5.3.1.1 Schranken für Optionspreise

Wir wollen nun mit einfachen Überlegungen Schranken für Optionspreise her-
leiten. Diese Schranken sind nicht sehr scharf, jedoch sind sie unabhängig vom
zugrundeliegenden Marktmodell und basieren einzig und allein auf den obigen
drei Annahmen.

Der Wert einer Call-Option (bzw. Put-Option) zum Zeitpunkt t wird in der Folge
immer mit Ct (bzw. Pt) bezeichnet.

Amerikanische Optionen müssen im allgemeinen natürlich mehr wert sein als eu-
ropäische vom gleichen Typ, da der Besitzer ja größere Flexibilität bezüglich der
Ausübung hat. Dies läßt sich an folgendem Beispiel illustrieren: Sei C0(E) (der
Preis einer europäischen Call-Option mit Ausübungspreis K und Ausübungsda-
tum T ) größer als C0(A) (der Preis einer amerikanischen Call-Option mit glei-
chem K und T ), dann könnte man risikolosen Gewinn machen, indem man eine
europäische Option verkauft, eine amerikanische Option kauft und die Differenz
C0(E) − C0(A) behält. Indem wir die amerikanische Option bis zum Zeitpunkt
T behalten, an dem sie den gleichen Wert wie die europäische hat, haben wir ri-
sikolosen Gewinn gemacht. Wenn Arbitrage ausgeschlossen werden soll, gilt also
immer

0 ≤ C0(E) ≤ C0(A).

Beide Optionspreise müssen unter dem derzeitigen Wert S0 der Aktie liegen (und
in der Praxis werden sie viel kleiner sein), denn wäre C0(A) > S0, könnten wir
einfach eine Aktie um S0 kaufen und eine Option verkaufen. Der Gewinn dabei
ist risikolos wie sicher, denn die Verpflichtung aus der Option ist durch die Aktie
abgedeckt.
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Mit einfachen No-Arbitrage-Argumenten lässt sich weiters zeigen:

Satz 1:
In einem arbitragefreien Markt gilt

S0 ≥ C0(A) ≥ C0(E) ≥ max
(
S0 −Ke−rT , 0

)
.

sowie
Ke−rT ≥ P0(E) ≥ max

(
Ke−rT − S0, 0

)

und
P0(A) ≥ max

(
K − S0, 0

)
.

Beweis: siehe VO.

Diese Schranken sind zwar sehr großzügig, gelten aber in allen Optionspreismo-
dellen!

Mit den Schranken aus Satz 1 läßt sich nun eine überraschend einfache Beziehung
zwischen amerikanischen und europäischen Call-Preisen finden (falls, wie wir hier
annehmen, keine Dividendenzahlungen stattfinden): es gilt

C0(E) = C0(A), (5.2)

denn wegen r ≥ 0 gilt C0(A) ≥ C0(E) ≥ S0 − Ke−rT ≥ S0 −K. Der Options-
preis ist also (für beide Typen) mindestens gleich groß dem Gewinn, den man
macht, wenn die Option sofort ausgeübt wird. Die Option wird also nicht sofort
ausgeübt werden (solange der Investor “mehr” gegenüber “weniger” bevorzugt).
Dieses Argument kann aber für jeden Startzeitpunkt t < T angewandt werden:
es gilt Ct(E) ≥ St−Ke−r(T−t) und somit Ct(A) ≥ St−K (unabhängig von T−t).
Daraus folgt also, dass eine amerikanische Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden auszahlt, nicht vor dem Zeitpunkt T ausgeübt wird, sodass (5.2) gilt!
Eine Call-Option auf eine Aktie, die keine Dividenden auszahlt, sollte also nicht
vorzeitig ausgeübt werden, da sie den Besitzer (im Gegensatz zum Besitz der
Aktie) gegen das Ereignis ST < K versichert. Weiters ist ein spätes Zahlen des
Ausübungspreises wegen r > 0 zu bevorzugen.

Frühes Ausüben einer amerikanischen Put-Option auf eine Aktie, die keine Di-
videnden auszahlt, kann hingegen optimal sein. Deshalb gilt für r > 0 immer
P0(A) > P0(E).
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5.3.1.2 Call-Put-Parität

Zum Zeitpunkt T gilt aufgrund der Definitionen:

CT − PT = (ST −K)+ − (K − ST )+ = ST −K.

Man kann nun zeigen, dass Arbitrage nur dann verhindert werden kann, wenn
für alle t ∈ [0, T ] gilt:

Satz 2: (Call-Put-Parität)
In einem arbitrage-freien Markt gilt für europäische Optionen

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.3)

Beweis: siehe VO.

Somit kann im Falle von Aktien, die keine Dividenden auszahlen, der Preis ei-
ner europäischen Put-Option immer in einfacher Weise aus der entsprechenden
Call-Option berechnet werden und wir können uns in Hinkunft o.B.d.A. auf die
Untersuchung der Call-Option beschränken.

Für amerikanische Optionen gibt es keine Put-Call-Parität, jedoch gelten folgende
Abschätzungen:

Übung 1:
Man zeige, dass für amerikanische Optionen auf Aktien, die keine Dividenden
auszahlen, gilt:

St −K < Ct(A) − Pt(A) < St −Ke−r(T−t) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.4)

5.3.2 Berücksichtigung von Dividenden

In den bisherigen Überlegungen haben wir vorausgesetzt, dass keine Dividenden-
auszahlungen an die Aktionäre stattfinden. In diesem Abschnitt wollen wir die
Auswirkungen von Dividenden untersuchen. Da T für die meisten gehandelten
Aktienoptionen weniger als ein Jahr beträgt, können die Dividendenzahlungen
während der Laufzeit einer Option in der Regel mit hinreichender Genauigkeit vo-
rausgesagt werden. Wir bezeichnen mit Dt den Barwert der Dividenden während
der Laufzeit T − t der Option zum Zeitpunkt t. Dann gilt

Ct(E) > St −Dt −Ke−r(T−t) ∀ t ∈ [0, T ] (5.5)
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und

Pt(E) > Dt +Ke−r(T−t) − St ∀ t ∈ [0, T ]. (5.6)

Wenn Dividenden zu erwarten sind, kann es auch bei einer amerikanischen Call-
Option vorteilhaft sein, sie früh auszuüben (speziell vor dem Zeitpunkt einer
Dividendenzahlung kann die Ausübung optimal sein, da danach der Aktienpreis
fallen wird).

Wenn Dividendenzahlungen stattfinden, ändert sich die Put-Call-Parität (5.3)
für europäische Optionen zu

Ct(E) − Pt(E) = St −Dt −Ke−r(T−t) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.7)

Entsprechend gilt für amerikanische Optionen statt (5.4) bei Dividendenzahlun-
gen

St −Dt −K < Ct(A) − Pt(A) < St −Ke−r(T−t) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.8)

5.4 Handelsstrategien mit Optionen

In Abschnitt 5.2.2 haben wir den Gewinn-Verlauf (in Abhängigkeit des Aktien-
preises) bei Investition in eine Option untersucht. Wenn man eine Position in
einer europäischen Aktienoption mit einer Position in der Aktie selbst verbindet,
so ergeben sich mehrere mögliche Gewinnverläufe (siehe Abb. 5).
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Abb. 5: Gewinn bei Handelsstrategien mit einer Option und einer Aktie
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Besteht ein Portfolio aus zwei oder mehr Calls oder aus zwei oder mehr Puts, so
spricht man von einem Spread. Ein Bull-Spread wird durch den Kauf einer Call-
(bzw. Put-) Option mit niedrigem Ausübungspreis K1 und dem Verkauf einer
Call-(bzw. Put-) Option mit hohem Ausübungspreis K2 erzeugt (siehe Abb. 6).
Ein Investor mit einem Bull-Spread hofft also auf einen hohen Aktienkurs zum
Zeitpunkt T .
Im Gegensatz dazu wird ein Bear-Spread durch den Kauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit hohem Ausübungspreis K2 und dem Verkauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit niedrigem Ausübungspreis K1 erzeugt (siehe Abb. 7). Dieser Spread
ist also dann vorteilhaft, wenn der Aktienkurs zum Zeitpunkt T niedrig ist.
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Abb. 6: Gewinn bei einem Bull-Spread
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Abb. 7: Gewinn bei einem Bear-Spread

Bei diesen Strategien wird also das Potenzial für einen hohen Gewinn gegen den
Erhalt einer fixen Summe (durch den Verkauf der Call- bzw. Put-Option) einge-
tauscht.

Ein Butterfly-Spread besteht aus Optionen mit drei verschiedenen Ausübungs-
preisen. Er kann erzeugt werden durch den Kauf einer Call-Option mit niedrigem
Ausübungspreis K1, dem Kauf einer Call-Option mit hohem Ausübungspreis K3

und dem Verkauf von zwei Call-Optionen zum Ausübungspreis K2 mit K2 =
(K1 + K3)/2. Typischerweise ist K2 im Bereich des derzeitigen Aktienpreises
S0. Der Gewinnverlauf eines Butterfly-Spreads wird in Abb. 8 wiedergegeben.
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Er führt also dann zu Gewinn, wenn der Aktienpreis nahe bei K2 bleibt und
führt sonst zu relativ geringem Verlust. Ein solcher Butterfly-Spread ist also
eine geeignete Strategie für einen Investor, der glaubt, dass sich der Aktienkurs
nur wenig ändern wird. Butterfly-Spreads können auch mit Put-Optionen kreiert
werden. Wie man in Abb. 8 sieht, ist die dabei entstehende Gewinnfunktion
äquivalent zum entsprechenden Spread mit Call-Optionen. Aus der Put-Call-
Parität folgt, dass die jeweils anfänglich notwendigen Investitionen für beide der
Strategien demnach gleich sein müssen.
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(a) Butterfly Spread mit Call−Optionen (b) Butterfly Spread mit Put−Optionen

Abb. 8: Gewinn bei einem Butterfly-Spread

Die Liste der Handelsstrategien lässt sich natürlich beliebig erweitern:

• gleicher Ausübungspreis, aber unterschiedliche Fälligkeitsdaten T für die
involvierten Optionen (Kalender-Spreads)

• unterschiedliche Ausübungspreise und unterschiedliche Ausübungszeitpunkte
für die involvierten Optionen (Diagonal-Spreads)

• Portfolio mit Calls und Puts auf die gleiche Aktie usw.

Wenn europäische Optionen mit Fälligkeitsdatum T zu jedem möglichen Strike-
Preis K verfügbar sind, kann man mit ihnen ein Portfolio mit jeder gewünschten
Payoff-Funktion erzeugen. Das ist auch einer der Gründe, warum das Handeln
mit Optionen so beliebt ist.

5.5 Das binomiale Optionspreismodell

5.5.1 Optionspreismodell mit einer Periode

Zum Einstieg betrachten wir einen Markt mit einer einzigen Handelsperiode - es
gibt also nur Zeitpunkt 0 und T , d.h. � = {0, T}. Wir modellieren den Aktien-
wert ST durch eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P).
Jeder Claim H , der eine Funktion von ST (oder allgemeiner St) ist, ist also eine
nichtnegative Zufallsvariable auf (Ω,F ,P).
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Beispiel: Nehmen wir vorerst der Einfachheit halber an, dass die Zinsrate r = 0
ist und eine Aktie S heute den Preis S0 = 10 (z.B. e ) hat und zum Zeitpunkt T
einen der folgenden Werte annehmen wird:

ST =





20 mit Wahrscheinlichkeit p,

7.5 mit Wahrscheinlichkeit 1 − p

Betrachte eine europäische Call-Option H = (ST − K)+ auf diese Aktie mit
Ausübungspreis K = 15. Wir versuchen nun, ein Hedge-Portfolio (θ0, θ1) mit
θ0 Einheiten von Bargeld und θ1 Einheiten dieser Aktie S zu finden, das den
Wert der Option zum Zeitpunkt T repliziert (θ0, θ1 ∈ �). Da ST nur zwei Werte
annehmen kann und wir zwei Variablen zur Verfügung haben (θ0 und θ1), können
wir ein solches Portfolio in diesem Modell immer konstruieren. Der Wert dieses
Portfolios heute wird also dann den fairen Preis dieser Option liefern (für jeden
anderen Preis lässt sich risikoloser Profit machen!). Der Wert des Portfolios ist
gegeben durch Vt = θ0 + θ1St (t ∈ �) und kann sich hier (wegen r = 0) also nur
durch Änderung des Aktienpreises verändern. Damit dieses Portfolio den Wert
der Option repliziert, müssen wir nun θ0, θ1 wie folgt wählen:

5 = θ01 + 20 θ1

0 = θ01 + 7.5 θ1.

Daraus folgt θ0 = −3, θ1 = 0.4. Substituieren in V0 = θ0 + θ1S0 ergibt V0 =
−3 + 0.4 (10) = 1.
Die Hedging-Strategie ist also wie folgt: Zum Zeitpunkt t = 0 verkaufen wir eine
Option, bekommen dafür 1 e , leihen uns weiters 3 e aus und investieren die
Summe von 4 e in Aktien. Dafür erhalten wir also 4

10
= 0.4 Aktienanteile. Zum

Zeitpunkt T gibt es zwei Möglichkeiten:

(i) ST = 20. Die Option wird ausgeübt, d.h. wir müssen die Aktie verkaufen,
dabei machen wir 5 e Verlust. Wir zahlen unseren Kredit zurück (3 e)
und verkaufen unsere Aktienanteile (dafür erhalten wir 0.4 × 20 = 8 e ).
Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

(ii) ST = 7.5. Die Option wird nicht ausgeübt (keine Kosten). Wir zahlen
unseren Kredit zurück (Kosten 3 e ) und verkaufen unsere Aktienteile (Ge-
winn 0.4 × 7.5 = 3 e ).
Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

Der Verkauf der Option und der Besitz des Hedge-Portfolios gleichen sich also
genau aus, wenn der Preis der Option gleich C0 = 1 gesetzt wird. Wieder sieht
man sofort, dass kein anderer Preis diese Eigenschaft haben kann: Wenn C0 > 1,
verkaufen wir die Option und kaufen damit das Hedge-Portfolio und erhalten risi-
kolosen Gewinn C0−1, und falls C0 < 1, wechseln wir mit dem Käufer die Rollen.
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Betrachten wir nun etwas allgemeiner ein 1-periodisches Modell mit risikoloser
Zinsrate r > 0 und

ST =





s2 mit Wahrscheinlichkeit p,

s1 mit Wahrscheinlichkeit 1 − p

und einen Claim H mit Payoff VT = f2, falls ST = s2 und VT = f1, falls ST =
s1. Betrachten wir wieder ein Portfolio (θ0, θ1) aus Aktienanteilen und Bargeld,
genauer θ1 Einheiten von Aktien (Wert θ1S0) und θ0 Einheiten von einer Anleihe
B0, die zum Zinssatz r verzinst wird (Wert θ0B0). Dann ergibt sich auf die gleiche
Weise wie vorhin als Bedingung für das Hedge-Portfolio

f2 = θ0B0e
rT + θ1 s2

f1 = θ0B0e
rT + θ1 s1

mit der Lösung

θ1 =
f2 − f1

s2 − s1
,

θ0 = B−1
0 e−rT

(
f2 −

(f2 − f1)s2

s2 − s1

)
.

Der Wert dieses Portfolios zum Zeitpunkt t = 0 und somit der Preis für diesen
Claim H ist

V0(H) = S0

(
f2 − f1

s2 − s1

)
+ e−rT

(
f2 −

(f2 − f1)s2

s2 − s1

)
. (5.9)

Bemerkung: Diese einfache Rechnung war nur möglich, da es lediglich zwei
mögliche Werte für ST gab - schon bei einer Aufspaltung in drei mögliche Werte
kann man im allgemeinen kein Hedge-Portfolio mehr konstruieren!

Die Wahrscheinlichkeiten p und 1 − p für einen Anstieg bzw. Abfall des Aktien-
kurses kommen in (5.9) nicht vor! Das scheint der Intuition zu widersprechen,
denn es ist naheliegend, anzunehmen, dass für größeres p der Wert der Call-
Option größer wird. Dies ist aber nicht der Fall. Die Schätzung von p ist i.a.
abhängig von den Risikopräferenzen der Investoren; das No-Arbitrage-Prinzip
legt für die Option einen Preis fest, der unabhängig von diesen Präferenzen ist:

Wenn wir die Variable

q =
S0e

rT − s1

s2 − s1
(5.10)

einführen, so folgt aus (5.9)

V0(H) = e−rT
(
qf2 + (1 − q)f1

)
. (5.11)
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Weiters gilt q ∈ (0, 1). Wir können den Preis für H also als diskontierten Erwar-
tungswert des Payoffs ausdrücken - jedoch nicht bezüglich p, sondern bezüglich ei-
ner anderen Wahrscheinlichkeit q, dem sogenannten risikoneutralen Wahrschein-
lichkeitsmaß Q:

V0(H) = e−rT�Q[VT (H)]. (5.12)

Die Bezeichnung “ risikoneutral” wird durch folgende Beobachtung verständlich:
Der Erwartungswert des Aktienpreises unter diesem neuen Wahrscheinlichkeits-
maß ist

�Q(ST ) = (qs2 + (1 − q)s1) = S0e
rT ,

der Aktienpreis wächst also im Durchschnitt wie eine risikolose Vermögensform
gemäß der Zinsrate r.

Dieses Resultat ist ein Beispiel für ein wichtiges allgemeines Prinzip in der Op-
tionstheorie, nämlich der risikoneutralen Bewertung. Es besagt, dass wir eine
Risikoneutralität annehmen können, wenn wir Preise für Optionen oder andere
Derivate bestimmen. Die so erhaltenen Preise sind nicht nur in der risikoneutra-
len Welt, sondern auch allgemein korrekt.

Man kann also als Alternative zur Optionspreisbestimmung mit No-Arbitrage-
Überlegungen im obigen Beispiel den Optionspreis auch mittels risikoloser Be-
wertung erhalten: In der risikoneutralen Welt muss der erwartete Aktienpreis ST

am Ende der Periode gleich dem mit der risikolosen Zinsrate r > 0 aufgezinsten
Wert S0 sein; demnach erhält man q aus der Gleichung

s2q + s1(1 − q) = S0e
rT ,

woraus (5.10) folgt. Für das so bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaß Q kann man
nun mittels (5.12) den Preis des entsprechenden Claims bestimmen. No-Arbitrage-
Argumente und risikoneutrale Bewertung liefern also die gleichen Antworten.

5.5.2 Das Cox-Ross-Rubinstein-Binomialmodell

Betrachten wir nun ein binominales Preismodell mit Handelstagen 0, 1, 2, . . . , T
für ein festes T . Der Aktienkurs nimmt also die Werte S0, S1, . . . , ST an und für
jedes t ≤ T gilt

St =





(1 + b)St−1 mit Wahrscheinlichkeit p

(1 + a)St−1 mit Wahrscheinlichkeit 1 − p
, a < er − 1 < b

und r sei die risikolose Zinsrate. Wir wollen nun den Preis für einen Claim H
(z.B. eine europäische Call-Option) bestimmen, der zum Zeitpunkt T ausgeübt
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werden kann. Betrachten wir dazu den Wert von H zum Zeitpunkt T − 1, so
können wir diesen als Startwert für ein 1-periodisches Modell (vgl. Abschnitt
5.5.1) interpretieren; es gibt also eine Hedging-Strategie (θ0, θ1), die den Wert
von H an den Zeitpunkten {T − 1, T} repliziert sowie ein risikoneutrales Wahr-
scheinlichkeitsmaß Q. Wir können also den Wert VT−1 von H zum Zeitpunkt
T − 1 als diskontierten Erwartungswert unter Q berechnen (siehe (5.11)):

VT−1 = e−r
(
qf2 + (1 − q)f1

)

mit

q =
er − 1 − a

b− a
. (5.13)

Bemerkung: Hier findet die Bezeichnung risikoneutrales Maß für Q wieder eine
Begründung: Ein risiko-neutraler Investor ist jemand, der indifferent ist zwi-
schen einer Investition mit einem sicheren Ertrag und einer Investition mit einem
unsicheren Ertrag mit gleichem Erwartungswert. Unter Q gilt nämlich für den
Erwartungswert von ST , gegeben ST−1 = S,

� [ST |ST−1 = S) = q(1 + b)S + (1 − q)(1 + a)S = erS.

Nun kann man analog vorgehen, um VT−2 zu berechnen: die Aktie, deren Wert
ST−2 jetzt als S geschrieben wird, kann zur Zeit T einen von den drei Werten
(1 + b)2S, (1 + a)(1 + b)S und (1 + a)2S annehmen (siehe Abb. 9), der Claim H
muss also zur Zeit T einen von drei Werten annehmen, die wir mit f22, f21, f11

bezeichnen wollen. Die zwei möglichen Werte von VT−1 (V b, V a) können wie oben
nach dem 1-periodischen Modell berechnet werden. Somit kann man auch VT−2

wie im 1-periodischen Modell berechnen:

VT−2 = e−r
(
qV b + (1 − q)V a

)

= e−2r
[
q
(
qf22 + (1 − q)f21

)
+ (1 − q)

(
qf21 + (1 − q)f11

)]

= e−2r
[
q2f22 + 2q(1 − q)f21 + (1 − q)2f11

]
.

Der Wert des Claims zum Zeitpunkt T − 2 ist also vollständig bestimmt durch
Größen, die dem Investor schon zum Zeitpunkt T − 2 bekannt sind.
Diese Rekursion kann nun fortgesetzt werden und auf diese Weise erhält man Vt

für jedes t < T .

Speziell erhält man für den Geldbetrag, den man braucht, um eine europäische
Call-Option H zu replizieren,
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Abb. 9: Ereignisbaum für das CRR-Modell

V0 = e−rT
T∑

t=0

(
T

t

)
qt(1 − q)T−t

(
(1 + b)t(1 + a)T−tS0 −K

)+

(5.14)

=

T∑

t=A

(
T

t

)
qt

ert

(1 − q)T−t

er(T−t)

(
(1 + b)t(1 + a)T−tS0

)

−Ke−rT

T∑

t=A

(
T

t

)
qt(1 − q)T−t,

wobei A die kleinste natürliche Zahl k ist, für die S0(1 + b)k(1 + a)T−k > K gilt.
Unter Verwendung von (5.13) und q′ = q(1 + b)/er folgt q′ ∈ (0, 1) und 1 − q′ =
(1 − q)(1 + a)/er, sodass schließlich für den fairen Preis einer europäischen Call-
Option in diesem Binomialmodell folgt:

V0 = S0Ψ(A;T, q′) −Ke−rT Ψ(A;T, q), (5.15)

mit

Ψ(m;n, p) =

n∑

j=m

(
n

j

)
pj(1 − p)n−j.

Formel (5.15) ist die sog. Cox-Ross-Rubinstein-Binomial-Optionspreis-Formel für
einen europäischen Call.
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Wir konnten also durch rekursive Anwendung des 1-periodischen Modells den
Preis V0 eines Claims H zum Zeitpunkt 0 im Binomialmodell bestimmen. All-
gemeiner ist klar, dass der Wert Vt der Option zum Zeitpunkt t ≤ T durch die
Formel

Vt = StΨ(At;T − t, q′) −Ke−r(T−t)Ψ(At;T − t, q), (5.16)

gegeben ist, wobei At die kleinste natürliche Zahl k ist, für die St(1 + b)k(1 +
a)T−t−k > K gilt. Analog zu oben kann man nun die Zusammensetzung des
Hedge-Portfolios zum Zeitpunkt t bestimmen. Das Portfolio (θ0

t−1, θ
1
t−1) wird

über das Zeitintervall [t− 1, t) gehalten und muss Vt replizieren, d.h.

θ1
t−1St + θ0

t−1e
r = Vt.

Setzt man nun für St die zwei möglichen Werte in Abhängigkeit von St−1 und
für Vt die entsprechenden Optionswerte ein, so folgt eine eindeutige Lösung für
(θ0

t−1, θ
1
t−1). Allgemein gilt demnach für 0 ≤ t < T

θ0
t−1 = −Ke−r(T−t)

T−t∑

s=At

(
T − t

s

)
qs(1 − q)T−t−s

θ1
t−1 =

T−t∑

s=At

(
T − t

s

)
(q′)s(1 − q′)T−t−s.

Das Hedge-Portfolio besteht also im Zeitintervall [t, t + 1) aus θ0
t Einheiten an

Bargeld und θ1
t Aktienanteilen und wird zum Zeitpunkt t + 1 mit der dann zur

Verfügung stehenden Information auf die Zusammensetzung (θ0
t+1, θ

1
t+1) umges-

tellt. Für diese Umstellung sind keine zusätzlichen finanziellen Mittel notwendig.
Das Hedge-Portfolio heisst also selbstfinanzierend, da während der gesamten Lauf-
zeit, in der die Option repliziert wird, keine finanziellen Zu- oder Abflüsse nach
außen stattfinden.

Bemerkung: Mit diesem Binomialmodell werden in der Praxis auch häufig nu-
merische Approximationsmethoden für Preise von Optionen entwickelt, für die
keine analytischen Lösungen verfügbar sind. Ein Beispiel sind amerikanische
Call-Optionen: Da diese Optionen zu jedem Zeitpunkt t < T ausgeübt werden
können, wird der wie oben durch Rückwärtseinsetzen gewonnene Wert V G

t der
entsprechenden europäischen Call-Option auf einem bestimmten Knoten G des
Zeitpunktes t durch

max{V G
t , S

G −K}
ersetzt, wobei SG den Aktienpreis auf diesem Knoten bezeichnet. Analoges gilt
natürlich für amerikanische Put-Optionen.
Auf diese Weise gibt es zwar keine geschlossene Summationsformel, jedoch reichen
in der Praxis oft Rechentiefen im Bereich von n ≈ 200 aus, um brauchbare
Näherungen für den Optionspreis zu erhalten.



5.6. Das Black-Scholes-Modell 101

5.6 Das Black-Scholes-Modell

Die mathematische Theorie der Optionspreisberechnung begann 1900 mit der
Dissertation von Louis Bachelier, der stochastische Prozesse in stetiger Zeit
benutzte, um Optionen und Derivate zu modellieren und deren Preis zu bestim-
men. Seine Arbeit blieb lange Zeit unbeachtet. Erst die bahnbrechenden Arbeiten
von Black und Scholes [5] (1973) und Merton [21] zeigten, wie effektiv sto-
chastische Methoden bei der Optionspreisberechnung eingesetzt werden können.
Obwohl das Black-Scholes-Modell die realen Verhältnisse nicht vollständig wi-
derspiegelt, hat es sich doch in der Praxis der Finanzmärkte bewährt und wird
dort mit seinen vielfältigen Modifikationen und Weiterentwicklungen als Markt-
standard eingesetzt.

Wir beginnen mit einer Wiederholung der Definition einer Brown’schen Bewe-
gung.

Definition 1 Eine Brown’sche Bewegung (bzw. ein Wiener-Prozess) ist eine
Zufallsfunktion (Wt : t ∈ �), für die gilt:

(i) Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt W0 = 0 und Wt ist eine stetige Funktion in t.

(ii) Für jedes t ≥ 0 und h > 0 ist das Inkrement Wt+h −Wt normalverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz h, also

Wt+h −Wt ∼ N(0, h).

(iii) Aufeinanderfolgende Inkremente Wtn − Wtn−1 und Wtn+1 − Wtn sind sto-
chastisch unabhängig.

Daraus folgt insbesondere, dass Wt für jedes t selbst normalverteilt ist mit Mit-
telwert 0 und Varianz t. Die Inkremente von Wt sind auch stationär, d.h. die
Verteilung von Wt+h −Wt (h > 0) ist unabhängig von t.

Wir betrachten nun einen verallgemeinerten Wiener Prozess W g
t mit

dW g
t = a dt+ b dWt.

Für jedes t ≥ 0 und h > 0 ist das Inkrement W g
t+h −W g

t dann normalverteilt
mit Mittelwert ah und Varianz b2h. Somit hat dieser verallgemeinerte Wiener
Prozess erwartete Driftrate (d.h. durchschnittlicher Drift pro Zeiteinheit) a und
Varianzrate (d.h. Varianz pro Zeiteinheit) b2.

Auf Basis dieses stochastischen Prozesses wird nun ein Aktienpreis (St : t ∈ �)
durch eine sogenannte geometrische Brown’sche Bewegung modelliert:

dSt = St(µ dt+ σ dWt) (S0 = S; µ, σ . . . const.) (5.17)
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Mit dieser Wahl ist einerseits gesichert, dass der Aktienpreis immer positiv ist
und zweitens ist der erwartete prozentuelle Return µ pro Zeiteinheit (das ist die
erwartete Driftrate dividiert durch den Aktienpreis) bei Investition in eine Aktie
unabhängig von der Höhe des Aktienpreises. Weiters ist auch die Variabilität des
prozentuellen Returns unabhängig von der Höhe des Aktienpreises. Die Variable
σ wird als Volatilität des Aktienkurses bezeichnet und µ nennt man die erwartete
Return-Rate.

Beispiel 2: Eine Aktie, die keine Dividenden ausbezahlt, habe eine Volatilität
von 30% per annum und einen erwarteten Return von 15% per annum mit
stetiger Verzinsung. Dann ist µ = 0.15 und σ = 0.30 und der stochastische
Prozess für den Aktienpreis ist gegeben durch

dSt

St
= 0.15 dt+ 0.30 dWt.

Für ein kleines h > 0 gilt dann

St+h − St

St
= 0.15 h+ 0.30ε

√
h,

wobei ε ∼ N(0, 1).

Das Analogon zur geometrischen Brown’schen Bewegung in diskreter Zeit ist
gegeben durch

∆S

S
= µ∆t+ σε

√
∆t.

Die Variable ∆S ist dabei die Änderung des Aktienpreises S in einem kleinen
Zeitintervall ∆t und ε ∼ N(0, 1). Der Return ∆S

S
der Aktie in einer kurzen

Zeitspanne ∆t setzt sich also zusammen aus dem erwarteten Return µ∆t und
einer stochastischen Komponente σε

√
∆t, wobei σ

√
∆t die Standardabweichung

des Returns in der kurzen Zeitspanne ∆t bezeichnet. Es gilt

∆S

S
∼ N(µ∆t, σ2∆t).

Das Black-Scholes-Modell ist nun ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit
endlichem Zeithorizont T und zwei Finanzgütern, nämlich einer festverzinslichen
Anlage (dem Bond) mit kontinuierlicher Verzinsung (Zinsrate r; ihr determinis-
tischer Preisverlauf ist somit gegeben durch Bt = ert, t ∈ [0, T ]) sowie eines
Underlyings (z.B. einer Aktie) mit Preisverlauf St. Die grundlegende Annahme
im Black-Scholes-Modell ist, den Preis (St : t ∈ �) durch eine geometrische
Brown’sche Bewegung gemäß (5.17) zu modellieren. Es zeigt sich, dass dies der
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Annahme einer Lognormalverteilung für ST entspricht (siehe Abb. 10). Weiters
werden im Black-Scholes-Modell folgende Annahmen getroffen:

1. µ und σ sind konstant.

2. Wertpapiere können zu beliebigen Mengen gekauft und verkauft werden.

3. Es gibt keine Transaktionskosten und Steuern. Alle Vermögensformen sind
beliebig teilbar.

4. Es gibt keine Dividenden während der Lebenszeit des Derivats.

5. Es gibt keine Arbitrage-Möglichkeiten.

6. Die risikolose Zinsrate r ist konstant.
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Abb. 10: Pfad einer geometrischen Brown’schen Bewegung

Bemerkung: Aktienkurse sind charakterisiert durch kleine Auf- und Abwärts-
bewegungen, die sich aufgrund von Käufen und Verkäufen ergeben. Die Größe
dieser Bewegungen sind grob gesehen proportional zum Preis des Assets; unter
der Annahme von Unabhängigkeit ergibt sich, wenn man diese Bewegungen ge-
gen Null gehen läßt, mit dem zentralen Grenzwertsatz für den Aktienkurs eine
geometrische Brown’sche Bewegung. Aus diesem Grund und vor allem der mathe-
matischen Einfachheit halber wird dieses Modell häufig verwendet. Statistische
Untersuchungen legen jedoch nahe, dass die meisten realen Aktienkurse durch
andere Modelle besser beschrieben werden (siehe Abschnitt 5.8).
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5.7 Die Formel von Black-Scholes

Das CRR-Binomial-Modell beinhaltet alle notwendigen Informationen, um die
berühmte Black-Scholes-Formel, die den Preis einer europäischen Call-Option
in einem Markt mit stetiger Zeit, der die Annahmen des Black-Scholes-Modells
erfüllt, herzuleiten:

5.7.1 Herleitung

Dazu betrachten wir den Preisprozess S = (St) auf einem endlichen Zeitintervall
[0, T ] auf der reellen Achse und transformieren ihn in ein Problem mit diskreter
Zeit, indem wir ein Binomialmodell SN betrachten, das an S0 beginnt und an einer
endlichen Anzahl N von (äquidistant gewählten) Zeitpunkten seinen Wert ändern
kann. Die Handelszeitpunkte sind also durch � = {0, h, 2h, . . . , Nh} ⊂ [0, T ] mit
h = T/N gegeben. In einem solchen Modell betrachten wir den Wert CN

0 einer
europäischen Call-Option mit Payoff (ST −K)+. Nach (5.14) gilt

CN
0 = e−rT

T∑

t=0

(
T

t

)
qt(1 − q)T−t

(
S0

N∏

n=1

RN
n −K

)+

= e−rT�Q

[(
S0

N∏

n=1

RN
n −K

)+
]

,

wobei RN
n = SN

nh/S
N
(n−1)h die Werte (1 + b) und (1 + a) annimmt. Wir fixieren

r ≥ 0 und wählen für ein festes σ > 0 (das die Volatilität pro Zeiteinheit des
Aktienpreises in stetiger Zeit repräsentieren wird) und festes N die Parameter a
und b für SN in folgender Weise:

1 + b

erh
= e+σ

√
h und

1 + a

erh
= e−σ

√
h. (5.18)

Durch diese Wahl konvergiert der Aktienpreisprozess SN für N → ∞ gegen eine
geometrische Brown’sche Bewegung:
Nach (5.13) folgt aus (5.18)

q =
1 − e−σ

√
h

e+σ
√

h − e−σ
√

h
.

Nun definieren wir

Y N
n = log

(
RN

n

erh

)
und ZN =

N∑

n=1

Y N
n ,

sodass

e−rT
N∏

n=1

RN
n = exp

( N∑

n=1

Y N
n

)
= eZN .
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Es ergibt sich also

CN
0 = �Q

[(
S0 e

ZN − e−rTK
)+
]
.

Lemma (Zentraler Grenzwertsatz):
Sei (Y N

k )k≤N eine Folge unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen

mit Mittelwert µN derart, dass (NµN )N
N→∞−→ µ < ∞, und deren Varianz die

Form σ2/N + o(1/N) hat. Dann gilt

ZN =
N∑

n=1

Y N
n

d−→ Z,

wobei die Zufallsvariable Z ∼ N(µ, σ2) normalverteilt ist mit Mittelwert µ
und Varianz σ2.

Da Y N
n die Werte ±σ

√
h annimmt, ergibt sich für das zweite Moment σ2T/N

und der Erwartungswert µN ist gegeben durch

� [Y N
n ] = σ

√
hq − σ

√
h(1 − q) = (2q − 1)σ

√
h =

2q − 1√
N

σ
√
T .

Damit der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, muss also noch ge-
zeigt werden, dass 2q − 1 von der Ordnung 1/

√
N ist. Dies ergibt sich aus

2q − 1 = 1 − 2(1 − q)

= 1 − 2
e+σ

√
h − 1

e+σ
√

h − e−σ
√

h

und Taylorreihenentwicklung dieser Funktion nach
√
h ergibt 2q−1 = −1

2
σ
√
h+

O(h), also 2q− 1 = −1
2
σ
√
T/N +O(1/N). Somit folgt NµN → −1

2
σ2T für N →

∞. Aus der obigen Version des zentralen Grenzwertsatzes folgt also ZN
d−→ Z

und da (S0 e
ZN − e−rTK)+ gleichgradig integrierbar ist, konvergiert CN

0 somit
gegen

�
[(
S0 e

Z − e−rTK
)+
]
,

wobei der Erwartungswert jetzt bezüglich der Verteilung von Z ∼ N(−1
2
σ2T, σ2T )

zu berechnen ist. Diesen Ausdruck können wir nun wie folgt berechnen:
Wir standardisieren Z und sehen, dass die Zufallsvariable X = (1/σ

√
T )(Z +

1
2
σ2T ) ∼ N(0, 1), bzw. Z = σ

√
TX − 1

2
σ2T , sodass sich der Grenzwert von CN

0
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aus folgendem Integral ergibt:

C0 =

∫ ∞

−∞

(
S0e

−σ2T/2+σ
√

Tx − e−rTK
)+ e−

1
2
x2

√
2π

dx

= S0

∫ ∞

γ

e−σ2T/2eσ
√

Tx− 1
2
x2 dx√

2π
− Ke−rT (1 − Φ(γ))

= S0

∫ ∞

γ

e−
(x−σ

√
T )2

2
dx√
2π

− Ke−rT (1 − Φ(γ))

= S0

(
1 − Φ(γ − σ

√
T )
)

− Ke−rT
(
1 − Φ(γ)

)
,

wobei Φ(x) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet und

γ =
log(K/S0) + (1

2
σ2 − r)T

σ
√
T

.

Diese Formel lässt sich nun noch umschreiben und wir erhalten:

Satz 3: Formel von Black-Scholes
Sei der Aktienkurs durch eine geometrische Brown’sche Bewegung (5.17) ge-
geben und µ, σ und r konstant. Unter den Annahmen von Seite 103 ist dann
der Preis einer europäischen Call Option bei gegebenen Parametern K, T ,
r, σ, S0 gegeben durch

C0 = S0Φ(d+) − e−rTKΦ(d−) (5.19)

mit

d± =
log(S0/K) + (r ± 1

2
σ2)T

σ
√
T

,

wobei Φ(x) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet.

5.7.2 Diskussion

Indem wir in (5.19) T durch T − t und S0 durch St ersetzen, ergibt sich sofort
der Wert Ct der Option zum Zeitpunkt t. Man kann die Option in diesem Fall
auch als einen Vertrag betrachten, der zum Zeitpunkt t abgeschlossen wurde mit
Laufzeit T − t:

Ct = StΦ(dt+) − e−r(T−t)KΦ(dt−), (5.20)

mit

dt± =
log(St/K) + (r ± 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − t

.



5.7. Die Formel von Black-Scholes 107

Wenden wir die Call-Put-Parität auf (5.20) an, so ergibt sich der Preis einer eu-
ropäischen Put-Option Pt mit den gleichen Parametern im Black-Scholes-Modell
zu

Pt = Ke−r(T−t)Φ(−dt−) − StΦ(dt+).

Wir untersuchen nun das Verhalten des Preises Ct (analoge Überlegungen können
für Pt erfolgen):
Für steigendes St wachsen dt± in (5.20) unbeschränkt, sodass Φ(dt±) gegen 1 und
Ct somit gegen St −Ke−r(T−t) strebt. Die Option bekommt also die Bedeutung
eines Forward-Vertrages mit Ausübungspreis K, da es “sicher” ist, dass sie zum
Zeitpunkt T ausgeübt wird. Wenn die Volatilität σ gegen 0 geht, wird dt± eben-
falls unendlich groß; die dann risikolose Aktie verhält sich dann wie eine Anleihe
(bzw. Geld in der Bank).
Für t → T (d.h. die Laufzeit geht gegen 0) und St > K gilt dt± → +∞ und
e−r(T−t) → 1, sodass Ct gegen St −K strebt. Im Fall St < K ist log(St/K) < 0,
sodass dt± → −∞ und Ct → 0. Somit gilt, wie erwartet, Ct → (ST − K)+ für
t→ T .

Aus (5.20) lässt sich eine natürliche Hedging-Strategie ableiten, da der Wert
der Option zum Zeitpunkt t als Linearkombination von Aktieneinheiten St und
Bondeinheiten Bt gegeben ist mit B0 = 1 und Bt = ertB0 = ert. Es folgt also
folgende Zusammensetzung für das (die Call-Option) replizierende Portfolio zum
Zeitpunkt t:

Satz 4: Hedging-Strategie für Black-Scholes
Der Wert Ct der Option kann durch Handeln mit der Aktie risikolos erzeugt
werden. Dazu muss das Portfolio zum Zeitpunkt t θ0

t Bondanteile und θ1
t

Aktienanteile beinhalten mit

θ0
t = −Ke−rT Φ(dt−), θ1

t = Φ(dt+).

Bemerkung: Der Optionspreis (5.19) hängt von der risikolosen Zinsrate r und
der Volatilität σ der Aktie ab, nicht jedoch vom Drift µ des Aktienpreises, der
auch der unmittelbare erwartete Return der Aktie ist. In die Herleitung geht nur
ein, dass dieser Wert konstant ist, die Größe von µ ist jedoch für den Optionspreis
irrelevant. Anders ausgedrückt: Zwei Investoren sind sich bezüglich des Options-
preises einig, obwohl sie sich uneinig bezüglich des erwarteten Returns der Aktie
sein können!
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Übung 2:
Berechne den Preis einer Call Option mit folgenden Daten: Der Zinssatz
pro Jahr liegt bei 4%, die geschätzte Volatilität σ bezogen auf ein Jahr bei
0.18, der Preis der Aktie zum Zeitpunkt 0 bei 20 e. Die Option hat einen
Ausübungspreis von 25 e in T = 2 Jahren (s.a. Abb. 11). Überprüfe das
Ergebnis mit Maple [16] und der dort eingebauten Formel

> with(finance);

> blackscholes(S,K,r,T,sigma);

0

5

10

15

20

25

C(So)

10 20 30 40 50
So

Abb. 11: Wert der Call Option in Abhängigkeit von S0 für T = 0, 1, 2 (Übung 2)

5.8 Weitere Modelle

Es gibt eine Vielzahl von Verallgemeinerungen des Black-Scholes-Modells (z.B.
Einbeziehung von Dividendenzahlungen, Verallgemeinerung auf mehrere Aktien,
auf stochastische Zinsraten r(t), stochastische Volatilität σ(t), Modellierung von
Wechselkursen, Einbeziehung von Transaktionskosten,usw.).
Im allgemeinen gibt es dann keine geschlossenen Formeln mehr.

Das Black-Scholes-Modell basiert auf der Annahme von normalverteilten Log-
Returns. Reale Daten weisen jedoch vielfach ein anderes Verhalten auf. Die
Entwicklung einer allgemeineren Optionspreistheorie “jenseits” von Black-Scholes
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hat sich in den letzten Jahren rasant weiterentwickelt (beispielsweise mit hyper-
bolischen Verteilungen (vgl. Eberlein [10]) oder mit gebrochener Brown’scher
Bewegung (vgl. Mandelbrot [20])). Allerdings wird die Situation wesentlich
komplizierter, wenn man über das Black-Scholes-Modell hinausgeht, da man dann
nicht mehr aus reinen No-Arbitrage-Argumenten eindeutige Preise und entspre-
chenden Handelsstrategien ableiten kann. Aus diesem Grund spielt für Praktiker
das Black-Scholes-Modell nach wie vor eine grundlegende Rolle.

5.9 Marktgleichgewicht und Derivate

In Abschnitt 5.6 haben wir die Black-Scholes-Formel mit einem Hedging-Argument
in stetiger Zeit hergeleitet. Dasselbe Ergebnis erhält man auch mit ökonomischen
Argumenten bei der Betrachtung eines Marktgleichgewichts bei risikoaversen In-
vestoren. Diesen Zugang wollen wir hier nachvollziehen:

5.9.1 Marktgleichgewicht

Wir definieren zuerst den Begriff eines Pareto-optimalen Risikoaustausches. Dazu
betrachten wir n Firmen (bzw. Entscheidungsträger). Wir nehmen an, dass
Firma i am Ende des Jahres ein Vermögen Wi besitzt und nach einer Nutzen-
funktion ui(w) handelt. Hier sind also W1, . . . ,Wn Zufallsvariablen mit bekannter
gemeinsamer Verteilung. Sei W = W1 + . . . + Wn das Gesamtvermögen der n
Firmen. Ein Risikoaustausch ist eine Umverteilung des Gesamtvermögens. Be-
zeichnet Xi das Vermögen der Firma i nach dem Risikoaustausch , so muss gelten

X1 + . . .+Xn = W,

da das Gesamtvermögen ja gleich bleiben muss. Der Wert des Risikoaustausches
für Firma i wird gemessen durch

� [ui(Xi)].

Definition 2 Ein Risikoaustausch (X̃1, . . . , X̃n) heißt Pareto-optimal, falls es
nicht möglich ist, die Situation einer der Firmen zu verbessern, ohne dabei die
Situation von mindestens einer anderen Firma zu verschlechtern. Es gibt also
keinen Risikoaustausch (X1, . . . , Xn) mit

� [ui(Xi)] ≥ � [ui(X̃i)] für i = 1, . . . , n,

wobei mindestens eine dieser Ungleichungen strikt ist.

Wenn Firmen bereit sind, zu kooperieren, sollten sie also einen Pareto-optimalen
Risikoaustausch wählen.
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Die Pareto-optimalen Risikoaustausche bilden eine Familie mit n−1 Parametern.
Sie können auf folgende Weise bestimmt werden: Wähle k1 > 0, . . . , kn > 0 und
maximiere den Ausdruck

n∑

i=1

ki� [ui(Xi)], (5.21)

wobei das Maximum über alle Risikoaustausche (X1, . . . , Xn) zu nehmen ist.
Dieses Problem hat eine relativ explizite Lösung:

Satz 5: (Borch)
Ein Risikoaustausch (X̃1, . . . , X̃n) maximiert (5.21) genau dann wenn die
Zufallsvariablen kiu

′
i(X̃i) für i = 1, . . . , n ident sind.

Beweis: siehe Übungsaufgabe 23.

Auf diese Weise bekommt man für jede Wahl von k1 > 0, . . . , kn > 0 ein Pareto-
optimales Gleichgewicht. Umgekehrt erhält man bei risikoaversen Nutzenfunk-
tionen auf diese Weise jedes mögliche Pareto-optimale Gleichgewicht (siehe [12]).

Betrachten wir nun einen Markt mit n Firmen (jeweils mit Nutzenfunktion ui).
Aus obigem folgt, dass die Firmen sich einem Pareto-optimalen Risikoaustausch
unterziehen sollten. Eine Möglichkeit eines solchen Pareto-optimalen Austausches
basiert auf dem ökonomischen Gleichgewicht:

Nehmen wir an, dass auf dem Markt zufällige Zahlungen gehandelt werden. Der
Preis H(Y ) für eine solche Zahlung Y (die ja eine Zufallsvariable ist) wird be-
rechnet durch

H(Y ) = � [ΨY ]. (5.22)

Hier ist Ψ eine positive Zufallsvariable. Wir wollen vorerst annehmen, dass H(Y )
den Preis am Ende eines Jahres repräsentiert und die Zinsrate r = 0 beträgt. Der
Preis einer konstanten Zahlung muss demnach identisch dieser Konstante sein.
Daraus folgt aber � [Ψ] = 1. Der Preis kann dann in der Form

H(Y ) = � [Y ] + Cov (Y,Ψ) (5.23)

geschrieben werden; er ist also darstellbar als Erwartungswert der Zahlung plus
einer Korrektur, die die Marktbedingungen widerspiegelt. Eine andere Interpre-
tation ergibt sich aus

�Q[Y ] = � [ΨY ] für alle Y.

Demnach ist H(Y ) der Erwartungswert von Y bezüglich einem neuen Wahr-
scheinlichkeitsmaß Q. Ψ ist also die Radon-Nikodym-Ableitung des Q-Maßes
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bezüglich des ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsmaßes. Aus diesem Grund wird
Ψ auch Preisdichte genannt.

Firma i wird also eine zufällige Zahlung Yi kaufen wollen, um ihren erwarteten
Nutzen zu maximieren:

max � [ui(Wi + Yi −H(Yi))].

(Der Vermögensstand Wi der Firma i ist dabei selbst eine Zufallsvariable.)

Satz 6:
Eine Zahlung Ỹi löst das Problem

max � [ui(Wi + Yi −H(Yi))]

genau dann, wenn

u′i(Wi + Ỹi −H(Ỹi)) = Ψ� [u′i(Wi + Ỹi −H(Ỹi))]. (5.24)

Beweis: Siehe Übungsaufgabe 24.

Dieses optimale Ỹi ist eindeutig bis auf eine Konstante, somit ist Ỹi − H(Ỹi)
eindeutig. Dieser Ausdruck wird als Netto-Bedarf (engl. net demand) der Firma
i bezeichnet und ist also eine optimale Zahlung mit Preis 0.
Für ein gegebenes Ψ definieren wir den Überschussbedarf (engl. excess demand)

n∑

i=1

[Ỹi −H(Ỹi)]. (5.25)

Die Firmen können ihren jeweils erwarteten Nutzen nur dann gleichzeitig maxi-
mieren, wenn dieser Ausdruck gleich Null ist (die sog. market clearing condition).
Das führt zu folgender

Definition 3 Eine Preisdichte Ψ und die Zahlungen Ỹ1, . . . , Ỹn bilden ein Gleich-
gewicht, wenn (5.25) verschwindet und wenn (5.24) für i = 1, . . . , n erfüllt ist.

Ein Gleichgewicht induziert also einen Risikoaustausch (X̃1, . . . , X̃n) mit

X̃i = Wi + Ỹi −H(Ỹi) für i = 1, . . . , n.

Bedingung (5.24) besagt also, dass

u′i(X̃i) = Ψ� [u′i(X̃i)] für i = 1, . . . , n.
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Nach Satz 5 ist ein Risikoaustausch, der durch ein Gleichgewicht impliziert wird,
also Pareto-optimal (mit ki = 1/� [u′i(X̃i)]).
Die Umkehrung gilt in folgendem Sinne: Sei (W1, . . . ,Wn) bereits Pareto-optimal.
Dann bilden W1, . . . ,Wn und Ψ ein Marktgleichgewicht, wenn wir

Ψ =
u′i(Wi)

� [u′i(Wi)]

setzen. Darüberhinaus gilt dann wegen (5.24)

Ỹi −H(Ỹi) = 0 für i = 1, . . . , n.

Beispiel 3: Falls alle n Firmen exponentielle Nutzenfunktionen benutzen,
erhalten wir aus (5.24)

Ỹi = −Wi −
1

ai
ln Ψ + κi,

wobei κi eine Konstante ist. Der Nettobedarf der Firma i ist somit

Ỹi −H(Ỹi) = −Wi −
1

ai
ln Ψ + � [ΨWi] +

1

ai

� [Ψ lnΨ].

Im Gleichgewichtszustand muss die Summe über i verschwinden, also

0 = −W − 1

a
ln Ψ + κ,

wobei κ wieder eine Konstante ist. Wegen � [Ψ] = 1 folgt daraus

Ψ =
e−aW

� [e−aW ]
. (5.26)

5.9.2 Preisbestimmung von Derivaten

In einem Gleichgewicht ist der Preis einer Zahlung Y also durch H(Y ) mit (5.22)
gegeben, wobei Ψ die Gleichgewichts-Preisdichte bezeichnet. Die Zufallsvariable
Y ist typischerweise der Wert eines Assets oder eines Derivats am Ende einer
Periode. Unter bestimmten Bedingungen kann der Preis eines Derivats durch
den Preis des zugrundeliegenden Assets ausgedrückt werden:
Dafür nehmen wir an, dass die Zufallsvariable Ψ Lognormal-verteilt ist, d.h.

Ψ = eZ ,

wobei Z eine Normalverteilung hat, deren Varianz wir mit ν2 bezeichnen. Wegen

1 = � [Ψ] = exp
(
� [Z] +

1

2
ν2
)
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folgt � [Z] = −1
2
ν2.

Aus (5.26) sieht man, dass die Annahme eines lognormalverteilten Ψ im Falle
exponentieller Nutzenfunktionen der Annahme eines normalverteilten Gesamt-
vermögen W entspricht.

Wie in Abschnitt 5.6 modellieren wir den Wert eines Assets S (also z.B. einer
Aktie) am Ende der Periode durch eine lognormalverteilte Zufallsvariable:

S = S0e
R,

wobei S0 der beobachtete Preis des Assets zu Beginn der Periode ist und R ∼
N(µ, σ2). Weiters nehmen wir an, dass die gemeinsame Verteilung von (Z,R)
bivariat normal ist mit Korrelationskoeffizient ρ. Dann folgt für die MGF von R
bezüglich des Q-Maßes:

�Q[etR] = � [ΨetR] = � [eZ+tR] = exp
(
t(µ+ ρνσ) +

1

2
t2σ2

)
. (5.27)

Die Verteilung von R bezüglich Q ist immer noch normal, mit Varianz σ2 und
neuem Erwartungswert

µQ = µ+ ρνσ.

Für µQ lässt sich nun ein praktischerer Ausdruck finden: Wenn wir eine risikolose
Zinsate r ≥ 0 voraussetzen, so gilt (da S0 ja der Preis des Assets zu Beginn der
Periode ist)

S0 = e−rH(S) = e−r�Q[S] (5.28)

und es folgt

S0 = e−rS0�Q[eR] = e−rS0 exp
(
µQ +

1

2
σ2
)
,

bzw. µQ = r − σ2

2
. (5.29)

Für den Preis eines Derivats, dessen Wert am Ende der Periode durch eine Funk-
tion f(S) gegeben ist, folgt dann

V0 = e−rH(f(S)) = e−r�Q[f(S0e
R)],

wobei R normalverteilt ist mit Erwartungswert (5.29) und Varianz σ2.
Für Periodenlänge T gilt alles analog, indem wir jetzt µ durch µT , σ2 durch σ2T
und r durch rT ersetzen. Für eine europäische Call-Option mit f(S) = (ST −K)+

ergibt sich daraus wieder die Black-Scholes-Formel (5.19).

Mit dieser Methode kann man auch Preise von Derivaten in allgemeineren Situa-
tionen bestimmen, beispielsweise falls die Derivate von mehreren Assets abhängen
oder falls S eine lineare Funktion von W ist:
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Beispiel 4: In der Situation von Beispiel 3 nehme man S = qW an. Dann
gilt

�Q[S] =
� [Se−aW ]

� [e−aW ]
=
� [Se−αS]

� [e−αS]
(5.30)

mit α = a/q. Nach (5.28) ist α durch die Bedingung

� [Se−αS]

� [e−αS]
= erS0 (5.31)

bestimmt. Der Preis eines Derivats mit Payoff f(S) ergibt sich demnach zu

V0 = e−r�Q[f(S)] = e−r � [f(S)e−αS]

� [e−αS]
(5.32)

Dies ist die sog. Esscher-Methode nach Bühlmann.
Mit (5.31) ergibt sich aus (5.32) weiters

V0 = S0
� [f(S)e−αS]

� [Se−αS]
(5.33)
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5.11 Übungsaufgaben

1. (a) Was ist der Unterschied zwischen dem Einnehmen einer long position in
einem Forward-Vertrag mit Forward-Preis 50 e und dem Einnehmen einer
long position in einer Call-Option mit Ausübungspreis 50 e ?

(b) Ein Spekulant würde gern vom (subjektiv erwarteten) Anstieg einer
bestimmten Aktie profitieren. Der derzeitige Aktienkurs beträgt 29e und
eine europäische Call-Option (T=3 Monate, K=30e ) kostet 2.90 e . Dem
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Spekulanten stehen 5800e zum Investieren zur Verfügung. Man identi-
fiziere zwei alternative Strategien - eine mit Investition in die Aktie, die
andere mit Investition in die Option. Was sind jeweils die potenziellen
Gewinne bzw. Verluste?

2. (a) Eine Firma weiß, dass sie in 4 Monaten eine gewisse Geldmenge in einer
ausländischen Währung erhalten wird. Mit welchem (i) Forward-Vertrag
bzw. (ii) Optionsvertrag kann man diese Transaktion hedgen? Was ist der
Unterschied zwischen (i) und (ii)?

(b) Der Goldpreis sei derzeit 500e pro Unze und der Forward-Preis für
Goldkauf in einem Jahr sei 700e pro Unze. Wie kann man damit risiko-
losen Profit (Arbitrage) machen, wenn man Geld mit einer Verzinsung von
10%p.a. borgen kann? (Man nehme an, dass das Lagern von Gold nichts
kostet.)

3. (a) Beschreibe den Payoff des folgenden Portfolios: eine long position in
einem Forward-Vertrag auf ein Asset und eine long position in einer eu-
ropäischen Put-Option mit jeweils gleicher Fälligkeit T ; der Ausübungspreis
K der Option sei gleich dem Forward-Preis des Assets zum Zeitpunkt 0.

(b) Überprüfe die Richtigkeit folgender Aussage:
“Eine long position in einem Forward-Vertrag ist äquivalent mit einer long
position in einer europäischen Call-Option und einer short position in einer
europäischen Put-Option.”

4. Man löse die Übungsaufgabe von Seite 91.

5. Man beweise (5.5),(5.6),(5.7) und (5.8) aus Abschnitt 5.3.2.

6. (a) Bestimme eine untere Schranke für eine Call-Option auf eine Aktie, die
keine Dividenden zahlt, mit T = 4 Monaten und K = 25e , wenn die
risikolose Zinsrate 8% p.a. und S0 = 28e beträgt.

(b) Der Preis einer amerikanischen Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden zahlt, sei 4e . Dabei sei der Aktienpreis S0 = 31e , K =30e ,
die risikolose Zinsrate gleich 8% p.a. und T = 3 Monate. Man bestimme
obere und untere Schranken für den Preis eines amerikanischen Puts mit
den gleichen Parametern.

7. Seien C1, C2 und C3 die Preise von europäischen Call-Optionen mit Ausübung-
spreisen K1, K2 bzw. K3, wobei K3 > K2 > K1 und K3 −K2 = K2 −K1.
Man zeige

C2 ≤ 0.5(C1 + C3),

falls alle Optionen den gleichen Ausübungszeitpunkt T besitzen.
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8. Der Preis einer europäischen Call-Option mit T = 6 Monaten und K =
30e sei 2e und es gelte S0 = 29e sowie eine risikolose Zinsrate von 8%
p.a. Wieviel kostet eine europäische Put-Option mit T = 6 Monaten und
K = 30e , wenn eine Dividende von 0.5e in 2 und in 5 Monaten erwartet
wird?

9. Drei europäische Put-Optionen auf eine Aktie haben gleiches Ausübungs-
datum T und Ausübungspreise 55e , 60e bzw. 65e . Ihr Preis am Markt
ist 3e , 5e bzw. 8e . Wie kann man aus diesen einen Butterfly-Spread
erzeugen? Man gebe eine Tabelle mit dem Gewinnverlauf bei solch einer
Handelsstrategie. In welchem Bereich muss ST liegen, damit der Butterfly-
Spread zum Verlust führt?

10. (a) Man zeige mittels Put-Call-Parität, dass die Kosten für das Erstellen
eines Butterfly-Spreads mit europäischen Puts und eines solchen mit eu-
ropäischen Calls gleich groß sind!

(b) Wie kann ein Forward-Vertrag auf eine Aktie mit vereinbartem Preis
und Verkaufsdatum durch Optionen repliziert werden?

11. Betrachte folgendes Modell mit � = {0, 1} und 2 Zuständen am Ende der
Periode: Zur Zeit T = 0 sei der Preis von Weizen mit 70 e gegeben und
es sei bekannt, dass der Wert bis zur Zeit T = 1 auf 120 e oder auf 80
e steigt. Der effektive Zinssatz für ein Barkonto innerhalb der Periode sei
r > 0. Berechne den Wert V0 einer europäischen Call Option zum Zeitpunkt
T = 0 mit Ausübungspreis K = 100 e auf 3 verschiedene Arten:

a) durch Konstruktion einer Hedging-Strategie.

b) durch Konstruktion eines risikoneutralen Maßes.

c) durch Berechnung der Zustandspreise.

12. Berechne den Preis V0 einer europäischen Call-Option im CRR-Modell (siehe
Abschnitt 5.5.2) mit T = 3, r = 0, K = 110e und S0 = 100e unter der
Annahme, dass der Aktienpreis an jedem Handelstag um 20% steigt oder
fällt. Berechne weiters die Hedging-Strategie. Wie kann man einen risiko-
losen Profit von 1.000.000e erzielen, wenn die Option zu einem Preis von
V0 + 5e gehandelt wird?

13. Der derzeitige Preis einer Aktie sei 100e . Für jeden der beiden folgenden
halbjährigen Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% fällt. Die risikolose Zinsrate sei 8% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der (heutige) Wert einer europäischen Call-Option mit T = 1
Jahr und K = 100?
b) Was ist der (heutige) Wert einer europäischen Put-Option mit T = 1
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Jahr und K = 100?
c) Man überprüfe die Gültigkeit der Call-Put-Parität.

14. Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50e und es sei bekannt, dass er in 2
Monaten entweder 53e oder 48e sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 10%
p.a. (stetige Verzinsung). Man verwende No-Arbitrage-Argumente, um den
Preis einer europäischen Call-Option mit T = 2 Monaten und K = 49 zu
bestimmen. Was ist der faire Preis für eine europäische Put-Option mit
den gleichen Parametern?

15. Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50e und es sei bekannt, dass er in 6
Monaten entweder 60e oder 42e sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 12%
p.a. (stetige Verzinsung). Man berechne den Preis einer europäischen Call-
Option mit T = 6 Monaten und K = 48 zu bestimmen und verifiziere, dass
No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneutralen
Maßes die gleichen Antworten liefern.

16. Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40e und es sei bekannt, dass er in 3
Monaten entweder 45e oder 35e sein wird. Der risikolose Zinssatz sei
8% p.a. (vierteljährliche Verzinsung). Man berechne den Preis einer eu-
ropäischen Call-Option mit T = 3 Monaten und K = 40 und verifiziere,
dass No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneu-
tralen Maßes die gleichen Antworten liefern.

17. Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40e . Für jede der beiden folgenden
3-Monats-Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% fällt. Die risikolose Zinsrate sei 12% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der Preis einer europäischen Call-Option mit T = 6 Monaten
und K = 42?
b) Was ist der Preis einer amerikanischen Put-Option mit T = 6 Monaten
und K = 42?

18. Der derzeitige Preis S0 einer Aktie sei 25e und es sei bekannt, dass er
in T = 2 Monaten entweder ST = 23e oder ST = 27e sein wird. Die
risikolose Zinsrate sei 10% p.a. (stetige Verzinsung). Was ist der faire Preis
eines Derivats, das zum Zeitpunkt T einen Payoff von S2

T liefert?

19. Man löse die Übungsaufgabe (2) von Seite 107.

20. Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Vo-
latilität σ = 0.30 modelliert und der derzeitige Preis sei S0 = 50e .
Man berechne den Preis einer europäischen Put-Option (T = 3 Monate,
K = 50e ), wenn die risikolose Zinsrate 10% p.a. beträgt (stetige Ver-
zinsung)! Wie kann man daraus den Preis einer europäischen Call-Option
berechnen?



118 Kapitel 5. Optionspreistheorie

21. Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit einer
Volatilität von 30% pro Jahr modelliert und der derzeitige Preis sei S0 =
69e . Man berechne den Preis einer europäischen Put-Option (T = 3
Monate, K = 70e ), wenn die risikolose Zinsrate 5% p.a. ist (stetige
Verzinsung)!

22. Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Vo-
latilität σ = 0.35 und einem erwarteten jährlichen Return von 16% model-
liert und der derzeitige Preis sei S0 = 69e .
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine

(a) europäische Call-Option

(b) europäische Put-Option

auf die Aktie mit K = 40e und T = 6 Monaten ausgeübt werden wird?
Man berechne weiters die Preise der beiden Optionen, wenn der risikolose
Zinssatz 5% p.a. beträgt!

23. Man beweise Satz 5 von Seite 110.

24. Man beweise Satz 6 von Seite 111.
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Simulationstechniken

In diesem Kapitel wollen wir einige Simulationstechniken, die in der Versicherungs-
und Finanzmathematik verwendet werden, behandeln.

6.1 Die Monte Carlo Methode

6.1.1 Allgemeines

Sei Z eine Zufallsvariable, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, µ),
und nehmen wir an, wir wollen

z = � [Z] =

∫

Ω

Z dµ (6.1)

in einer Situation berechnen, in der z nicht analytisch bestimmbar ist, aber Z
simuliert werden kann. Für gegebene (Ω, µ) und Z reduziert sich dieses Problem
auf die Berechnung von

I(f) =

∫

Is

f(x) dx, (6.2)

wobei f eine Funktion auf dem s-dimensionalen Einheitsintervall Is = [0, 1]s ist.
Es handelt sich also um das Problem einer numerischen Integration.

Die grundlegende Idee der Monte Carlo (MC) Methode besteht nun darin, N
zufällige unabhängige Integrationspunkte x1, . . . ,xN in Is zu wählen (gemäß der
Gleichverteilung in [0, 1]s) und (6.2) durch das arithmetische Mittel

IN(f) =
1

N

N∑

n=1

f(xn) (6.3)

zu approximieren. Nach dem starken Gesetz der großen Zahlen gilt IN(f) → I(f)
für N → ∞ mit Wahrscheinlichkeit 1.

119
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Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann der Fehler der Approximation

IN − I =
1

N

N∑

n=1

f(xn) − � [f ]

näherungsweise durch eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
0 und Varianz σ2/N beschrieben werden, wobei σ2 =

∫
Is(f(x) − I)2 dx. De-

mentsprechend liefern Monte Carlo Schätzer eine probabilistische Fehlerschranke
O(N−1/2). Man beachte, dass diese Schranke (im Gegensatz zu klassischen nu-
merischen Integrationsmethoden) nicht von der Dimension s abhängt!

In praktischen Implementationen werden die Zufallsvektoren x1, . . . ,xN durch
einen deterministischen Algorithmus generiert, von dem man hofft, dass er die
Gleichverteilung möglichst gut “imitiert”. Diese Imitationen werden Pseudo-
Zufallszahlen genannt und ihre Güte kann durch statistische Tests untersucht
werden.

6.1.2 Anwendungen in der Risikotheorie

In der Risikotheorie kann man mit der Monte Carlo Methode beispielsweise Ruin-
wahrscheinlichkeiten mit endlichem Zeithorizont z = ψ(u, T ) simulieren, indem
man den Risikoprozess {Rt} bis zur Zeit T (bzw. min(T, τ(u))) simuliert und Z
als den Indikator wählt, dass Ruin aufgetreten ist:

Z = I
(

inf
0≤t≤T

Rt < 0
)

= I(τ(u) ≤ T ).

Es werden als N unabhängige Stichproben Z1, . . . , ZN simuliert und z = ψ(u, T )
wird durch den empirischen Mittelwert

z̄ =
Z1 + . . .+ ZN

N

geschätzt. Die Varianz von Z wird dann durch die empirische Varianz

s2 =
1

N

N∑

i=1

(Zi − z̄)2 =
1

N

N∑

i=1

Z2
i − z̄2

geschätzt und nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
√
N(z − z̄)

d→ N(0, σ2
Z),

wobei σ2
Z = Var(Z). Somit ist

z̄ ± 1.96s√
N

ein asymptotisches 95%-Konfidenzintervall für z und in dieser Form wird ein Si-
mulationsresultat typischerweise angegeben.
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Die hier dargestellte einfachste Form der MC-Simulation wird auch Crude Monte
Carlo (CMC) Methode genannt, da sie auf vielfache Weise verbessert werden
kann:

6.1.2.1 Varianzreduktionstechniken

Um die Varianz des CMC-Schätzers Z von z zu reduzieren, versucht man bei-
spielsweise eine andere Zufallsvariable Z ′ zu finden, sodass � [Z ′] = � [Z] = z,
jedoch (hoffentlich) Var(Z ′) < Var(Z). Dies ist ein klassisches Problem in der Si-
mulationstechnik und im allgemeinen ist es sehr aufwendig. Es muss also Var(Z ′)
schon bedeutend kleiner sein als Var(Z), damit sich Varianzreduktionsmethoden
lohnen (falls beispielsweise Var(Z ′) = Var(Z)/2 gilt, dann kann man durch Ver-
doppeln der Simulationsläufe N auf 2N mit der CMC-Methode die gleiche Ge-
nauigkeit erreichen wie für N -malige Simulation von Z ′ und in den meisten Fällen
ist solch eine geringe Erhöhung der Simulationsläufe unproblematisch).

Wir werden nun zwei Methoden untersuchen, die zum Studium von Ruinwahr-
scheinlichkeiten geeignet sind:

Bedingtes Monte Carlo: Sei Z ein CMC-Schätzer und Y eine andere Zufalls-
variable, die zur gleichen Zeit wie Z erzeugt wird. Dann gilt für Z ′ = � [Z|Y ],
dass � [Z ′] = � [Z] = z, also kommt Z ′ für einen Monte Carlo Schätzer von z in
Frage. Wegen

Var(Z) = Var(� [Z|Y ]) + � [Var(Z|Y )]

folgt

Var[Z ′] ≤ Var[Z],

sodass die bedingte Monte Carlo Methode immer zu einer Varianzreduktion führt.

Importance Sampling: Hier ist die Idee, z = � [Z] durch Simulation bezüglich
eines Wahrscheinlichkeitsmaßes Q zu bestimmen, wobeiQ ein zum ursprünglichen
Wahrscheinlichkeitsmaß P äquivalentes Maß ist (d.h. die jeweiligen Nullmengen
sind identisch). Dann existiert eine Zufallsvariable L, sodass

z = � [Z] = �Q[LZ].

L = dP
dQ

ist die Radon-Nikodym-Dichte von Q bzgl. P und wird als likelihood
ratio bezeichnet.
Man generiert nun mit der CMC-Methode (Z1, L1), . . . , (ZN , LN) von Q und ver-
wendet den Schätzer

z̄IS =
1

N

N∑

i=1

LiZi
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sowie das Konfidenzintervall

z̄IS ± 1.96sIS√
N

,

wobei

s2
IS =

1

N

N∑

i=1

(LiZi − z̄IS)2 =
1

N

N∑

i=1

L2
iZ

2
i − z̄2

IS.

Dabei hängt es von der Wahl von Q ab, ob Varianzreduktion erreicht wird oder
nicht. Das Problem ist also, ein effizientes Q zu finden:

Es gibt ein optimales Q, definiert durch dQ
dP

= Z/� [Z] = Z/z, d.h. L = z/Z (das
Ereignis {Z=0} ist irrelevant wegen Q(Z=0)=0). Dann gilt nämlich

VarQ(LZ) = �Q(LZ)2 −
(
�Q(LZ)

)2
= �Q

[ z2

Z2
Z2
]
− �Q

[ z
Z
Z
]2

= z2 − z2 = 0.

Es scheint also, als hätten wir einen Schätzer mit Varianz 0 erzeugt. Jedoch
ist z nicht analytisch verfügbar (wir wollen es ja simulieren!), also können wir
L = Z/z nicht berechnen (außerdem kann es oft unmöglich sein, Q in einer Form
auszudrücken, die es ermöglicht, von Q zu simulieren).
Jedoch bekommt man durch obiges Ergebnis eine Suchhilfe für Q: Versuche Q so
zu wählen, dass dQ

dP
“möglichst proportional” zu Z ist. Dies wird i.a. schwierig

sein, jedoch kann man beispielsweise versuchen, Q so zu wählen, dass größere
Werte von Z wahrscheinlicher werden.

6.1.2.2 Simulation seltener Ereignisse

Oft sind Schätzungen von kleinen Werten z =
�

(A) gesucht (z.B. von der Ord-
nung 10−3 oder kleiner); d.h. Z = I(A) und A ist ein seltenes Ereignis. Ein
Beispiel sind Ruinwahrscheinlichkeiten (A = {τ(u) ≤ T} oder A = {τ(u) <∞}),
die typischerweise, vor allem für große u, recht klein sind.
Die CMC-Methode führt auf eine Varianz von σ2

Z = z(1− z), was gegen 0 strebt
für z → 0. Jedoch ist die relative Genauigkeit schlecht:

σZ

z
=

√
z(1 − z)

z
∼ 1√

z
→ ∞.

Anders ausgedrückt: ein Konfidenzintervall der Breite 10−4 mag klein aussehen,
wenn jedoch der Schätzer z̄ selbst von der Größenordnung 10−5 ist, ist dieses
Konfidenzintervall wertlos. Dies lässt sich auch an der Stichprobengröße N illus-
trieren, die benötigt wird, um eine vorgegebene relative Breite (z.B. 10%) des
Konfidenzintervalls zu erreichen: Aus 1.96σZ/(z

√
N) = 0.1 folgt

N =
100 · 1.962z(1 − z)

z2
∼ 100 · 1.962

z
.

Für kleines z muss also N sehr groß sein.
Eine Möglichkeit, dieses Problem zu lösen, ist Importance-Sampling.
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6.1.3 Quasi-Monte Carlo Methoden

Quasi-Monte Carlo Methoden werden oft als deterministische Versionen von MC-
Methoden bezeichnet. Anstatt von zufällig verteilten Punkten in [0, 1]s werden
zur Berechnung von (6.2) deterministische Punktfolgen verwendet, von denen
man weiß, dass sie “gut” gleichverteilt sind. Ein Maß dafür, wie gut eine Folge
von Punkten {xn}N

n=1 in Is verteilt ist, ist die sogenannte Stern-Diskrepanz

D∗
N(x1, . . . ,xN ) = sup

α∈[0,1]s

∣∣∣
1

N

N∑

n=1

1[0,α)(xn) − α1 · . . . · αs

∣∣∣.

Hierbei ist [0, α) = [0, α1)× . . .)× [0, αs) und 1A ist die charakteristische Funktion
der Menge A. Eine Folge ω = {xn}∞n=1 heißt gleichverteilt, wenn

lim
N→∞

D∗
N(ω) = 0.

In der Theorie der Gleichverteilung wird bewiesen, dass für den Schätzer (6.3)
mit einer gleichverteilten Folge ω = {xn}∞n=1 gilt, dass IN → I für N → ∞. Eine
obere Schranke für die Approximation mit N Punkten wird durch die berühmte
Koksma-Hlawka-Ungleichung gegeben:

∣∣∣I − 1

N

N∑

n=1

f(xn)
∣∣∣ ≤ V (f)D∗

N(ω), (6.4)

wobei V (f) die Variation der Funktion angibt, die als endlich vorausgesetzt wird.
Je kleiner die Diskrepanz der Folge ist, desto kleiner ist also der Approximations-
fehler.

Die Sterndiskrepanz der besten gleichverteilten Folgen hat asymptotische Ord-
nung O((logN)s/N). Solche Folgen werden als Folgen kleiner Diskrepanz bezeich-
net. Wegen (6.4) gilt also bei Verwendung solcher Folgen für den Approximations-
fehler O((logN)s/N). Im Gegensatz zur MC-Methode ist diese Fehlerschranke
zwar von s abhängig, aber sie ist deterministisch!

6.1.3.1 Folgen kleiner Diskrepanz

Einfache Beispiele von Folgen kleiner Diskrepanz sind z.B.

Van der Corput- und Halton-Folgen:
Man wählt eine ganze Zahl b ≥ 2. Das n−te Folgenglied xn der Van der
Corput-Folge zur Basis b ergibt sich dann aus der eindeutigen Ziffernentwick-
lung n =

∑∞
j=0 aj(n)bj (wobei aj(n) ∈ {0, . . . , b−1}), indem wir diese Ziffern am

Dezimalpunkt spiegeln, d.h. wir erhalten

φb(n) =

∞∑

j=0

aj(n)b−j−1.
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Nun wählen wir xn = φb(n) für alle n ≥ 0.

Diese Konstruktion kann man nun leicht auf s > 1 Dimensionen erweitern, indem
man s ganze Zahlen b1, . . . , bs ≥ 2 wählt, die relativ prim sind. Dann erhält man
die Halton-Folge in den Basen b1, . . . , bs durch

xn = (φb1(n), . . . , φbs(n)) ∈ Is für alle n ≥ 0.

Die sog. netzartigen Folgen haben noch kleinere Diskrepanz. Dabei ist ein
(t,m, s)-Netz zur Basis b definiert als Punktmenge P von N = bm Punkten in
[0, 1]s, sodass in jedem Elementarintervall vom Typ

E =

s∏

i=1

[aib
−di , (ai + 1)b−di), ai, di ∈ �, di ≥ 0, 0 ≤ ai < bdi , 1 ≤ i ≤ s,

für das vol(E) = bt−m gilt, genau bt Punkte von P liegen. Dementsprechend
heißt eine Folge x0,x1, . . . von Punkten in Is eine (t, s)-Folge in Basis b, wenn für
alle k ≥ 0 und m > t die Punktmenge Pk,m = {xn : kbm ≤ n < (k + 1)bm} ein
(t,m, s)-Netz ist.

Beispielsweise ist die van der Corput-Folge in Basis b eine (0, 1)-Folge in Basis b.
(t, s)-Folgen in Basis 2 nennt man Sobol-Folgen. Sie werden häufig bei der
Lösung von finanzmathematischen Problemen eingesetzt (siehe Abschnitt 6.1.5).

Abbildungen 12-14 geben einen visuellen Vergleich der Verteilung der ersten 1000
Punkte einer zweidimensionalen Folge mit Pseudo-Zufallszahlen, einer Halton-
folge (mit Basen 2 und 3) sowie einer Sobolfolge.
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Abb. 12: Pseudozufallszahlenfolge in [0, 1]2 (N=1000)
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Abb. 13: Haltonfolge mit b1 = 2, b2 = 3 (N=1000)
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Abb. 14: Sobolfolge (N=1000)

6.1.4 Ein Beispiel mit asiatischen Optionen

Nun wollen wir MC- und QMC-Algorithmen anwenden, um den Preis einer asiati-
schen Preis-Option vom europäischen Typ zu bestimmen, deren Payoff vom arith-
metischen Mittel der Aktienpreise abhängt. Der Aktienpreis sei wieder durch eine
geometrische Brown’sche Bewegung dS

S
= µ dt+σdWt modelliert (siehe Abschnitt

5.6). Wir diskretisieren diesen Prozess:

St+∆t = St + µSt∆t+ σSt

√
∆tZ, (6.5)

wobei Z ∼ N(0, 1). Für eine endliche Folge von Aktienpreisen S0, S1, . . . , Sk ist
die Payoff-Funktion dieser Option dann gegeben durch

CT (S0, S1, . . . , Sk) =
( 1

k + 1

k∑

i=0

Si −K
)+

, (6.6)

wobei K der Ausübungspreis ist und ∆t = T
k
. Der Preis der Option zum Zeit-
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punkt t = 0 ist dann gegeben durch

C0 = � [e−rTCT (S0, S1, . . . , Sk)] (6.7)

mit µ = r, wobei S0, der Aktienpreis zum Zeitpunkt 0, bekannt ist.

(6.7) kann nun mittels MC- (bzw. QMC)-Methoden geschätzt werden, indem man
N Simulationsläufe für den Aktienpreisverlauf wj = (Sj

1, . . . , S
j
k), (j = 1, . . . , N)

durchführt und jeweils (6.6) auswertet. Schließlich erhält man den Schätzwert

C0 ≈
1

N

N∑

j=1

e−rTCT (wj).

Beispiel: Abbildung 15 zeigt den simulierten Preis C0 für die asiatische Option
mit K = 35, r = 0.1, S0 = 40, σ = 0.4, T = 0.2, k = 30 in Abhängigkeit von der
Anzahl N der Simulationsläufe unter Verwendung einer Pseudo-Zufallsfolge und
einer Haltonfolge (b1 = 2, b2 = 3). Der exakte Wert C0 = 5.42 (horizontale Linie)
wurde mit einer MC-Methode mit N = 107 Simulationsläufen geschätzt. Wie aus
der Abbildung ersichtlich, liefert die Halton-Folge für große N gute Ergebnisse.
Das Verhalten für kleinere N kann beispielweise durch Permutation der Halton-
Folgenelemente verbessert werden.
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Abbildung 15
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6.1.5 Ein Beispiel mit Zinsraten-Derivaten

Das folgende Beispiel soll illustrieren, wie Quasi-Monte Carlo Algorithmen in der
Finanzmathematik effizient eingesetzt werden können:

Wir betrachten eine sog. Mortgage-backed Security (MBS), die entsteht, wenn
sich eine finanzielle Institution entscheidet, einen Teil ihres Hypothekenportfo-
lios an Investoren zu verkaufen. Die Hypotheken kommen in einen Pool und die
Investoren kaufen Anteile (die MBS) aus diesem Pool. Wenn also ein Investor
mit x% am Pool beteiligt ist, so erhält er x% des zurückgezahlten Grundkapitals
sowie x% der Zinszahlungen von den Hypotheken an den Pool. Die Investoren
sind dabei gegen einen Ausfall geschützt, da die Hypotheken durch staatliche
Organisationen garantiert sind. Die Hypotheken im MBS-Pool haben Voraus-
zahlungsprivilegien, die für einen Haushalt sehr wertvoll sind (z.B. Hypothek auf
25 Jahre, kann aber jederzeit zum Nominalwert vorzeitig zurückbezahlt werden
(bzw. Teile davon); dies wird z.B. geschehen, wenn die Zinsraten sinken oder
wenn das entsprechende Haus verkauft wird). Für den Haushalt ist ein MBS
also eine Option vom amerikanischen Typ mit T = 25 Jahren. Die Vorauszah-
lungsfunktion, die den Erwartungswert der Vorauszahlung zum Zeitpunkt t (in
Abhängigkeit z.B. der Zinsrate) angibt, ist also für die Bewertung der MBS wich-
tig.

Bei einer collateralized mortgage obligation (CMO) werden die Investoren in ver-
schiedene Klassen (engl. tranches) geteilt und es gibt vorab definierte Regeln, wie
etwaige Nominalwert-Rückzahlungen aufgeteilt werden (z.B. alle Nominalwert-
Rückzahlungen betreffen Investoren in Klasse A, bis diese komplett ausbezahlt
sind, dann erst B usw. - Klasse A hat hier das größte Vorauszahlrisiko).

Um den Wert einer CMO zu ermitteln, wollen wir den Erwartungswert der
Summe der Barwerte der zukünftigen Zahlungen für jede der Klassen schätzen.
Dazu verwenden wir ein Modell von Paskov und Traub:

Ein Hypothekenpool habe Fälligkeitsdauer T = 30 Jahre und monatliche Zahlun-
gen C (also 360 Zahlungen insgesamt) und die CMO sei in 10 Klassen unterteilt.
Sei ij die monatliche Zinsrate im Monat j (j = 1, . . . , 360) und wj der Voraus-
zahlungsprozentsatz im Monat j sowie a360−j+1 der Barwert der verbleibenden
monatlichen Zahlungen nach Monat j (bzgl. dem Anfangszinssatz i0), d.h.

aj = 1 + v0 + . . .+ vj−1
0 mit v0 =

1

1 + i0
.

Hier sind C und aj Konstanten und ij und wj stochastische Variablen. Nun
werden die Zinsraten in der Form

ij = K0e
ξj ij−1 = Kj

0i0e
ξ1+...+ξj
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modelliert, wobei {ξj}360
j=1 unabhängige normalverteilte Zufallsvariablen sind mit

� [ξj] = 0 und Var(ξj) = σ2 (K0 . . . Konstante). Sei weiters wj (in Abhängigkeit
von ij) modelliert durch

wj = wj(ξ1, . . . , ξj) = K1 +K2 arctan (K3ij +K4)

= K1 +K2 arctan (K3K
j
0i0e

ξ1+...+ξj +K4),

wobei K1, . . . , K4 wieder Konstanten sind.
Dann ist die Zahlung in den Hypothekenpool im Monat j (j = 1, . . . , 360) gegeben
durch

Mj = Mj(ξ1, . . . , ξj) = C(1 − w1(ξ1)) · · · (1 − wj−1(ξ1, . . . , ξj−1)) ·
·
[
1 + wj(ξ1, . . . , ξj)(a360−j+1 − 1)

]
.

Diese Zahlung wird entsprechend den Regeln des CMO’s auf die verschiedenen
Klassen aufgeteilt. Sei Gj;T (ξ1, . . . , ξj) der Anteil der Zahlung Mj für Monat j,
der in die Klasse T geleitet wird. Diese Funktion hat eine sehr komplexe Gestalt
(es ist aber auf jeden Fall eine stetige Funktion). Für den Barwert der Zahlung
des Monats j an Klasse T benötigen wir den Diskontierungsfaktor

uj(ξ1, . . . , ξj−1) = v0v1(ξ1) · · · vj−1(ξ1, . . . , ξj−1)

mit

vk(ξ1, . . . , ξk) =
1

1 +Kk
0 i0e

ξ1+...+ξk
, (k = 1, . . . , 359).

Der Barwert PVT der Klasse T ergibt sich aus der Summe der Barwerte der
einzelnen Monatszahlungen zu

PVT (ξ1, . . . , ξ360) =
360∑

j=1

Gj;T (ξ1, . . . , ξj)uj(ξ1, . . . , ξj−1).

Der Erwartungswert dieses Barwerts ergibt sich dann nach einer Variablentrans-
formation zu

� [PVT ] =

∫

[0,1]360
PVT (y1(x1), . . . , y360(x360))dx1 · · · dx360,

wobei yj = yj(xj) implizit gegeben ist durch

xj =
1√
2πσ

∫ yi

−∞
e−t2/2σdt.

Das Problem hat sich also reduziert auf die Berechnung von 10 (= die Anzahl
der Klassen) multivariate Integrationen auf dem 360-dimensionalen Einheitsin-
tervall, das nun numerisch berechnet wird. Nach dem Generieren eines Punktes
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x1, . . . , x360 muss dann y1, . . . , y360 für jedes j als das entsprechende Quantil der
Normalverteilung berechnet werden (j = 1, . . . , 360).

Wie in der Arbeit von Paskov [23] ausführlich dokumentiert, konvergiert das nu-
merische Lösungsverfahren für dieses Integral mit Quasi-Monte Carlo Verfahren
(v.a. unter Verwendung der Sobol-Folgen) 3-5 mal schneller als das entsprechende
Monte Carlo Verfahren. Da Zeit auf den Finanzmärkten sprichwörtlich Geld ist,
sind aus diesem Grund in verschiedensten finanzmathematischen Anwendungen
Quasi-Monte Carlo Verfahren von großem Interesse.

6.2 Literatur

• J. Hull: “Options, Futures and other Derivatives” [18]

• S. Asmussen: “Ruin Probabilities” [3]
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AA
Symbolic Computation

A.1 RANDinsure

A.1.1 Einführung in RANDinsure

Das Paket RANDinsure wird in Maple V5 mit

> read "rand2";

geladen. Die hier aufgerufene Datei RANDinsure ist ein ASCII-File und kann mit
jedem Text-Editor bearbeitet werden.

Im folgenden stellen wir dieses Paket vor. Die Wahrscheinlichkeit px, dass ein
x-Jähriger das Alter x + 1 erlebt, ist durch p (x) festgelegt, und qx ist durch
q (x) gegeben. Weiters bezeichnet tp (t,x) die Wahrscheinlichkeit tpx, dass ein
x-Jähriger mindestens noch t Jahre lebt.

Die vorschüssige, sofort beginnende, lebenslängliche Leibrente äx wird in diesem
Programm durch a v(x):=N (x)/D (x) definiert und liefert

> a v(x); ∑w−x
t=0 L (x+ t)v(x+t)

L (x)vx
.

Dabei bezeichnet L (x) die Anzahl der Lebenden lx mit Alter x. Für numerische
Berechnung wird eine vordefinierte Sterbetafel verwendet, die auf der Gesamt-
bevölkerung Österreichs von 2000-2002 beruht. Dabei ist in RANDinsure das
Schlußalter ω mit 100 Jahren festgelegt. Weiters sind durch D (x) die diskon-
tierten Lebenden Dx gegeben. Analog sind die weiteren Kommutationswerte Nx,
Cx, Mx, Sx und Rx festgelegt.

Durch

> SimplifySum(%);
w−x∑

t=0

L (x+ t)vt

L (x)
.

wird das obige Ergebnis vereinfacht.
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Bei Verwendung von RANDinsure sollte man auf die Verwendung von r und t ver-
zichten, da diese in etlichen Prozeduren als Summationsindizes verwendet werden,
und daher im Ergebnis dieser Prozeduren aufscheinen. Auch sollte man die Va-
riablen a, b bzw. v vermeiden, weil diese für die Darstellung einer unterjährigen
Leibrente bzw. als Bezeichnung für den Abzinsungsfaktor verwendet werden.
Das Abschlußalter ω wird mit w bezeichnet.
Bei unterjährigen Versicherungsformen wird die Variable m verwendet, d.h. ein
Jahr wird in m Zeitintervalle eingeteilt.
Bei Prozeduren, die Versicherungen auf ein Leben bearbeiten, sollte man x als
Bezeichnung für das Alter verwenden, etwa SumKomb(A (x),2,4).
Bei Berechnungen von Barwerten auf mehrere Leben kann die obere Summa-
tionsgrenze die Form w − x haben. Dabei ist x nur als symbolischer Platzhalter
anzusehen. Die Summation hiebei erfolgt nur solange, bis die erste der beteiligten
Personen das Schlußalter w erreicht.
Nach dieser kurzen Erklärung der Funktionsweise von RANDinsure werden im
folgenden die verschiedenen Funktionen zusammengefaßt:

A (x) lebenslängliche Todesfallversicherung Ax

A1 (x,n) temporäre Todesfallversicherung A1
xn

A 1(x,n) Erlebensfallversicherung A 1
xn

A1 (x,n)+A 1(x,n) gemischte Versicherung Axn

D (x+n)/D (x)*A (x+n) um n Jahre aufgeschobene, lebenslängliche

Todesfallversicherung n|Ax

a v temp(x,n) vorschüssige, n Jahre dauernde

Leibrente äxn

a (x) nachschüssige, lebenslängliche Leibrente ax

a v(x,n) vorschüssige, n Jahre aufgeschobene, lebens-

längliche Leibrente n|äx

a (x)-a (x+n)*tp (n,x)*v^n nachschüssige, n Jahre dauernde

Leibrente axn

Steigende, lebenslängliche Leibrenten

In diesem Fall spricht man auch von Leibrenten vom Typ standard increasing.
Bei dieser Art von Versicherung kommt jedes Jahr eine neue Leibrente in der
Höhe von 1 hinzu.

RANDinsure:
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Hier steht die Prozedur I zur Verfügung, für die man die vorschüssige, lebens-
längliche a v, die nachschüssige a oder die vorschüssige, temporäre Leibrente
a v temp als Argumente angeben kann. Im Falle einer vorschüssigen Leibrente
ergibt sich:

> I (’a v(x)’);

ω−x∑

t=0

N (x+ t)L (x+ t)vt

D (x+ t)L (x)

Temporäre, n-jährige steigende Leibrente

Für den Barwert der vorschüssigen Leibrente vom Typ standard increasing, die
nur n Jahre lang ausbezahlt wird, ergibt sich

(Iä)x:n =
Sx − Sx+n − nNx+n

Dx
.

RANDinsure:

> I (’a v(x)’)-(n+1)*I (’a v(x+n)’,1/(n+1))*tp (n,x)*v^n;

Mit entsprechenden Umformungen erhalten wir mit

w−x∑

t=0

N (x+ t)

D (x)
−

w−x−n∑

t=1

N (x+ n + t)

D (x)
− nN (x+ n)

D (x)
− N (x+ n)

D (x)

eine zum Barwert identische Größe.

Unterjährig bezahlbare Leibrenten

RANDinsure:

In RANDinsure stehen dazu die Prozeduren a vm für die vorschüssige und a m für
die nachschüssige Leibrente zur Verfügung.

> simplify(a vm(x));

N (x)av +N (x)b− bD (x)

D (x)v

> simplify(a m(x));

N (x)mav +N (x)mb − bD (x)m−D (x)v

D (x)vm



134 Anhang A. Symbolic Computation

A.1.2 Nettoprämien

Im folgenden wird die Implementierung der Prämienberechnung in Maple anhand
eines Beispiels gezeigt. Für alle anderen Versicherungen verläuft die Berechnung
analog.

Beispiel: Gesucht ist die Prämie P (m|näx) einer vorschüssigen, temporären, n
Jahre dauernden, um m Jahre aufgeschobenen Leibrente. Man erhält mit dem
Äquivalenzprinzip

P (m|näx)äxm = m|näx.

In Maple können wir mit dem Paket RANDinsure die Prämien folgend berechnen:

> P*a v temp(x,m)=a v(x,m)-a v(x,m+n);

P

(
N (x)

D (x)
− N (x+m)

D (x)

)
=
N (x+m)

D (x)
− N (x+m+ n)

D (x)

Dabei bezeichnet P die gesuchte Prämie, welche mit dem Kommando solve

bestimmt wird:

> solve(%,P);
N (x+m) −N (x+m+ n)

N (x) −N (x+m)
.

A.2 Versicherungen auf mehrere Leben

Im folgenden betrachten wir m Personen mit Alter x1, . . . , xm. Dabei bezeichnen
wir mit Tk die zukünftige Lebensdauer der k-ten Person. Nun sei (u) ein Zustand,
der von den m Leben abhängt und die zukünftige Lebensdauer T = T (u) hat.

Analog zu den Versicherungen auf ein Leben sei tpu die Wahrscheinlichkeit, dass
der Zustand (u) zum Zeitpunkt t noch intakt ist. Analog definiert werden

tqu, µu+t, . . .

A.2.1 Der Zustand der verbundenen Leben

(engl. joint life status)
Wir definieren

u = x1 : x2 : . . . : xm

als den Zustand, der solange intakt ist, solange alle m Personen am Leben sind,
der also mit dem ersten Tod erlischt. Somit folgt

T (u) = min{T1, . . . , Tm}.
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In RANDinsure ist dieser Zustand mit AllLive(statem, Anzahl) implementiert.

Diese Prozedur wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in entsprechende Ver-
sicherungen auf alle Leben um. Der Parameter statem steht für eine Wahrschein-
lichkeit oder einen Barwert.

Beispiel:
Man berechne die Wahrscheinlichkeit pz1:z2 , dass ein Paar (z1, z2) nach t Jahren
noch lebt. RANDinsure liefert

> AllLive(tp (t,x),2);

L 1(z1 + t)L 2(z2 + t)

L 1(z1)L 2(z2)

Anhand dieses Beispiels kann man erkennen, dass nicht für alle Leben dieselbe
Absterbeordnung L verwendet wird. So sei die Person i mit Alter zi durch die
Absterbeordnung L i repräsentiert. Damit kann der Benützer selbst die Sterbe-
tafel für jede einzelne Person festlegen.

Wenn wir das umformen, erhalten wir

tpz1:z2 =
lz1+tlz2+t

lz1lz2

= tpz1tpz2.

Allgemein gilt unter der Voraussetzung, dass T1, . . . , Tm voneinander unabhängig
sind

tpx1:...:xm =
�

(T (u) ≥ t) =
�

(T1 ≥ t, . . . , tm ≥ t) =

m∏

k=1

�
(Tk ≥ t) =

m∏

k=1

tpxk

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel:
Man berechne den Barwert einer Versicherung für ein Ehepaar, bei der beim Tod
der einen Person die andere am Ende des Todesjahres den Betrag 1 ausbezahlt
bekommt.

> AllLive(SimplifySum(A (x)),2);

∑w−max(z1,z2)
t=0 v(t+1)(L 1(z1 + t)L (z2 + t) − L 1(z1 + t+ 1)L 2(z2 + t+ 1))

L 1(z1)L 2(z2)

Allgemein gilt (mit den Prinzipien von Versicherungen auf 1 Leben)

Ax1:...:xm =

∞∑

k=0

vk+1
kpx1:...:xmqx1+k:...:xm+k.
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Weiters haben wir

äx1:...:xm =

∞∑

k=0

vk
kpx1:...:xm.

Sinngemäß können auch die Identitäten übernommen werden, beispielsweise

1 = däx1:...:xm + Ax1:...:xm.

A.2.2 Der Zustand des letzten Lebens

(engl. last-survivor statuts)
Wir definieren

u = x1 : . . . : xm

als Zustand, der solange intakt ist, solange mindestens eine der m Personen lebt,
der also mit dem letzten Tod erlischt. Damit folgt

T (u) = max{T1, . . . , Tm}.

In RANDinsure ist dieser Zustand mit OneLives(statem, Anzahl) implemen-
tiert.

Diese Prozedur wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in eine entsprechende
Versicherung auf eins von m Leben um, wobei m der angegebenen Anzahl ent-
spricht.

Beispiel:
Man berechne die Wahrscheinlichkeit tqz1:z2, dass im Laufe der ersten t Jahre die
beiden Personen z1 und z2 sterben.

RANDinsure liefert

> OneLives(tq (t,x),2);

1 − L 1(z1 + t)

L 1(z1)
− L 2(z2 + t)

L 2(z2)
+
L 1(z1 + t)L 2(z2 + t)

L 1(z1)L 2(z2)

Es ergibt sich

tqz1:z2 = 1 − lz1+t

lz1

− lz2+t

lz2

+
lz1+tlz2+t

lz1lz2

= (1 − tpz1)(1 − tpz2) = tqz1 tqz2 .

Beispiel:
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von einem Paar (z1, z2) nach t Jahren
zumindest noch eine Person lebt.

RANDinsure liefert



A.2. Versicherungen auf mehrere Leben 137

> OneLives(tp(t,x),2);

L 1(z1 + t)

L 1(z1)
+
L 2(z2 + t)

L 2(z2)
− L 1(z1 + t)L 2(z2 + t)

L 1(z1)L 2(z2)

Um auf das allgemeine Ergebnis zu kommen, benützen wir das Inklusions-Exklusions-
Prinzip. Seien B1, . . . , Bm Ereignisse, dann gilt

�
(B1 ∪ · · · ∪Bm) =

∑

∅6=I⊆{1,...,m}
(−1)|I|+1�

(
⋂

i∈I

Bi

)

Umgeformt liefert dies

�
(B1 ∪ · · · ∪ Bm) =

m∑

k=1

(−1)k−1Sk

mit der symmetrischen Summe

Sk =
∑ �

(Bj1 ∩ · · · ∩ Bjk
),

wobei die Summation über alle
(

m
k

)
Möglichkeiten ist.

Sei jetzt Bk das Ereignis, dass die k-te Person zum Zeitpunkt t noch lebt, dann
folgt

tpx1:...:xm =

m∑

k=1

(−1)k−1St
k (A.1)

mit
St

k =
∑

tpxj1
:...:xjk

.

Im Beispiel für 2 Personen bedeutet dies

St
1 = tpz1 + tpz2

St
2 = tpz1:z2 = tpz1 tpz2

und damit

tpz1:z2 = St
1 − St

2.

Mit dem Befehl SumKomb(statem,k,m) können diese symmetrischen Summen mit
RANDinsure berechnet werden. Somit ergibt sich für obiges Beispiel:

> S[1] := SumKomb(tp (x,t),1,2);

S1 :=
L 1(z1 + t)

L 1(z1)
+
L 2(z2 + t)

L 2(z2)
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> S[2] := SumKomb(tp (x,t),2,2);

S2 :=
L 1(z1 + t)L 2(z2 + t)

L 1(z1)L 2(z2)

Beispiel:
Man berechne die NEP einer Rente, die an das letzte Leben gebunden ist. Für
zwei Personen resultiert mit RANDinsure

> OneLives(SimplifySum(a v(x)),2);

w−z1∑

t=0

L 1(z1 + t)vt

L 1(z1)
+

w−z2∑

t=0

L 2(z2 + t)vt

L 2(z2)
−

w−max(z1,z2)∑

t=0

L 1(z1 + t)L 2(z2 + t)vt

L 1(z1)L 2(z2)

Allgemein gilt

äx1:...:xm =
m∑

k=1

(−1)k−1S ä
k

mit
S ä

k =
∑

äxj1
:...:xjk

.

Diese Formel ergibt sich aus (A.1) durch Multiplikation mit vt und anschließender
Summation über t.

Die NEP einer Todesfallversicherung der Höhe 1 auf das letzte Leben kann mit
der Identität

Ax1:...:xm = 1 − däx1:...:xm

berechnet werden. Führen wir die symmetrische Summe

SA
k =

∑
Axj1

:...:xjk

ein, so ergibt sich

S ä
k =

(
m
k

)
− SA

k

d
und damit erhalten wir

Ax1:...:xm =

m∑

k=1

(−1)k−1SA
k

A.2.3 Zumindest n der m Personen sind noch am Leben

Dazu gibt es in RANDinsure die Prozedur SomeLive(c,statem,text).

Diese wandelt Versicherungsformen auf ein Leben in eine entsprechende Versi-
cherung auf mehrere Leben um. Dabei bezeichnet c den Zahlungsvektor, statem
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eine Wahrscheinlichkeit oder einen Barwert und text steht für den Wert exact
oder min. Wählen wir den Wert exact, so bedeutet dies, dass genau so viele
Personen, wie vorne angegeben, noch am Leben sind, bei min sind es mindestens
so viele.

Beispiel: Man betrachte folgende Situation: Vier Personen schließen einen Ver-
sicherungsvertrag ab. Die Versicherung bezahlt den Betrag 1, wenn genau drei
oder vier Personen im ersten Jahr sterben. Der Barwert dieser Versicherung ist

B = q 2
z1:z2:z3:z4

v,

wobei q 2
z1:z2:z3:z4

die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass der Zustand, in dem zu-

mindest zwei der vier Personen noch leben, verlassen wird. Nun müssen wir noch
den Vektor c passend wählen.

> SomeLive([0,1,0,0],q (x)*v,min);

(
1 − L 1(z1 + 1)L 2(z2 + 1)

L 1(z1)L 2(z2)

)
v +

(
1 − L 1(z1 + 1)L 3(z3 + 1)

L 1(z1)L 3(z3)

)
v

+

(
1 − L 1(z1 + 1)L 4(z4 + 1)

L 1(z1)L 4(z4)

)
v +

(
1 − L 2(z2 + 1)L 3(z3 + 1)

L 2(z2)L 3(z3)

)
v

+

(
1 − L 2(z2 + 1)L 4(z4 + 1)

L 2(z2)L 4(z4)

)
v +

(
1 − L 3(z3 + 1)L 4(z4 + 1)

L 3(z3)L 4(z4)

)
v

− 2

(
1 − L 2(z2 + 1)L 3(z3 + 1)L 4(z4 + 1)

L 2(z2)L 3(z3)L 4(z4)

)
v

− 2

(
1 − L 1(z1 + 1)L 2(z2 + 1)L 4(z4 + 1)

L 1(z1)L 2(z2)L 4(z4)

)
v

− 2

(
1 − L 1(z1 + 1)L 3(z3 + 1)L 4(z4 + 1)

L 1(z1)L 3(z3)L 4(z4)

)
v

− 2

(
1 − L 1(z1 + 1)L 2(z2 + 1)L 3(z3 + 1)

L 1(z1)L 2(z2)L 3(z3)

)
v

+ 3

(
1 − L 1(z1 + 1)L 2(z2 + 1)L 3(z3 + 1)L 4(z4 + 1)

L 1(z1)L 2(z2)L 3(z3)L 4(z4)

)
v

Wenn wir text auf exact setzen, dann ist c durch [0, 1, 1, 1] gegeben.

Weitere Prozeduren in diesem Zusammenhang sind:

(i) DiffSchema:

DiffSchema := proc(c) ... end;

Mit dieser Prozedur können die Größen ∆k
c0

der Formel von Schuette-
Nesbitt bestimmt werden.
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(ii) EinseitigerTod:

EinseitigerTod := proc(Zeitp,Anzahl) ... end;

Stirbt die Person mit Anfangsalter x, so wird erstmals ab Beginn des fol-
genden Versicherungsjahres an die überlebende Person mit Anfangsalter y
eine lebenslängliche Rente der Höhe 1 ausbezahlt.

Diese Prozedur bestimmt den Barwert der Überlebensrente. Wählt man
für den Parameter Zeitp 1 bzw. 1

2
, so beginnt die Auszahlung der Rente

zu Beginn des nächsten Jahres bzw. in der Mitte des Todesjahres.

A.3 Literatur

Die an der TU Graz entwickelten Software-Pakete werden in den Arbeiten [1],
[2], [24] und [25] beschrieben.
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Sterbetafel

Auf der folgenden Seite ist eine Sterbetafel für die österreichische Gesamtbevölke-
rung (Zeitraum 2000-2002) angegeben.
Dabei ist qx die (geschlechtsspezifische) Wahrscheinlichkeit für eine x-jährige (in
Österreich) lebende Person, innerhalb des nächsten Jahres zu sterben.

Daraus können auf einfache Weise einige verwandte Größen berechnet werden:

• die Wahrscheinlichkeit, dass eine x-jährige Person das nächste Jahr überlebt

px = 1 − qx

• die Wahrscheinlichkeit, dass eine x-jährige Person die nächsten k Jahre
überlebt

kpx = pxpx+1px+2 · · ·px+k−1

usw.

Um daraus die Verteilung von T zu erhalten, muss man geeignete Annahmen
über den Verlauf der unterjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten uqx oder Sterbli-
chkeitsintensitäten µx+u treffen (siehe Kapitel 1.2.3)
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Sterbetafel für die Bevölkerung in Österreich 2000-2002

männlich weiblich

x qx qx

0-1 0,0053430 0,0037607

1-2 0,0003452 0,0003266

2-3 0,0002639 0,0002108

3-4 0,0001984 0,0001318

4-5 0,0001512 0,0000997

5-6 0,0001295 0,0000858

6-7 0,0001226 0,0000851

7-8 0,0001170 0,0000900

8-9 0,0001106 0,0000926

9-10 0,0001114 0,0000934

10-11 0,0001138 0,0000962

11-12 0,0001130 0,0001015

12-13 0,0001150 0,0001097

13-14 0,0001428 0,0001293

14-15 0,0002217 0,0001669

15-16 0,0003679 0,0002082

16-17 0,0005631 0,0002483

17-18 0,0007744 0,0002988

18-19 0,0009476 0,0003345

19-20 0,0010207 0,0003380

20-21 0,0010268 0,0003234

21-22 0,0010239 0,0003082

22-23 0,0010166 0,0002973

23-24 0,0010061 0,0002831

24-25 0,0009997 0,0002698

25-26 0,0009973 0,0002695

26-27 0,0009856 0,0002799

27-28 0,0009627 0,0002906

28-29 0,0009286 0,0003004

29-30 0,0008961 0,0003092

30-31 0,0008793 0,0003225

31-32 0,0008905 0,0003531

32-33 0,0009343 0,0003966

33-34 0,0009913 0,0004510

34-35 0,0010528 0,0005000

35-36 0,0011164 0,0005394

36-37 0,0011973 0,0005850

männlich weiblich

x qx qx

37-38 0,0013159 0,0006533

38-39 0,0014696 0,0007412

39-40 0,0016474 0,0008412

40-41 0,0018400 0,0009502

41-42 0,0020376 0,0010633

42-43 0,0022378 0,0011789

43-44 0,0024482 0,0012999

44-45 0,0026829 0,0014259

45-46 0,0029503 0,0015650

46-47 0,0032555 0,0017304

47-48 0,0035965 0,0019207

48-49 0,0039826 0,0021238

49-50 0,0044224 0,0023362

50-51 0,0049170 0,0025657

51-52 0,0054561 0,0028073

52-53 0,0060208 0,0030534

53-54 0,0065971 0,0032958

54-55 0,0071772 0,0035351

55-56 0,0077607 0,0037768

56-57 0,0083568 0,0040245

57-58 0,0089745 0,0042739

58-59 0,0096238 0,0045302

59-60 0,0103254 0,0048119

60-61 0,0111153 0,0051423

61-62 0,0120316 0,0055330

62-63 0,0131064 0,0059968

63-64 0,0143678 0,0065535

64-65 0,0158211 0,0072130

65-66 0,0174507 0,0079820

66-67 0,0192473 0,0088790

67-68 0,0212140 0,0099125

68-69 0,0233625 0,0110837

69-70 0,0257042 0,0124070

70-71 0,0282537 0,0139145

71-72 0,0310362 0,0156392

72-73 0,0340867 0,0176233

73-74 0,0374562 0,0199112

männlich weiblich

x qx qx

74-75 0,0412038 0,0225557

75-76 0,0453985 0,0256061

76-77 0,0501132 0,0291105

77-78 0,0554263 0,0331236

78-79 0,0614277 0,0377085

79-80 0,0682233 0,0429438

80-81 0,0759351 0,0489131

81-82 0,0846979 0,0557097

82-83 0,0946637 0,0634426

83-84 0,1053137 0,0722388

84-85 0,1161986 0,0822385

85-86 0,1276845 0,0936000

86-87 0,1399040 0,1065040

87-88 0,1531484 0,1204218

88-89 0,1676838 0,1353127

89-90 0,1839279 0,1517418

90-91 0,2020555 0,1698118

91-92 0,2221826 0,1895022

92-93 0,2440479 0,2108727

93-94 0,2672621 0,2338888

94-95 0,2914275 0,2583034

95-96 0,3162331 0,2836835

96-97 0,3414812 0,3095368

97-98 0,3670574 0,3357864

98-99 0,3928725 0,3624251

99-100 0,4188563 0,3893823

100 1 1
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (A,B)-meßbare Funktion X :
Ω → � heißt (reelle) Zufallsvariable. Durch

PX(B) := P (X−1(B)) (B ∈ B)

wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (� ,B) festgelegt. Dieses PX wird die Ver-
teilung von X genannt. Sei µ ein Maß auf (� ,B) und ist f : � → [0,∞] eine
positive meßbare Funktion, dann wird durch

P (B) =

∫

B

f(x)dµ(x) (B ∈ B)

ein Maß auf (� ,B) festgelegt. Falls
∫�
f(x)dµ(x) = 1 und f ≥ 0, dann heißt f

Wahrscheinlichkeitsdichte bezüglich µ.
Eine Verteilung heißt stetig, wenn sie eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes
λ besitzt. Eine Verteilung heißt diskret, wenn sie eine Dichte bezüglich eines
Zählmaßes besitzt.
Ist X eine reelle Zufallsvariable, dann heißt die durch

FX(x) := PX((−∞, x]) = P (X ≤ x) (x ∈ �)

definierte Funktion FX : � → [0, 1] Verteilungsfunktion von X. Eine solche Ver-
teilungsfunktion ist rechtsseitig stetig, monoton wachsend und limx→−∞ FX(x) =
0 sowie limx→∞ FX(x) = 1. P ist durch F eindeutig bestimmt.

Um eine Unterscheidung von diskreten und stetigen Variablen zu vermeiden,
wird das Riemann-Stieltjes Integral eingeführt. Danach wird der Erwartungswert
� [g(X)] ausgedrückt als � [g(X)] =

∫∞
−∞ g(x)dFX(x). Für eine Zufallsvariable X

sind mehrere charakteristische Größen von Interesse:
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Tabelle C.1 Charakteristische Größen einer Zufallsvariablen X

Name Definition

Verteilungsfunktion FX(x) =
�

(X ≤ x)

Dichtefunktion fX(x) = dFX(x)
dx , falls X stetige ZV

Erwartungswert m1 = � [X]

k-tes Moment mk = � [Xk], k = 1, 2, . . .

k-tes zentriertes Moment �
[(

X − � [X]
)k
]

, k = 1, 2, . . .

Varianz Var[X] = � [(X − � [X])2] = � [X2] − � [X]2

Schiefe
�

[(X−� [X])3]

Var[X]3/2 , falls Var[X] > 0

Der Nenner im Schiefeausdruck ist dabei so gewählt, dass die Schiefe gerade das
dritte Moment der standardisierten Zufallsvariable X−� [X]√

Var(X)
angibt.

Definition 1 (Momenterzeugende Funktion) Für eine ZufallsvariableX ist
die momenterzeugende Funktion (MGF) von X gegeben durch

MX(t) = � [etX ] =

∫ ∞

−∞
etxdFX(x), t < t0.

Die Zahl t0 ist eine von X abhängende Konstante, die den Definitionsbereich der
MGF einschränkt. Im Falle nichtnegativer Zufallsvariablen X existiert MX(t)
für t ≤ 0. (Mit s = −t, (s ≥ 0) ist LX(s) = MX(t) die Laplacetransformierte
von X).

Satz 1: Eigenschaften der MEF

1. Eine Verteilung Q ist durch ihre momenterzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.

2. Die momenterzeugende Funktion der Faltung von Verteilungen
Q1, Q2, . . . , Qk ist gleich dem Produkt der einzelnen momenterzeugen-
den Funktionen.

3.

� [Xn] =
dnMX(t)

dtn

∣∣∣∣∣
t=0

, n = 1, 2, . . .
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Weiters gilt beispielsweise

d2 logMX(t)

dt2

∣∣∣∣∣
t=0

= Var[X],
d3 logMX(t)

dt3

∣∣∣∣∣
t=0

= � [(X − � [X])3],

d4 logMX(t)

dt4

∣∣∣∣∣
t=0

= � [(X − � [X])4] − 3(Var[X])2

Satz 2: Tschebyscheff’sche Ungleichung
Für beliebiges k > 0 gilt

�
(
∣∣X − � [X]

∣∣ ≥ k) ≤ 1

k2
Var(X). (C.1)

Tabelle C.2 Verschiedene diskrete Verteilungen

Name Wahrscheinlichkeit �(X = n) Parameter � Var MGF M(t) t0

Binomial
(

N
n

)
pnqN−n n = 0 . . .N

N=1,2,...

0 < p < 1

q = 1 − p

Np Npq (pet+ q)N ∞

Bernoulli Spezialfall N = 1

Neg.Bin.
(

r+n−1
n

)
prqn n = 0, 1 . . .

r>0

0 < p < 1

q = 1 − p

rq
p

rq
p2

(
p

1−qet

)r

− log q

Geometr. Spezialfall r = 1

Poisson e−λ λn

n! n = 0, 1 . . . λ > 0 λ λ eλ(et−1) ∞

Tabelle C.3 Verschiedene stetige Verteilungen

Name Dichtefunktion Parameter � Var MGF M(t) t0

Gleichvert. 1
b−a a ≤ x ≤ b a < b a+b

2
(b−a)2

12
ebt−eat

t(b−a) 0

Normal e
−

(x−µ)2

2σ2
√

2πσ
−∞ < x < ∞ −∞<µ<∞

σ>0 µ σ2 e
1
2σ2t2+µt ∞

Log-Normal e
−

(ln x−µ)2

2σ2
√

2πσ x
x > 0 −∞<µ<∞

σ>0 eµ+σ2/2 e2µ+σ2

(eσ2− 1)

Gamma βαxα−1e−βx

Γ(α) x ≥ 0 β>0
α>0

α
β

α
β2

(
β

β−t

)α

β

Exponential λe−λx x ≥ 0 λ > 0 1
λ

1
λ2

λ
λ−t λ

Pareto α·cα

x1+α c ≤ x < ∞ 0<c<∞

0<α<∞

c α
α−1

fallsα>1

c2α

(α−1)2(α−2)

fallsα>2
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Satz 3: Jensen’sche Ungleichung
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable, die nur Werte in einem offenen
Intervall I ⊆ � annimmt und sei q : I → � eine konvexe Funktion. Dann
gilt

q(� [X]) ≤ � [q(X)]. (C.2)

Tabelle C.4 Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

Name Symbol Definition

Bedingte W!
�

(A|B)
�

(A∩B)
�

(B)

Kovarianz cov[X,Y ] � [X]� [Y ] − � [XY ]

Bedingte Erwartung � [X|B] � [X|B] =deterministische Funktion von B

� [χA|B] =
�

(A|B)

X, B unabh. ⇒ � [X] = � [X|B]

� [� [X|A]] = � [X]

Faltung fX+Y fX+Y (x) = fX ∗ fY =
∫∞
−∞ fX(x − t)fY (t)dt

Definition 2 Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Filtration ist
eine aufsteigende Folge (Fn)n≥0 von Unter-σ-Algebren von A, d.h.

F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ F∞ := σ(∪n≥0Fn).

Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n≥1 heißt an die Filtration (Fn)n≥0 adap-
tiert, wenn Xn Fn-messbar ist für alle n ≥ 0.

Eine Folge reeller integrierbarer Zufallsvariablen (Xn)n≥1, die an (Fn)n≥0 adap-
tiert ist, heißt ein Martingal, falls für alle n ≥ 0

� [Xn+1|Fn) = Xn f.s.

Satz 4: Konvergenz eines Martingals
Sei (Xn)n≥1 ein Martingal bezüglich (Fn)n≥0, und es gelte �

[
|Xn|

]
< M für

alle n und für eine von n unabhängige Konstante M . Dann existiert eine
Zufallsvariable X, sodass limn→∞Xn = X mit Wahrscheinlichkeit 1.
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Satz 5: Das schwache Gesetz der großen Zahlen
Sei (Xn)n≥1 eine Folge paarweise unabhängiger Zufallsvariablen mit � [Xi] =
µi und Var(Xi) = σ2

i <∞. Unter der Voraussetzung

1

n2

n∑

i=1

σ2
i −→ 0 (n→ ∞)

gilt
1

n

n∑

i=1

(Xi − µi)
p−→ 0.

Satz 6: 1. starkes Gesetz der großen Zahlen
Sei (Xn)n≥1 eine Folge paarweise unabhängiger quadratisch integrierbarer Zu-
fallsvariablen mit � [Xn] = µn und Var(Xn) = σ2

n. Unter der Voraussetzung

∞∑

n=1

1

n2
σ2

n <∞

gilt
1

n

n∑

i=1

(Xi − µi)
f.s.−→ 0.

Satz 7: 2. starkes Gesetz der großen Zahlen
Für jede unabhängige Folge (Xn)n≥1 identisch verteilter, integrierbarer reeller
Zufallsvariablen gilt

1

n

n∑

i=1

Xi
f.s.−→ µ

mit µ = � [Xn].
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Satz 8: Der zentrale Grenzwertsatz
Sei (Xn)n≥1 eine Folge unabhängiger, identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
blen mit � [Xn] = µ, Var(Xn) = σ2 und 0 < σ2 < ∞. Sei X̄n := 1

n

∑n
i=1Xi

das arithmetische Mittel der Xi, dann gilt

Zn :=
X̄n − µ

σ/
√
n

d−→ N(0, 1).

Der zentrale Grenzwertsatz kann auf den Fall unabhängiger, nicht notwenig iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen verallgemeinert werden (Zentraler Grenzwertsatz
von Lindeberg).
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