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21. Es sei die Folge (an)n∈N mit folgenden Folgengliedern gegeben:

an =
(

1 +
√
2
)n

+
(

1−
√
2
)n

, n ∈ N.

(a) Zeigen Sie für alle n ∈ N:
an ∈ N.

(b) Zeigen Sie für alle n ∈ N:

a2n−1

a2n
<

√
2− 1 <

a2n
a2n+1

.

(c) Bestimmen Sie den Durchschnitt

∞
⋂

n=1

{

r ∈ Q

∣

∣

∣

a2n−1

a2n
≤ r ≤ a2n

a2n+1

}

.

22. Für welche x ∈ R gilt
|x2 + 3x+ 2|

x− 2
≤ 15?

23. Zeigen Sie für alle x, y ∈ R:

|x+ y|
1 + |x+ y| ≤

|x|
1 + |x| +

|y|
1 + |y| .

24. Seien x1, . . . , xn ∈ R und entweder xi ≥ 0 für i = 1, . . . , n oder −1 < xi ≤ 0 für
i = 1, . . . , n. Zeigen Sie in beiden Fällen die Gültigkeit der Ungleichung

n
∏

k=1

(1 + xk) ≥ 1 +
n
∑

k=1

xk.

25. Bestimmen Sie, falls möglich, Infimum, Supremum, Minimum und Maximum der
folgenden Mengen:

(a) A :=
{

r ∈ Q

∣

∣

∣
2 < r2 ≤ 169

}

,

(b) B :=

{

x

x− 1

∣

∣

∣
x ∈ R, x < 1

}

,

(c) C :=
⋂

n∈N

(

n− 1

n+ 1
,
2n+ 1

n+ 1

)

,

(d) Dq :=

{

x ∈ R

∣

∣

∣

∣

∣

∃n ∈ N ∃(ε1, . . . , εn) ∈ {1− q, q − 1}n : x =

n
∑

k=1

εk
qk

}

, q ∈ N.


