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48. Sei b ∈ N, b ≥ 2. Zeigen Sie, dass jedes x ∈ [0, 1) in der Form

x =
∞
∑

k=1

ǫk
bk

mit ǫk ∈ {0, 1, . . . , b− 1} geschrieben werden kann.

Hinweis: Setzen Sie Tb : [0, 1) → [0, 1) : x 7→ bx − ⌊bx⌋. Dann ist ǫk = ⌊b T (k−1)
b (x)⌋,

wobei T
(k)
b (x) die k-malige Anwendung von Tb auf x bezeichnet und T 0

b (x) = x ist.
Der Spezialfall b = 10 ist die wohlbekannte Dezimaldarstellung.

49. Bestimmen Sie die Häufungswerte der Folge (xn)n∈N mit

xn :=
∞
∑

k=0

ǫk(n)

10k+1
, n ∈ N,

und ǫ0(n), ǫ1(n), ǫ2(n), . . . ∈ {0, 1, . . . , 9} sind die Ziffern von n in der Dezimaldar-
stellung n =

∑∞
k=0 ǫk(n) 10

k; z.B.: x123 = 0.321.

50. Es sei ‖x‖ :=
√

x2
1 + x2

2 für jedes x = (x1, x2) ∈ R2. Zeigen Sie: Für s ∈ Q ist die
Familie a : Z2 \ {(0, 0)} → R, an := ‖n‖−s, genau dann summierbar, wenn s > 2 ist.

Hinweis: Interpretieren Sie die Menge Z2 geometrisch als die Menge der ganzzahligen
Gitterpunkte in der Ebene. Zeigen Sie, dass die Partialsummen der Familie a auf
den punktierten Quadraten W ∗

ℓ := {(n1, n2) ∈ Z2 \ {(0, 0)}
∣

∣ |n1| ≤ 2ℓ, |n2| ≤ 2ℓ},
ℓ ∈ N, genau dann beschränkt bleiben, wenn s > 2 gilt. Folgern Sie daraus, dass
die Familie a genau dann summierbar ist, wenn s > 2. Für die Abschätzung von
∑

n∈W ∗

ℓ

an benützen Sie die Indexteilmengen Vk := W ∗
k \W ∗

k−1, k = 2, 3, . . . . Finden

Sie obere und untere Abschätzungen für die Anzahl der Gitterpunkte in Vk und für
an, n ∈ Vk.

51. Für jede der folgenden Funktionen

(i) f(x) =
1

x
, D(f) = (0,∞) (ii) f(x) =

x

4 + x2
, D(f) = R

mit gegebenen Definitionsbereichen D(f) führen Sie folgendes Programm durch:

(a) Zeigen Sie mittels Folgenkriterium, dass f stetig auf D(f) ist.

(b) Sei x0 ∈ D(f) beliebig aber fest. Bestimmen Sie zu jedem ǫ > 0 ein δǫ > 0 so,
dass aus |x− x0| < δǫ die Beziehung |f(x)− f(x0)| < ǫ folgt.

52. Sei f eine reelle auf dem Interval [a, b] stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0.
Führen Sie folgenden alternativen Beweis des Nullstellensatzes aus: Setzen Sie
ξ := sup{x ∈ [a, b] | f(x) ≤ 0} und zeigen Sie, dass dann f(ξ) = 0 gilt.


