Analysis 2 SS 2017 3. Ubungsblatt

13. Die Legendre-Polynome P, sind durch die Rodrigues-Formel gegeben:

1 dar

~ 2nnldan

(a) Zeigen Sie, dass P, ein Polynom vom Grad n mit n verschiedenen Nullstellen
im Intervall (—1,1) ist.

(b) Bestimmen Sie die Werte P, (£1).
(c) Zeigen Sie, dass P, der folgenden Legendreschen Differentialgleichung geniigt:

(1—2%) Pl(z) — 2z P)(z) +n(n+1) Py(z) = 0.

P,(x) ((z>=1)"), neN,.

Hinweis: Differenzieren Sie die Funktion (z? — 1)p/'(x) mit p(z) = (2% — 1)"
(n + 1)-mal auf zwei verschiedene Weisen.
14. (a) Zeigen Sie: die Funktion f(z) := 27 ist fiir v > 1 konvex auf (0, 00).

(b) Beweisen Sie die Mittelungleichung: fiir alle 0 < o <  und nicht-negativen
Zahlen Ay, ..., A\, mit > 7| A\ = 1 und nicht-negativen Zahlen zy, ..., z, gilt

n 1/a n 1/8
(Z >\k .I'g) S (Z )\k l’g) . (1)
k=1 k=1
(c¢) Untersuchen Sie in (1) den Grenziibergang o — 0.

15. Sei f stetig auf einem Interval (a,b) mit —oo < a < b < co. Es gelte

f(fc;ry) < f(x)-zkf(y)

Zeigen Sie: f ist konvex auf (a,b).

fur alle z,y € (a,b).

16. Zeigen Sie, dass die Potenzreihe
o o (_1)k T 2k
Hol@) ‘_; 1k (5)

absolut auf ganz R konvergiert, mindestens zweimal auf R differenzierbar ist und die
folgende Differentialgleichung erfiillt:

22y’ (z) + 2y (z) + 2>y = 0.

17. Gegeben ist die Funktion
f(z) :=In(1l — 2 + 2?).
(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5(f,0,x).
(b) Geben Sie eine Schranke fiir den Fehler |f(z) — T5(f,0, )| im Interval [0, 1] an.

(c) (Bonus) Wie (a) und (b), jedoch fiir das n-te Taylorpolynom T,,(f,0,x) fiir
beliebiges n € N.



18. (a) Zeigen Sie, dass die Reihe

oo n

Zlfxn, v e (~1,1), 2)

n=1

normal konvergiert auf jedem Interval [—a,a] mit 0 < a < 1.

(b) Zeigen Sie, dass (2) eine Potenzreihendarstellung )" >*_, a,,, 2™ hat. Bestimmen
Sie insbesondere die Koeffizienten aq, ao, .. ..



