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54. Sei (xn)n eine Folge komplexer Zahlen ̸= −1. Das unendliche Produkt

p =
∞∏
k=1

(1 + xk)

heißt konvergent, wenn die Folge der Partialprodukte

pn =
n∏

k=1

(1 + xk)

gegen p konvergiert und p ̸= 0 gilt. Das Produkt heißt absolut konvergent, wenn die
Folge der Produkte

qn =
n∏

k=1

(1 + |xk|)

beschränkt ist. Zeigen Sie, dass absolut konvergente Produkte konvergieren, und dass
p genau dann absolut konvergiert, wenn

∑∞
n=1 |xn| konvergiert.

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie die Ungleichungen

ex/2 ≤ 1 + x ≤ ex, 0 ≤ x ≤ 1

und ∣∣∣∣∣
n∏

k=1

(1 + xk)− 1

∣∣∣∣∣ ≤
n∏

k=1

(1 + |xn|)− 1.

55. Berechnen Sie Γ(n+ 1
2
) für n ∈ Z. Bonus: Berechnen Sie Γ′(1

2
).

56. Zeigen Sie, dass die Betafunktion

B(a, b) :=
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, a, b > 0.

die folgende Integraldarstellung besitzt:

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1 dt, a, b > 0.

Hinweis: Wenden Sie den Satz von Bohr-Mollerup auf eine geeignete Hilfsfunktion
an.



57. Zeigen Sie die Multiplikationsformel

Γ(mx) = (2π)
1−m

2 mmx− 1
2

m−1∏
k=0

Γ
(
x+

k

m

)
, m ∈ N, x > 0.

58. Untersuchen Sie das Verhalten von |Γ(x+ i y)|, x > 0 fest, für y → ±∞.

Anleitung: Verwenden Sie, dass die Stirlingsche Formel für x > 0 auf komplexe
Argumente fortgesetzt werden kann.


