Ubungen aus Mathematik I M WM VT

Einfiihrung
1. Bestimmen Sie die Losungsmengen L der folgenden Gleichungen:
a) V222 —1+4z=0 b) V42?2 —z+2=0
¢) V222 4+ 3+ =0 d)vz? -2z +14+2z-1=0
e) V2 —z—6—+12—6z+5=0 f)vV92¢+122+9=0
g) t—VzZ+v/22—1=0 h) Vit = 2|z — 1

2. Beweisen Sie fiir a,b € R:

a) a® < b? & |a| < |b| b)lal<b&e —b<a<b b>0
¢)la| >b<a< —bodera>b d)2lab| < a®+ b?

)
&) la+b|+la—b>lal+b| D) Iva-vb<a—8 (ab>0)
g) la+i>2 (a#0) h) Va+b<va+vh (a,b>0)

3. Beweisen Sie fiir a,b,c,d € R:
(ab+ cd)? < (a® + ¢?)(b? + d?)

4. Bestimmen Sie die Losungsmengen L der folgenden Ungleichungen:

a) 3—m2+2x1>0 b)x<6—42—x c)x2+6x>73

(l)‘ﬂ+3>%+—% e)x<21_—x f) 3+2.’L’S2__—m

g)3_2>§‘t__31 h) z3 > 22—z i) [z-1]+z<5

j) lz—2| -2z > 11 kylz -1+ |z+3<4 D|z—-2|+|z+3/>5
z+2)|z® — 1 2 _ 8(z — 1)

m) ( ,E)J]rl |54 n) |$_1l<xx+1116:c 0) = <|3z-3|+z-1

.. -y - g 2 a+c
5. Fir positive a,b,¢,d mit § zeige man: § < g5 < §

6. Man skizziere in R? die Menge der Punkte (z,y), fiir die die folgenden Ungleichungen
gelten:

a) 1<2249?°<4 und |z—yl<1
b) z?y?<1 und z?-y?<1
¢) z24+zy+1>1 und 22<y<at

7. Berechnen Sie Realteil, Imaginirteil und Betrag von z € C, sowie 2? und |z|* aus

a) =gz =£E8 b)z=£td o) o=(2+i)+7-3



d) z = (1+ 20)[(4 + 31)* + 1 — 22] e) [21—1'_ 61-:_2,1' L3
_I_

(2—14)* — 2+ 51 3 ¢ 3+
1-2¢ , 6 _3—61 13-4 >_ i—1
f){3+l+1+5sz 1+7¢ g)ZIl—QzZ_Z-+\/§

8. Bestimmen Sie z aus den Gleichungen:
a) 22+ 312 —52=5(i—1) b) §z —3iz+ Sz +2iz =745
c) —324+2—2i2=21

9. Bestimmen und skizzieren Sie die durch folgende Bedingungen festgelegten Teilmengen

M CC:

a) [z+1—Rez>2 b) (4Rez)?2—|2|* >0 c) Rez < |2]?

d) m 21 <0 ¢) Rei1t <0 f)1<|z+id <2

g) 2+dz+(2-0)z-2=0 h) 22 + 2Re[(1 +9)2] — 2 =
i) 322 — 1022 4+ 322 + 16 = 0 j)z2—522+222+820
K |3 -1]=2 |1-1‘:1

m) |z — 4| < |z — 2+ 4| und |Arg(z + °)| < n) |Arg z| < & und 2Re z + Im z < 1
0) |Arg(1+ 2)| < 3 und |Arg(1 — 2)| < 3 p) 3471 < Arg(z—1) < _2[ und Im z < 0

Q) |z—1<Imz+1 r) 1 (———) IH”(Imz%O)
s) 42Z — 4Re[(2 — i)2] +1 > 0, t) 42z — 4Re[(2 —9)2] +5 > 0,

10. Man gebe alle 7-ten Einheitswurzeln mittels Real- und Imaginérteil an und zeichne sie in
der Gauftschen Zahlenebene ein.

11. Man gebe sidmtliche n-ten Wurzeln von z an (und zwar sowohl in Polarkoordinaten als
auch mit Real- und Imaginérteil) fiir

a)z=3—-4i,n=2 b)z=1-i,n=3 ¢c)z2=2-3i,n=5
d)z=1+i,n=7 e)z=4(—V/3+1%),n=6

Folgen und Reihen

12. Bestimmen Sie den Grenzwert a der Folge {a,}, n € N, und geben Sie ein N € IN an,
sodass |a, — a|] < 1073 fiir n > N gilt; hierbei ist a, =

1
; _ . 1. n3sinn, 6n — 2
a) Vnd+1—+n% b) 7 ©) Vit 1 d) o &

13. Bestimmen Sie, falls moglich, den Grenzwert a der Folge {a,}, n € N,

2
_n+in-3. 3n® —1. - n+1
B) = o e D 0T g O =gy

14. Unter Verwendung von
1 n
lim (1 + —> =€
n—00 n

2



15.

16.

17.
18.

19.

20.

bestimme man die Grenzwerte der Folgen

(1+31n>n, <1+%)n, (l—l-%)n,pelR

Bestimmen Sie, soweit mdoglich, den Grenzwert a der Folge {a,}, n € N; dabei ist a,
gegeben durch

2 n
a) gnn; b) —%L_'_"l"—l; c) (%\/ﬁ)", d) cos nm; e) sin nw; f) ?L—}— 2—;, g) 2+ %%Z_Lq
h) =

S YT ) LSk
(_2)n+1 +3'n+1’ ’ Ef P

! 1 1 . 1 n 1 . nr
) n(n+1)+(n+1)(n+2)+ + 2n —1)2n’ 1) ?1+5<2)+\/ﬁsm72—_

Man berechne:

a) limn 00 V(v +a = /1), (@ €R, n2>la]), b)limyse0n(Z5 ~ ),

¢) limp00(v/7 + v/ — /0 — /1), d) limyeon(y/1+ £ = 1).

Ist die Folge {z,}, mit z, = 25 + n—+2 + -+ 4 5 konvergent?

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

O e YL oYl oY g

n=0 n=2

n)! = 2 b 7 n
0y 2, g Z%Q—,Bw“, o m WX ()

nl

3

Z\/_+ 1)” i) oo2"‘-I—n
__Sr.

n=1

Hinweis zu h): Man verwende das Wurzelkriterium und das Ergebnis von Bsp. 14.

Untersuchen Sie die Reihe Z a, auf Konvergenz, und bestimmen Sie ihre Summe; dabei

n=1
ist a, gegeben durch

a) o7 D) (-D)'gim o) g, d)37 ¢ Bl

Untersuchen Sie die Reihen Z a, auf Konvergenz bzw. Divergenz; dabei ist a, gegeben

durch "

a) I, b) Vn; ¢) o d) (—%)n;
3-(=1)" (n+1)" . _ Jan(n=2 2 N\ _

°) vn2+n+1 f) (n* +1)(n+ 1)V g 1-V2rE=D": b) ()"



: 1 N Vri+l—+n 1 (—1)" cosnm
i ; ; k ; ) =
T VT vea 0 Vs A
m) nr . n) (_1)n il +1): o) n®+1, p) ( n )n
2" nl N ! 3" n+l1) 7
? —5n+2. - 4], 19]. 1.
q) ﬂ__nqi&__, r) sin® [Tr(n-i— ﬁ)] ; s) n [1 -(1-5) ] ;b))

2n n
1) %!—, kelN; v) (271”—':_%) .
21. Man zeige, dass die Reihe

2.

n=1

- + (-1

3
S
:[H
Ne——

alternierend ist. Ist sie auch konvergent?

Funktionen in eincr Variablen

22. Man untersuche die folgenden Funktionen auf Stetigkeit in [—7, 7] :

sint falls  # 0
2) f(z)= { 0 fallsz=0

zsini fallsz #0
b) f(x)_{ 0 fallsz=0

z? sinl falls z # 0
0 fallsz =0

23. Man untersuche, in welchen Punkten die folgenden Funktionen f : R — IR stetig sind:

—x falls x <0oderz >1 .

a) f(z) = { 2 SoiEt (Skizze!)
2242z 41 falls—1<z<0 .

b) flz)= { 1— g sonst (Skizze!)

¢) f(z) =z —[z] (Skizze!)

[x] ;= grofte ganze Zahl < z
d) f(z) =[z]+|z| (Skizze!)

24. Man gebe, falls moglich, stetige Ergdnzungen der folgenden Funktionen in den jeweils
angegebenen Punkten an:

4 — g2 322 —x —2

a x) = —— X =42, b r)=————+— €E=1,

)f() 3_m 51,2 )f() (3..'—1)2 6
z+1 falls —2 <z <1,

¢) flz)=¢ —2x+4 falls 1 < z < 3, =1, &=3.
x—2 falls 3 < z < 4,



4 Die Differentialrechnung

25. Man berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f(x):x7+6x3—g+£—\/z—v—+m—3 z#0, b) flz)=z° PA+E21) ) 250
T xs %’ b x+1 bl )

¢c) fle)=In(zlnz), z>1, d) f(:c)zz;_l, e) f(a:)z:vﬂil—i, 0<z<l.

+1
26. Differenzieren Sie folgende Funktion f(z) und geben Sie den Definitionsbereich von f
und f' an:
\/x+\/x+ Va?+1z? (a€R\{0}) ¢ 5\;’(532—2)4
3z — _ _ 2|z + 1|
d) T‘m e) (z—1)-jz—1 f) [z =2

27. Fiir welche z € IR sind die folgenden Funktionen differenzierbar:
a) f(z) = [1—e], b) f(2) = (& — 1) Va2,
¢) f(z)=2+|cosh z —2|, d) f(z)=|z+1| ]z —1].

28. Man bestimme die Umkehrfunktion zu

f(z) = 22 -4 +6 fallsz <2
o —x+4 falls x > 2

29. Zeigen Sie mit Hilfe der Regel von de 1’'Hospital:

: a _ : 11 _1 . (/2 — arctan z)
a) lglgo Inz/z* =0 (e >0) b) mlfl:& (3: ?”~_1) 5 c) zlg&x
“Fsin(l —z) . tan(dz) 1 . 1/z2 _  —
d) ﬁmo TFcosz  —0 © ,81_1,3}2 %171 — 5 f) alcl_r'r(l)(cos z)e = et
V1422 3z —10 _ 7 1 _ T _
B) Jim *g =1 0 lim =5 =10 = { ) (o — 1) tan (%) =

o . In|sinz| 1 /z _
J)alcl_r%m‘ml[—l k)zlir(r]lﬁe =0, k=0,1,2

30. Man berechne die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von de 'Hospital:

cos 2T — COS T

T —sinz iy SINT — T COST . cos 2
2) i z(l —cosz) ’ b) e sin® @ ’ c) = sin® ’
. sin® 2z sin 2z . 1 1
VimMT-cosz Ol ooty D lim (s — %) -
e’ z% —1 zlnz
8 e b U
j) xlﬂg:ﬁ , k) il_I)I(l) (cot z) , 1) TILTG [:L -z —a)(z - b)] ;
m) lim (e —1)%, n) lim (sinz)t® | 0) lim(lnz) In(1 — z) ,
z—0t+ T3 z—1
P i (142) ) @) Jima? (in (14 3) - 3).

=1

2
m



31. Fir ein drehzylindrisches Gefaf bestimme man die Abmessungen so, dass das Volumen V
bei vorgegebener Oberfliche S maximal, bzw. die Oberfliche S bei vorgegebenem Volumen
V minimal wird.

32. Fiir welchen Punkt (a,b) im 1. Quadranten auf der Parabel y = 4 — 22 besitzt das Dreieck,
das von der Tangente in (a,b) an die Parabel und den Koordinatenachsen begrenzt wird,
minimalen Flacheninhalt ?

33. Auf ein Blatt Papier mit 2 m? Flicheninhalt soll ein Poster gedruckt werden, sodass der
Rand oben und unten 21 ¢cm und links und rechts 14 cm breit ist. Wie sind Lange und
Breite zu wihlen, sodass die bedruckte Flache maximal wird ?

34. Die Funktion y(h) = h(a® + h%)~%/2,(h > 0), gibt die Beleuchtungsstirke der Lampe B
im Punkt A an. In welcher Hohe A ist B zu befestigen, damit es in A moglichst hell wird?

e

-\A L

e

a A

Abbildung 1: Zu Bsp. 34
Abbildung 2: Zu Bsp. 38

35. Man fiihre fiir die folgenden reellen Funktionen die Kurvendiskussion durch (Skizzen!):

a) y=3z"— 1023 — 1222 + 122 — 7, b)y= {/(z —1)(z + 2)?, c)y=uz3— %,

d) y = z%e?, e)y=ae " a>0,b>0.

36. Man diskutiere die folgenden Funktionen:

2) fl@)= o, b)) = (n)* 3, o) flo)=e* s %,

Q) f) = @+ R, ) (@) = (@ - DeF, 1) fo) =aVETT,
@f%@:ﬁg, h)f(m):x—gl-—%mita,belR fest , 0 <a < b,
i) f(z) = u(x) mitu=%|x2—2x|, j) f(x)zm, a?—4b>0, b#£0.

37. Fiihren Sie fiir die angegebenen Funktionen folgendes Programm durch:
1) Definitionsbereich D, Stetigkeitsbereich S;
) Grenzwerte an den Réndern, stetige Ergénzbarkeit;
iii) Asymptoten: yy fiir z — +oo (falls definiert);
) Monotonieintervalle, relative und absolute Extrema,
) Skizze.



38.

39.

40.

41.

42.

3

a) f(z) =z -2vVa? +1 b)f($)=;2_—€m c)f(m):ﬁi
d) f(a) =% a2 in [-2,3] e) f() = —— exp{~(z — 2)?/27%} (7 >0)
e .
f) f(a:):m—fl——i-lnlm—-ll g) f(x):arctanm%g h) f(:v):m
) (o) = /35 j) fo) = Vo3 k) fo) = =21
1) f(z) =sin®z + cos®» m) f(z)=In(4d+z—v22-4) n) f(z)=e'*(z+2)

Héngt ein Seil nur unter der Last seines Gewichtes g, so beschreibt es eine Kettenlinie:

y(x):b-{—acosh(x:C) , a>0.

Die Spannkraft S ist in jedem Punkt des Seiles tangential gerichtet, ihre Horizontalkom-
ponente ist iiber die gesamte Linge des Seiles hinweg konstant: H = ag/L.

a) Man rechne nach: y(z) gentigt der Differentialgleichung ay” = /1 + (¥)2.

b) Ein Seil soll zwischen den Punkten A(0 m, 100 m) und B(300 m, 192.8 m) héngen,
sodass es in A horizontal einmiindet (sieche Abb. 2). Bestimmen Sie zunéchst b und c.
Stellen Sie dann eine Gleichung fiir a auf und 16sen Sie sie mit dem Newton-Verfahren.

Man bestimme das Taylorpolynom 5. Grades von f(z) = tanz an der Stelle x5 = 0.
(Hinweis: Man benutze fiir y = tan z die Gleichung ¢’ =1 + 32 ).

Man entwickle die folgenden Funktionen an den angegebenen Stellen zy in eine Taylor-
reihe:

a) f(z) = 23— @ =0, b) fl&) =a’lna®, z =1,

c) f(z) = arctanz , xy = 0.

Ersetzen Sie folgende Funktionen durch ihre Taylorpolynome P,(z, z¢) des angegebenen
Grades, und schitzen Sie den Fehler im angegebenen Bereich ab:

a) f(z)=(1+2z?) arctanz durch Py(z,1) in |z-1]|< Tl(_)

b) f(z)=1In(l+x?) durch Py(z,0) in |z < {5
) f(x)zsin(%cosx) durch Py(z,m) in |z—7|< g
d) f(z) = exp{sinz} durch P, (x,gf) in lm—%‘gﬁj
e) f(z) = exp{expz} durch Py(z,0) in |z < {5

Fir kleinere Betridge von z benutzt der Ingenieur oft die Ndherung:
l1+z)*~1+azx, a€R.
Schitzen Sie fiir folgende o den Fehler im Bereich |z| < 1072 ab:

a) la] <1, b)a:%, c)az—%.



43. Fir welche * € IR konvergieren folgende Potenzreihen? Man untersuche auch das
Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergenzintervalls.

> 3" i 2n2< 3)” 2, on-t
a —_—1" b — |z + = C z —13)"
) g (4n +5)5n )n:1 3 2 );2"—1( )
00 _l)n—l 0 1 e (__1)11+1
d)* ( z—e)" e —z" f "
) ; (z—¢€)" e) ; = ) ; e
o) 22'n,+2 . 00 7'[,2
g) Z x h) z?x”

vn+1

1

3

44. Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen,

und skizzieren Sie den

Konvergezbereich:
- 2 2 > > (27?)'
a) ) (n+1)"n ™ (z—1)" b) D> a2 @+2)" <) Y. ( !')2' (z+1)
n!
n=1 n=0 n=0
2 V2R (nt 1) = -
d n n, n a . .n
) — ¢ e)Zaw,aE]R f)an,ae]R
n=1 n=1 n=1
45. Man bestimme den Konvergenzbereich der Reihe
l+az+ b2 +a323 +0%t +--. , 0<a<b.

5 Die Integralrechnung

46. Man ermittle die folgenden unbestimmten Integrale:

)dx’ /\/x—l— V-2

h) _ds

¥

2 )
2?2+ = 4+ €% —sinhz

3
JIGE
d) fmge_ma dx,

g) / 27% coth(2'%) du,
j) /:r:\/l + zdx,

N

k) / 3\”th dz.

47. Losen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration:

) [ T

e)/

a) /xarctan zdz,

Inzdz,

d) / zInzdz,

g)/coshat-cosbtdt (a-b+#0).

48. Losen Sie folgende Integrale durch geeignete Substitution:

c) /tanhax dz,

f) / dz

Viz + a2
i /

zdx

Vol + g+ 1

/ sin’ y dy,

/e cosbtdt (a-b#0),



a)/ln(l—i—%)dw, b)/x lr;x((if—lnx)’ C)/'lfx/ft--_g1
d)/ﬁ, e)/ \/ltftzdt, f)/(TfZ—g):,dx.

49. Losen Sie folgende Integrale:

a)

/ )/ tanh ¢ d)/
\/_+,/y+ z? +2x+5 2\/cosht—1
/tzlntdt /tan tdt, g)/ln2xdaz, h)/2x2cosh2xd;c,

rnx
t dy, k 24 1)23% 1
/arcan\/7 Y T3 oma? )/(a: + 1) z°dz, 1)
/ e*/?dz, )/ (cosz)Vsinz dx, )/ : dt, p)
2 +1

50. Man berechne die folgenden unbestimmten Integrale

]

a) / e” sin 2z dx, b) /(sin:v + sin® 7) dz, c) / arctanz dz,

3_2 Z
d) /arsinhxdm, e) /332 Inz dz, f)/x +1x dr, g) f l_ieg dz
T o

51. Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen u,v forme man das folgende Integral um:

/ (u(z)v"(z) - v(z)u"(z)) dz.

52. Es sei I"(z) := [ 2™(Inz)" dz. Man beweise die Rekursionsformel

m+1

n
m+1"
und berechne dann damit das Integral [ z3(Inz)?dz.

53. Man zeige, dass I, := [ z"coshz dz und J, := [ 2"sinhz dz den folgenden Rekursi-
onsbeziehungen geniigen:

I, = z"sinhz — nJ,_, J,=x"coshz —nl,_;.
)

54. Man berechne folgende unbestimmte Integrale:

a) /x3 sin 2z dz, b) /3:66“’2/2 dz, c) CO\S/_\/_ T3
W/ 6
d) / dx e) 1;—33 i f)/ CoS &

4 — g%’ 1+sinz

dz,

gz h) z”+1 ol 1)/ dx
V2ax — a2’ eVl — 22 +1 1+2°



-1 zt—1 a—1x
| d ) [ /2= dx, a,b
J)/4fc3—:c " k)/xB—xQ-i-x—ldx’ )/ z—p 00 B0>0,

e dz /
m dz, n , 0 Vvtanz dzx,
)/\/123:—2—9:.7:2 )/(1+x2)\/1—x2 )

dz sinx — cosx -6
] —-—-d ‘! a4 . A 9 . 4 d ¥
p)/tanhx Q)/sm:l:-f—cosm % I‘)/m4+6902+8 v
s) & t)/ iy
_, z.
r—vVaz2-1 vz —1
55. Berechnen Sie [ f(z)dz. Dabei ist f(z) gegeben durch
a) B 432" +52° 482" +dz 43y g'+1
(a* +1)*@* +22+1) (z - 1)(z? +1)%’
323 — 22 +5 z* — 28+ 2% —3z+38
c) 2 —4z +3° d) 2 -zl —z—-2
e) 6z + 1 £) 522 — Tz +6
(z* — 6z + 18)% 23— 327+ 4’
4ot +42% — 222 — 10z — 6 x> +1
g) z° 4+ 7zt + 162° + 102° h) >+ 2
i) z? — 3z +2 i) 622 +2+3
(2z +5)(z* — 1)’ 3z +5 7
2
z°+1
k) F+ 1

Hinweis zu k): (22 + v2z + 1)(22 — V22 4+ 1) = 2 + 1.

56. Man l6se
cos T sin 1, :
a) y,:—(ﬁtT“"i, b)y,:exTyﬂ
¢) zy' =y(3 — ), d) y’:%—rf_—y.

57. Man integriere folgende Differentialgleichung durch Trennung der Variablen
2yt — (1+2)(1+y) =0,

58. Man I6se die folgenden Anfangswertaufgaben

P oo _ r__ COSx = [/
a) y' =ze®, y(1) =3, b)y—m, y(m) = 7,
¢) 2y’ =3y =0, y(-1) = —3, d) (1+2)y = -3y, y(6) =1.

59. Man bestimme alle Lésungen des Problems
zy' =3y =0, y(1) =1, y(-1) = -1/2.

60. Man berechne die folgenden bestimmten Integrale:

10



61.

62.

63.

64.

65.

66.

[z]dz , a>0, z°(1 dz, (vgl. Bsp. d)),

dz
24142V +1

" (1—2z)"dz , n,m e N,

(a:\/l-i-—% —z(z + 1)) dz,

5

sin® z dz, h) i

sin’ z cosz dr,

/ )[4
f o[
) 2/1x(1+jxl—7) 0 _/0
/ /
/

s
Va? + 2z + 5 dz, j)/\/x(3x—2) dz.
3

Man berechene den Flécheninhalt zwischen den folgenden Kurven und der z—Achse im
Intervall [0, 10]:

a)y = (x — 1)(z* — 5z + 6), b) y = x cosx.

Bestimmen Sie:
a) den Inhalt F' der Fliche, die von den Kurven f;(z) = 22 und fo(z) = 42 — 1% begre-
nzt wird.
b) den Inhalt F' der Fliche, die von den Kurven
4 , 3<z<19 r—-12 |, z>1
f1(33)={0 , sonst ,fz(x)={( 0) , <1
und f3(z) = v/ — 3 begrenzt wird.
c) den Inhalt F' der Fliche, die von den Kurven fi(z) = |sinz|, fo(z) = —1 und den Ge-
raden zg = 0 und z; = 27 eingeschlossen wird.

Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, der bei der Drehung der Kurve y =
1/(1+ z?) um ihre Asymptote entsteht.

Man berechne die Oberfliche des Rotationskérpers, der bei Drehung der Kurve y =
sinz, 0 <z <, um die x—Achse entsteht.

Man berechne die folgenden uneigentlichen Integrale:

dx arcsin z dx,
V1-—12
7r/4
dx
c —_— d / cot z dr (Cauchy’scher Hauptwert).
'/ | vt 9, ( )

Man berechne die Flache zwischen der Kurve ¥ = zInz und der z—Achse auf dem Intervall
[1,2] mit Hilfe der Formel von SIMPSON. Anschliefend vergleiche man dieses Ergebnis
mit dem exakten Wert.

11



6

67. Unter Verwendung der SIMPSON’schen Regel bestitige man die folgenden Resultate:

68.

69.

70.

71.

72.

73.

m/2 3
a) / S.z dz~1.0184 (2L =4), b) / Vz* + 7+ 1dz ~8.1587 (2L = 6).
maex
/4 0

Man berechne die folgenden elliptischen Integrale (diese geben die Bogenlinge der Ellipse
mit den Halbachsen o = v/2,b = 1 an) mit Hilfe der Formel von SIMPSON fiir 2 bzw. 4
Teilintervalle:

w/2

2m T
a)I:/\/1+sin2tdt, b)I:2/\/1+sin2tdt, c)I=4/\/1+si112tdt.
0 0 0

Man vergleiche die gewonnenen numerischen Werte mit der Naherungsformel

I ~27m4/3/2.

Lineare Algebra - Teil 1

Der Schwerpunkt S eines Dreiecks PQR ist durch §= ﬁi‘{i’: gegeben; zeigen Sie, dass der
Schwerpunkt die Schwerlinien (=Verbindungsgerade zwischen einem Eckpunkt und dem
Halbierungspunkt der gegeniiberliegenden Seite) im Verhéltnis 1 : 2 teilt.

Gegeben sind A(0,0,0), B(5,0,0), C(0,10,0), D(3,4,5). Man berechne die Gleichungen
der Seitenebenen und Seitenkanten des von A, B,C, D aufgespannten Tetraeders. Man
berechne die Tetraederh6hen, die Gleichungen der Schwerlinien sowie deren Langen. Fer-
ner berechne man die Flacheninhalte der Seitenflichen und das Volumen des Tetraeders.
Berechne die Koordinaten des Schwerpunktes sowie den kiirzesten Abstand gegeniiberlie-
gender Kanten.

Man schneide die drei Ebenene; : z+y—2 =3, 65 : 2+2y+52 =8 und €3 : 22— 8y = —4.
Berechne die Gleichung der Schnittgeraden von € und &, sowie die Winkel zwischen den
Ebenen.

Man berechne
1 0 1 2 4
ay{2] x|-1], b) | 2 -1 x| 8
3 4 -1 3 )
Man berechne
1 -1 5 a 1 3
a)):l)) Z’, b)i ?’, c)i6 1 =8|, d)|-1 2 a|l,a€R.
2 5 2 =13 0 1 4
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74.

75.

76.

77,

78.

79.

80.

81.

82.

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g, h sowie die Gleichung der Ebene ¢,die
davon aufgespannt wird, in parameterfreier und Parameterform

3 -2 T 4
g:f=|=1]4+Xx| 5], h:F=|0 |+pu]| 1

2 -3 -3 -3

8

Berechne den Abstand des Punktes P(4,5,6) von der Geraden

-1 —2
g: =13 |+A2]1 0 ].
2 1

Berechne den Abstand der beiden windschiefen Geraden

5 4 4
g :T=|=2]4+A|-1), ¢g:Z= 10 + p 7
-3 0

Berechne die Gleichung der Ebene durch A(1,2,3), B(4,2,0) und C(3,1,1) in parame-
terfreier und Parameterform und den Abstand des Punktes P(10,15,200) von dieser
Ebene.

a) Gegeben sind die Punkte A(3,1,4), B(0,2,—3), C(3, -1, 3). Zeigen Sie, dass das Drei-
eck ABC rechtwinklig ist, und berechnen Sie die Lange der Hypotenuse.

b) Gegeben sind die Punkte A(1,—1,0), B(3,1,4v2), C(v2+1++10,v2-1-+/10,4).
Zeigen Sie, dass das zugehorige Dreieck ABC gleichschenklig ist, und berechnen Sie die
Winkel des Dreiecks.

Gegeben sind die festen Punkte Q1(1,0) und Q,(3,1) in der Ebene R? sowie die Gerade

¢ in Parameterform durch
S -1 3
OP(t) = ( 4 ) +t(_1> :

Berechnen Sie alle Werte von ¢, fiir die das Dreieck: A(t) mit den Ecken: @1, @, P(t)
a) gleichschenklig oder b) rechtwinklig ist.

Bestimmen Sie jeweils P(t), die Seitenlingen: d(Q1, Q2), d(Q1, P(t)), d(Q2, P(t)) und die
Lage des rechten Winkels.

Fillen Sie vom Punkt (Q(9,8,1) das Lot auf die durch die Punkte Py(1,1,-9) und
Py(2,3, —4) gehende Gerade g. Berechnen Sie den Lotfufpunkt L und den Abstand d(Q, g)
von @ und g.

Bestimmen Sie die Gerade g in der Ebene, die durch die Punkte P : (—11,2) und P :
(1, =7) geht:
a) in Parameterform, b) in parameterfreier Form, c) in Hessescher Normalform.

Bestimmen Sie die Ebene ¢, welche die drei Punkte

Py(-1,-1,-1), P (-2,-1,1), P,(0,—2,0) enthilt,

a) in Parameterform, b) in parameterfreier Form, c) in Hessescher Normalform,

d) Berechnen Sie den Flicheninhalt A des Dreiecks mit den Eckpunkten: Py, P;, P, und
das Volumen V des Tetraeders mit den Eckpunkten: O, Py, P, Py
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83.

84.

85.

86.

87.

88.
89.

90.

91.

92.

93.

Das Parallelogramm ABCD, A(2,3,1), B(—4,4,2), C(-8,—1,5) ist die Basis einer vier-
seitigen Pyramide ABC DS, deren Korperhohe im Mittelpunkt M der Basisfliche errichtet
ist und die Lange /354 hat. Berechnen Sie die Koordinaten von S.

Bestimmen Sie zu € :  — 2y + 2z = 7 die Gleichungen der beiden parallelen Ebenen im
Abstand 6.

Berechnen Sie das Volumen des Parallelepipeds ABCDEFGH, A(5,—3,1), B(3,3,2),
D(-1,-2,3), E(4,-2,7).

Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeders A(5,-2,4), B(6,4,0), C(-2,-3,1),
D(0,0,9).

Bestimmen Sie a) den Inkreismittelpunkt b) den Umkreismittelpunkt des Dreiecks
A(-21,-68), B(27,16), C(-8,36). Ermitteln Sie auRerdem die Beriihrungspunkte der
Seiten am Inkreis.

Bestimmen Sie den Hohenschnittpunkt des Dreiecks A(—8,1), B(7 —4), C(4,8).

Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des R™ 7

a) {=(z1,22,...,%,)| 71 = a,a = konstant },

b) {Z = (z1,22,...,24) |21 > 0},

¢) {Z=(z1,22,...,2,) | 71 - 75 = 0},

d) {f=(21,22,...,2,) |21 =0} U{Z = (21, 72,...,%,) |22 = 0},
e) {&=(x1,22,...,2,) |21 =0} N{ZT = (z1,72,...,2,) | T2 = 0}.

Die Vektoren @ = (1,-2,5,-3), ¢ = (2,3,1,-4), @ = (3,8,—3,—5) erzeugen einen
Unterraum U des IR*. Bestimmen Sie die Dimension von U .

Im TR? sind folgende Teilmengen gegeben:

a) T1 = {de IR3 | a= (al,ag,ag),al,ag c ]R,},

b) Tp = {d@ € R*| @ = (a1, a9, as), a1 > 0},

C) T3 = {de IRS | a= (al,ag,ag),a1+a2+a3 :0}
Welche dieser Teilmengen ist ein Untervektorraum?

a) Fiir welche & € R sind die Vektoren (c, 0, 1), (0,«,2) linear unabhingig?

b) Man bestimme diejenigen Werte von = € R, fiir die die Vektoren (1,2,1), (1,z, —1),
(1,—2,1) linear unabhingig sind.

Man priife folgende Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit:
a) d=(3,6,9), b=(-1,83), ¢=(11,2,21);
b) @=(3,1,7), b=(2,-2,18), &=(-1,1,-9);
¢) @=(2,-1,7,6), b=(-1,1,-2,-4), &=(1,1,8,0), d=(0,1,3-2).
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94.

95.

96.

Man gebe die grofte Anzahl von Vektoren aus den angegebenen Familien an, die linear
unabhéngig sind:

a) R% 4} = (1,0,-1,1,2,),4 = (0,1,1,2,3) und 43 = (1,1,0,1,0).

b) R*: i = (1,0,—1,1),d5 = (0, 1,-1,-1),u3 = (1,1,0,—1),d3 = (0, -3,0,4).

Man bestimme eine Orthonormalbasis fiir die von den folgenden Vektoren aufgespannten
Vektorraume:

a) Vi = Span((l, ~1,0, 1),(—1,1,1,1),(0, 2,1,1)),
b) V, = Span((1, 1, -1,0), (0,2,0,1), (~1,0,0,1)),

c) Vi Span((l,l,l) (2 2,2),(0,0,1),(1,2,3)),

d) V4 = Span((1,1,0,0), (2, -1,0,1), (3, =3,0,—2), (1, =2, 0, —3))..

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Gleichungssysteme

&) T, + Tz + X3 =

r, + 2.'1)2 - T3 + x4 =
Ty — T9 + 6x3 =
T + 3.’E3 =

o o o O

b) 1 + Zq
Ty + I3
T3 + Z4
Ty + s

=

l

&

| Il
cocococo

— O o e O =W
|

[l )
S N

O R H N =O
|

| A:(
d) A-£=0 mit A(

— e
—_ e e

97. Welches der folgenden linearen Gleichungssysteme besitzt eine nichttriviale Losung?

a) © + 2y + 32z =0 b) 2z + y — z =0
2y + 2z = 0 x — 2y — 3z = 0
T + 2y + 3z =0 -3z — y + 22 =0

98. Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Gleichungssysteme

a) ;1 + T2 + x3 + x4 = 2
200 — 9 + x3 — x4 = 12
3z, + 2x3 = 1
Ty — 2£C2 — 2.’174 = 9
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b) z — x + 223 = -3

2%1 + 421)2 + x3 = 6
z + 21172 — I3 = 3
1 -1 2 =2 3
e 7 .| -1 -4 8 =3 > | 2
¢c) A-Z=bmit A= 1 1 -2 o | b= |
3 2 -4 -1 4
99. Man bestimme alle Losungen des linearen Systems
T + ¥y -z 4+ w = 3
2 — Yy — 2z + 2w = 4
- 3y + =z = -2
-3z + 3y + 2z — 3w = -5
100. Man 13se die folgenden linearen Gleichungssysteme mit dem Gaufschen Eliminationsver-
fahren:
a) T + y + 2z =1 b) =z + 2y + 2z = 5
r -y + z = 2 -z + 2y + 8 = -1
T +y - z =3 r + 6y + 10z = 9

c) = — 3y + 8 = 3
2 + 2y + 2z =0

101. Man 16se die folgenden linearen Gleichungssysteme mit dem GauRschen Eliminationsver-

fahren:

a) ¢ + y + 2z = 1 Db) z; + 72 + 23 + T4 + x5 = 5
r — y — 2z = 0 T1 — Tg + bry — x4 — 225 = 1
2¢ + 2y = -1 21171 + Z3 — Ty = 0
z + 2z = )
zr — y + 4z = 3

¢) ® + Zo + z3 + x4 = 0
Ty — X2 — X3 = (

-1 + 9 + x3 + 224 = 0
i) Ty = 0

102. Man bestimme alle a € R, fiir die das System

T + vy — z = 3
r -y + 3z = 4
r + y + (@*-10)z = a

a) keine Losung,
b) eine eindeutig bestimmte Losung,

¢) beliebig viele Losungen besitzt.
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Fiir welche b € IR® besitzt das inhomogene lineare Gleichungssystem A - = b mit

11 =2
A= 2 -1 -1 | eine Losung?
4 1 -5

Man bestimme alle a € R, fiir die die folgenden Systeme l6sbar sind und gebe in diesem
Fall die Lésung an.

a) z + 2y + 2z = a? b) = + 2y + 2z = a
T + y + 3z = a T + y + 3z = a
3z + 4y + 72 = 8 3z + 4y + 8 = 8
. 1 3 2 . 1
Fiir welche t€ R ist A-Z=bmit A= -1 -2 2 |, b=| 2 |, losbar?
2 5 t 1
. 3 2 4 .
Gegebenist A-f=bmit A= 2 5 -1 | ,beR3.
5 7 3

a) Fiir welche b € R® existiert cine Losung?

b) Man bestimme die Losung in Abhéingigkeit von b.

Man bestimme alle a € R, fiir die das Gleichungssystem A& = b mit

1 -3 2 . 1
A= 2 a0}, b=101},
-1 6 4 2

a) eindeutig l6sbar,
b) loésbar ist.

2—-t 3 —6 . 1
Gegeben ist A = 3 2—-t -6 , b= 1 ],teR.
-6 -6 11—t -2

a) Fiir welche Werte von t € R besitzt A% = 0 eine nichttriviale Losung?
b) Fiir welche ¢t € R ist A-# = b lésbar?

¢) Fiir t = —1 bestimme man die Losung von A - % = b.
Gegeben ist das Gleichungssystem

2.’1,'1 + Ty t+2x3 = 0,
—2)\1}1 + )\272 + 9:133 = 6,
21171 + 21‘2 -+ )\.'123 = 1.

a) Fir welche A € R ist das Gleichungssystem eindeutig losbar?

b) Fiir welche A € R existieren beliebig viele Losungen?
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c) Fiir welche A € R existieren keine Lésungen?
d) Man berechne die Losung fiir A = 1.

e) Man berechne die Losung zu b).
)

f) Wie konnen die Ergebnisse von a), b) und c) geometrisch gedeutet werden?

110. Man bestimme den Rang von

a)
1 a a?
A=11b b | eMBx3R),a#ba#cb#c.
1 ¢
b)
1 3 7
2 1 8
B=]3 -5 -1 | e M(5x3R).
2 -2 2
1 1 5
c)
0 1 2 1 -1 3 2
1 1 -12 1 10 T
C = 1 2 1 3 9 11 € M4 xT,R).
-12 7 1 -2 55
111. Man bestimme den Rang von
a b 0 b
b a b 0
0 b a bl a,beR,
b 0 b a

in Abhéngigkeit von a und b.

1 2 3 -1 6 —4 1 4
a=(aoa) 2=(2570) o=(23)

Man berechne 34, 2A-3B, CB.

112.

113. Man bestimme den Rang sowie die Summe und das Produkt der folgenden Matrizen
(soweit moglich):

a)
2 34 111
A=|1-10], B=[oo0o0],
0 01 345
b)

[N )
Tr W
SN——
vyl
fl
N
S =
[an i o]
—
—
N—



114.

011 .G
A= 0 01 y BZ(bU)EM(’nX’I’L,]R) mit bij: o fllI' Z—]
0 fir i+#j
0 00
mit a; € R, a; # 0, 0 < ¢ < n.Man berechne A% und B2.
115. Man bestimme eine (3 x 3)— Matrix A , sodass gilt:
1 0 2 1 -1 -2
a) A-| 0 | = 1], b)A-[3]= 71, ¢gA-| -1 } =] -1
1 -4 1 -7 1 2
116. Fiir welche a € R sind die Matrizen
1 10 a—2 2 2
A=11 0 0 bzw. B = 2 a-2 2 reguldr?
1 2 a 2 2 a—2
Man berechne in diesem Fall A= und B7!.
117. Man bestimme - falls moglich - die Inverse folgender Matrizen
2 s L 2 -1
a) A= 11 2|, b) B = ;
01 2 1 -1 21
1 3 3 2
11 11 12 -3 1
13 1 2 -1 3 -3 -2
V=12 01| DP=1 545 1 5
59 16 31 -2 5
118. Man bestimme — falls moglich — die Inverse von
024 s 2 g
A= , B=1|245],
104 9 192 4
1 2 8 18
1 firi=j, Il
C=(ci]~)€M(nxn;lR)mitcij: -1 firi=35+1, j=1,...,n-1
0 sonst.
119. Man bestimme die Inverse der angegebenen Matrizen:
W
a) 2 10 -2 |, b)
L 9 4 -1 2 1 =1
B 2 —4 -1 4
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120. Man berechne detA fiir

2 3 4 13 40
8 7 65 2 & @1
B A=l 50 41| PA= 12 230
34 =30 00 14
121. Man berechne die folgenden Determinanten
5 1 2 3 a 1 00
0 1 2 4 -1 b 1 0
D 2a 1l D) o1 1] ¥hedeR
2 5 7 13 0 0 -1 d
122. Man berechne die Determinante
1 -2 3 -2 =2
2 —1 1 3 2
1 1 2 1 1
1 -4 -3 -2 -5
|3 -2 2 2 -2

123. Man bestimme die Determinante folgender Matrizen (a,b,c € R):

1 1 1 a b+c 1 a—b b—c c—a 14a b c
b c+a 1),lb—c c—a a—-0}, a 1+b ¢
a’> b 2 c a+b 1 c—a a—b b—c a b 1+c

124. Man berechne (unter Verwendung des Determinantenmultiplikationssatzes) detA-detB

fiir
1 2 0 -2 1 3 =2 4
1 3 1 -3 01 3 -2
A= -2 -1 2 01’ B= 21 -1 1
-1 4 =1 2 02 1 0

125. Man berechne mit Hilfe verschiedener Methoden die folgenden Determinanten:

13 3 4 —4 2 1 9 2 -3 1 3 192 —1
1 20 3 0 1 2 -1 9 0 3 —7
a)_égg’b)2034’c)3—141’d)134—5
0 -3 2 1 2 3 0 0 0 -1 1 -5

126. Man berechne die Inversen der angegebenen Matrizen mit Hilfe von Determinanten:
1 0 0 -2/3
o 0 0 1/3
1 0 1 -2/3

-1/2 1/2 -1/2 1/3

—w O

2
a) 11 G12 ‘ b) 0
Qg1 Q22 1
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127.

128.

oo

Man untersuche folgende Gleichungssysteme mit Hilfe von Determinanten auf Losbarkeit
und verwende gegebenenfalls die Cramer’sche Regel zur Losung (a € R ):

a) ar + y + 2z = 0 b)az + y + 2z = 0
z + ay + 2z =0 x + ay + 2z =0
r 4+ y + az = 0 T + y + azx =1

Man bestimme unter Verwendung der Cramer’schen Regel alle a € R, fiir die das System

T — 2y + 2z = 9
2r + gy e a
3r — y - =z = -—-10

eine Losung mit y = 1 besitzt.

Losungen

a) L={-1},b) L=0,c) L=0,d) L={z : < 1},e) L=0,f) L = {-1,-3}, g)

L={1},h) L ={-1,1}.

a) L={z: -1 <z <3}

b) L={z : z <6},

) L={z:2>1}U{z : 2z < -T},

d)L={z: -4<z<?2}

e) L={z: z <4,z # 2},

f)L={z:3<z<2}U{z:z<-1},

g L={z:2>2}U{z:z2<-3}U{z: i<z <1}

hyL={z:2>0z# 1},

i) L=A{x : z <3},

j)L=A{z : z < -3},

k) L={z: -4 <z <0},

) L =R,

m)L={z:z<-3}U{z:z>2}

n) L={z: -16 <z < —4},

o) L={z:z>V2}u{z:z<1,2+#0}.

a) Rez =1, Imz = —1, |z| V2,22 =-2|z* =2

b) Rez=—1,Imz=—1,|z| = 2,22 =i |2 =]

c) Rez = 10, Imz = 1, |z| V101, 2% = 99 + 204, |2|? = 101

d) Rez =11, Imz—7 |z| V170, 2% = 72 + 1544, |2|? = 170

e) Rez = 30;}), Imz = 312 = J% 2 = s (112 — 663), | |z|2 = 13

f) Rez = 53, Imz = £, |2| = 2 (119 + 1207), |2|* =

g) Rez = 5, Imz = — 33, |z|—5z=%(1—\/_z) |z|2—25

ca)z=3b)z=~-1+2i,¢)z=1—1.
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9.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

a) Linke Seite der Parabel 2 = 7(y® — 3) (inkl. Rand)

b) Zwei Kreisscheiben mit Mlttelpunkten ¢ = +2, Radius r = 2 (inkL Rand)
¢) Auferes und Rand einer Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 1, Radius r = 5
d) Halbebene: y <z — 1 ohne 2y = —i

e) Kreisscheibe: ¢ = 1 L

) 1T BT

f) A = 1: AuReres und Rand einer Kreisscheibe ¢ = 1 + %, r=1,A=5:C
g) Gerade: y =2z — 1

h) Kreis ¢ = —1+z r=2

i) Ellipse: ‘”4—2 +y2=1

j) 4 Punkte: :t2 +i
k) Kreis: ¢ = f,,r =2
1) Gerade: z = =
m)y>-2-z y>x—1,y<a:+2

n) Dreieck, Ecken: 0,1 — 4, 3(1 + 4

o) Rhombus, Ecken: +1, :i:z\/_

p) Winkelbereich y < 0 und y<—z+lundy<z+1
q) Parabelbereich: y > £(z —1)* — 1

r) Winkelbereiche: |y| < |z] und y = 0

a)a=0,N=5005b)a=0N=5c)a=0N=10% d)a=2N = 5331
a)a= % b) Folge ist nicht konvergent. ¢) a = 0.
e3, 2, eP.
) =0,b)a 2, ¢) a = 0, d) Folge nicht konvergent, ¢) a =0, f) a =0, g) a = 2, h)
=1,i)a O,J)a 3, k)a=0,1) a=+oo.
50,13
Ja.

Die Reihe ist a) divergent, b) konvergent, c) konvergent, d) konvergent, e) divergent, f)
konvergent, g) konvergent, h) konvergent, i) divergent, j) konvergent.

Die Reihen in a), b) und e) sind konvergent mit Summen 3

5»—9,1. Die Reihe in d) ist
divergent.

Die Reihe ist a) konvergent, b) divergent, c) divergent, d) konvergent, e) konvergent, f) di-
vergent, g) konvergent, h) divergent, i) divergent, j) divergent, k) konvergent, 1) divergent,
m) divergent, n) divergent, o) konvergent, p) divergent, q) konvergent, r) konvergent, s)
divergent, t) konvergent, u) konvergent, v) konvergent.

Nein.

Die Funktion in a) ist stetig aufer in zy = 0. Die anderen Funktionen sind stetig auf
[—,m].

a) f(x) ist stetig auf R\{1}, b) f(x) ist stetig auf R\{—1}, c) f(x) ist stetig auf R\Z, d)
f(z) ist stetig auf R\Z.
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24.

27

28.

30.

31.
32.

33.
34.
38. a
39.
40.

42.
43.

44.
45.

a) f(z) ist an & = 2 jeweils stetig ergéinzbar durch f(—2) =6 und f(2) =

b) f(z) ist nicht stetig ergénzbar.

)
)

¢) f(z) ist an £ = 1 stetig ergéinzbar durch f(1) = 2, an der Stelle £ = 3 nicht stetig
b

erginzbar.
a) f(z) ist auf R\{0} differenzierbar.
b) f(z) ist auf R\{0} differenzierbar.
¢) f(z) ist auf R\{+Arcosh 2} differenzierbar.
d) f(z) ist auf R\{£1} differenzierbar.
F ) = 4—y fiiry < 2
V=1 2- =2 firy>2.
a) 3, b) 3, ¢) —2, d) 8, e) existiert nicht, f) 0, g) oo, h) a, i) 0, j) 0, k) 1,1) 2, m) 1, n)
1’ 0) Oa p) 11 q) _%
Das Verhaltnis A : r (Hohe zu Radius) muR 2 : 1 sein.
a= %, b= g.
o _ 2
[=V3b=2.
h=%.
= 499.657,b = 399.657 = 100 — a,c = 0.
T + % + 2—1’”5—
a)
1 5) e
n=>0
b)
15 11 ) .
f(x)—3(x—1)+?(x—1)+?x—1 +18; z—1)",
c)
s 2n+1
1= gy

0.104- 1075, b) < 0.13-1075, ¢) < 0.385-1075.

a) <
a) —v5/3<z<5/3,b) =5/2 <z < —-1/2,¢) 125 <z <135 d)e-1<z<e+1,

) -1<z<1,f)-1<z<1,g) —-1/4<z<1/4, h)firalez e R
a) 1/e, b) 0,¢) 1/4,d) 1/v/2, e) 1/a,a # 0, co sonst, f) 1
1/b.

[¢7]
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60.

61.
62.

63.

64.

65.
66.
68.

71.

72.
73.

74.

75.
76.

7.

78.

80.

81.

2) Ho](2ar ~ [a] - 1),

b) s

c) 3 — /5,

d) Gmrn

0§~ 32— vE) - VA,

f) 25

g) %(—IOCOSI + 2cos3 — Lcosb + 1),
h) 0,

i) ~ 9.75, N

j) =~ 12.65.

a) 995, b) 97 — 1 — cos(10) — 10sin(10).

a) 1+ 18 b) 24, ¢) 44 2r.

mﬁo

w<2\/§+ln%).

a) 6.282;8.014, b) 8.015; 7.359, ) 7.653; 7.028.
-2 v
2= 5 |+t =6 |, =102,17°, 0y = 114.84°, aig — 108.06°.
1
8) (9, —4,~1), b) 5.
a) —2,b) 0, c) 0,d) —a® + 8a + 1.

3 -2 4
(3,-1,2), z4+y+z=4,Z=| -1 | +X 5 +pl 1 ;
2 -3 )

6.15.
9.

il 1 2
—4 7= 6
r+z=4,=\| 2 |+ 0 +ut —1 ,%.
3 -1 —22

a) Hypothenuse /59,
b) a = 28.12°, 8 = y = 75.94°.

(17/5,29/5,3),d(Q, g) ~ 6.34.
a) Z(t) = ( _211 ) +t( _43 ),b) 3z + 4y = —25, ¢) TS —
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82.

83.
84.
85.
86.
87.

88.
89.

90.
91.
2.
93.
94.
96.

97.

98.

99.

100.

101.

a)f=| -1 ]+Xx] 0 }+pu]| -1 ,b)2z+3y+z:—6,c)2m—+f/%ﬁ=0,d)
-1 2 1
1
)
(1,8,20) bzw. (-7,—6, —14).

T —2y+2z2=25bzw. x — 2y + 2z = —11.
131.

5

w
[e21[e]

a) M; = (5,10), b) M, = (—14.5,—1.6). Beriihrpunkt des Inkreises an der Seite AB
= (19, 2).

(28/11,40/11).

a) kein Unterraum, b) kein Unterraum, ¢) kein Unterraum, d) kein Unterraum, e) Unter-
raum.

2.
a) Unterraum, b) kein Unterraum, c¢) Unterraum.

a) a # 0, b) fiir alle z.

)
)
a),b),c) linear abhingig.
a),b) alle Vektoren sind linear unabhingig voneinander.
)

a)z=(0,0,0,0),b) ¥ =1¢(1,-1,1,-1,1),t € R, ¢) T = s(-5,1,1,0)+¢(-10,2,0,1), s, t €
R, d) Z = (0,0,0,0,0).

a) nichttriviale Losung & = t(—1,—1,1),¢ € R, b) nichttriviale Lésung 7 = #(1, —1,1),t €
R.

| 2 0 1
. .. - - —l 2 -1
a) keine Losung, b) Z = (-1,2,0), c) 7 = o | ¥l 1 |+Y] o
0 0 1
7/3 2 -1
N EYE 1 0
= 0 +u 3 +v 0
0 0 1
a

7 = (5/2,-1/2,-1), b) & = (3,1,0) + £(7/2,-9/2,1), ¢) T = (3/4,-3/4,0) +
t(—19/8,15/8, 1).

)
a) keine Losung, b) Z = (—3/5,22/5,6/5,0,0)+s(0,—1,0, 1,0)+%(1/2, -3/2,0,0,1),s,t €
R, ¢) nur trivial 16sbar.
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102. a) keine Lésung, wenn a = —3, b) eindeutige Losung, wenn a € R\{+£3}, c) beliebig viele
Lésungen, wenn a = 3.

103. b = (by, by, by — 2by).
104. a) a = 2,—4, b) fiir alle ¢ € R.
105. ¢ # 0.

0 -2
106. a) b= (by, by, b1 +by), b) F= | —Zbi+ by | +u| 1
ﬁhl — %bg 1

107. a) a # —8, b) fiir alle a € R.

a)
108. a) t =—1,17,b) t #17,¢) T = (1/3,0,0) + u(—1,1,0) + v(2,0, 1).
a)

109. a) A # 3,-3/2,b) A =3, ¢) A = —3/2,d) & = (=7/10,1,2/5), ) & = (=1/2,1,0) +

t(1/2,-2,1), f) im Fall A = 3 handelt es sich um 3 Ebenen, die sich entlang einer Geraden
schneiden, bei A = —3/2 haben sie keine gemeinsamen Punkte. Im Fall A # 3,-3/2
schneiden sich die 3 Ebenen in genau einem Punkt.

110. a) 3, b) 3, ¢) 3.

111. a=b=0:Rang 0;a #0,b=0:Rang4;a =0,b# 0: Rang 2; a = +2b,b # 0 : Rang 3;
a # +2b,b # 0: Rang 4.

3 6 9 5 —14 18 -7 —6 —4
-3 0 -6/ \4 9 —-4)> \ -8 3 -8/

113. a) Rang von A, B ist 3, 2.

112.

14 18 22 3 2 5 3 4 b
AB = 1 1 1 , BA= 0 0 0 , A+B=1|1 -1 0 |,
3 4 5 10 5 17 3 4 6
b) Rang von A, B ist 2, 2.
24 7 9
AB=|12 6 7 §
4 8 17 21

BA und A + B sind nicht definiert.

114. A3 ist die Nullmatrix, B? ist eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen a2, ..., a2.
1 0 —1
0 2 1 .
-3 0 -1
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116.

]
Il
/.-_‘\
|
QIMH ©
Qh—ll —
—
Q= O O
SNS————
]
H
<
1
—

—
e
|
l\.')l\')g
| I
l\Dg [\&}

-2
_2 ,a # _2, 4.
a

0 1 -1 7/3 -1/3 -1/3 -2/3

-1 | a9 —19 —a9 1/
! _( T _1)’ BY=1 19 —2/9 179 29 |

—5/3 2/3 2/3 1/3

- (a+2)(a—4)

117.

118.

1 0 -1
1 1/2 -1 0
-1/2 2 5/2 -2 |’
0 -1 -1 1

B~ existiert nicht,

—_
= o
oo

119.

Al =

11 5 -15 2
4 -18 2
%(_6 3 0)1 gi_Llf -2 10 10 -

i %3) e\ e w
-J120. a) 324, b) 21.

121. a) =75, b) 1+ ab+ ad + cd + abed.

122. 118.

123. a) (b—a)(c—a)(c—b),b)0,¢c)0,d) a+b+c+1.

124. 169.

125. a) —43, b) 75, ¢) 9, d) 0.

126. a)

Al = 1 G2  —0a12
- b
(11 — QoG9 \ —OG21 411

2 1 -3
1 1 -2,
-3 -2 6
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127. a) Trivial 16sbar fiir a # 1, -2. Fiira =1: 7 = s(~1,1,0) + t(-1,0,1),s,¢ € R und fiir
a=-2:%=1t(1,1,1),t € R b) Eindeutig losbar fiir a # 1, —2 mit Losung (—1/[(a —
D(a+2)],—1/l(e - 1)(a+2)], (e +1)/[(a — 1)(a + 2))).

128. a = —1.
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