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Ubungen aus Mathematik II M WM VT

1 Koordinatensysteme und lineare Differentialgleichungen

1.1 Lineare Algebra - 2. Teil

1. Man stelle die Vektoren (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) beziiglich der Basis 0,1,1),(1,0,1),
(1,1,0) dar (d.h. als Linearkombination der genannten Basisvektoren) und bestimme
die Transformationsmatrix dieser Koordinatentransformation.

2. Die Matrix A = ( 1 i ) ordnet jedem Vektor T = ( zl ) einen weiteren Vektor
- 2
!
7 = z} gemif ' = A-Z zu. Auf welche Vektoren werden die Basisvektoren
2

by = ( é ) by = ( (1’ ) abgebildet? Worauf wird die Gerade z; = kzy + d abgebildet,

worauf die Kreise z2 + 22 = r? ? Man diskutiere diese Abbildung!

3. Welche geometrische Bedeutung haben die Koordinatentransformationen § = A - £ mit

V22 —V2/2 _ 1/2 —/3/2
) A‘( V3/2 —ﬁ/z)’ b) A‘(ﬁ/z 1/2>?

4, Gegeben sind die Matrizen

cos¢ —sing 0 cosyp 0 —siny
A= | sing cos¢ 0 |, B= 0 1 0 :
0 0 1 siny 0 cosvy
Man beschreibe geometrisch die folgenden linearen Abbildungen:

a) L :R*—>R?, L,(%) =A- 7,

b) L, : Rs-—)]R.3,L2(IE) =B f,

C) Ls ZIR,3—)]R3,L3(f) =A-B '.’f,

d) Ly: R*—R?,Ly(Z) =B-A-%.
5. Man bestimme die Eigenwerte und die Eigenvektoren folgender Matrizen
1 00
010
0 01
000



10.

11.

12.

13.

Man berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

b 0 1 0
Az(_z ),a,be]R, B=| 0 0 1
. =1 =3 —3
Man bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren von
401 250 o
a) A=10 4 1}, b) B=
10 4 4 56 0
78 9 10

. Man bestimme die Eigenwerte und ein System paarweise orthogonaler Eigenvektoren von

—
N WO

3 -1 -1 02 4 0
A=| -1 3 -1 |, B= 11 -2], C= 2
-1 -1 3 -2 0 5 3
Man bestimme eine Matrix 4, deren Eigenwerte 1 und 4 sind und deren Eigenvektoren

zr = (3,1) und z;r = (2,1) sind.

Man bestimme den Winkel zwischen den zum kleinsten bzw. zum grofiten Eigenwert der
Matrix A gehorigen Eigenvektoren fiir

2 11
A=]1110
101
Man bringe auf Diagonalform:
02 00 7 -2 1
a) A= , b)B={| -2 10 -2 | .
0030 1 -9 7
1 00 4

Man transformiere folgende Kegelschnitte auf Normalform

a) 1922 — 6z122 + 1122 ~ 50z, + 50z, + 55 =0,
b) z%+ 2v/3z125 + 322 + 2¢/3z1 + 225 + I=o,
¢) 23— 231T0+ 22 — T+ 2, —2=0,

d) 522 + 262172 + 5% + 6221 + 4629+ 9 =0.

Man bestimme die Normalform, den Typ und die Lage (Skizze!) der folgenden Kurven 2.
Grades im IR? mit der Gleichung;

a) —17z2 + 7z} + 187,25 + 1621 — 3225 + 28 = 0,
b) —z? + 1122 — 162,25 — 14z, + 3825 + 16 = 0,
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14.

15.

16.

1.2

17.

18.

c) 2x2 + 522 — 4xyz9 + 471 — 102, — 31 =0,

d) 2% + z% — 23175 — 221 + 225 = 0,

e) 2% + 12 — 23,79 — 1021 — 622 + 25 = 0,

f) 4z? + z2 + 47129 — 421 — 229+ 1 =0,

g) 633 + 622 — 4z129 — 421 + 422 +1 =0,

h) 2+ 22 — 27179 + 221 — 225+ 3 =0,

i) 3z% — 4zy2 + 221 — 42, — 1 =0,

j) 723 4 433125 + 37% + 10v/321 + 622 + 3 = 0.
Bestimmen Sie in Abhingigkeit vom Parameter ¢ € R Normalform, Typ und Lage der
folgenden Kegelschnitte:

a) (t—3)x?+ (t +3)x3 + 8z122 + 2(t + 5)x2 = 0,

b) (1+ 4t)z? + (t + 4)x3 +4(t — 1)z122 — 20tz; — 10tz, + 5(5t — 1) = 0.

Man bringe folgende Kurven 2. Ordnung auf Normalform und skizziere sie, wenn moglich,
an Hand der ermittelten Transformationen:

a) z>—6zy+3y°+15=0, b) z+azy+y’+2x+3y—3=0.
Man skizziere folgende Kegelschnitte:

17
a) 324y’ +120+8y—4=0, b) 2®—2y+y’+V2+2V+ =0

Lineare Differentialgleichungen

Man ermittle diejenigen Kurven, die die folgenden geometrischen Bedingungen erfiillen:

a) Die Subtangente (= Projektion des Abschnitts der Tangente an die Kurve, der zwi-
schen dem Beriihrpunkt und dem Schnittpunkt mit der z—Achse liegt) hat fiir jeden
Punkt der Kurve stets die Lange 1.

b) Die Subnormale (analog zur Subtangente definiert) hat fiir jeden Punkt der Kurve
stets die Lange 1.

¢) Der Winkel zwischen der Kurve und dem Radiusvektor (= Vektor vom Ursprung
zum Kurvenpunkt) ist stets konstant.

d) Der Winkel zwischen der Kurve und dem Radiusvektor ist gleich dem Winkel zwi-
schen Radiusvektor und z—Achse.

Man lése die folgenden linearen Differentialgleichungen
a) y —tanz y =cosz,
b) ¥ + ky = e7*,
) ¥ — 75y=(z+2)°
d y'+;5y=2-1,



e) ¥ +4y ==,
f) ¥ - sy =(@+2)°, y(0)=8.
19. Man l6se die folgenden linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

a) ¥ +2/+y=0 b) 2y +2y +3y=0
c) ¥ +8y=0 ) ¥'+y' —6y=0,y(0)=1, y'(0) =2
e) yO® +4y® 42" — 4y 18y + 16y =0 f) y@ + 4" + 6y" + 4 +y=(22+z)e®

(oW

)

g) ¥ —-2y =122 - 10 h) " — 3y + 2y = 14sin2z — 18 cos 2z
i) ¥"+4y=3sinz i) y"+ 10y + 25y = 14e~52

k) yll _ 3yl + 2y = et + 2-’1)2 1) yll + 3yl _ loy s 664:5

m; y" — 2y + 5y = 2522 + 12 n; y'+y ==

o) y'+4y=tan2z p) ¥V"+2y+y=e%lnzx

20. Man bestimme die allgemeine Lésung der folgenden Differentialgleichungen und gegebe-
nenfalls auch die Losung des angegebenen AWP
a) ¥y — 3y +2y=0
b) ¥ +4y' +13y =0
) ¥ +2y+5y=0, y(3) =0, y'(§) =1
d) ¥"+2'+y=0, y(0) =0, y'(0) =2

21. Zur Bestimmung einer partikuliren Lésung der folgenden inhomogenen Differential-
gleichungen verwende man einen geeigneten Ansatz:

a) ¥ +y —2y=2e® +sinz + cosz b) y" — 2y — 3y = 64zxe™"
c) y'+4y +4y =ze % d) y"+y=2®+cosz
e) ym _ 6y" . 12yr _ 8y — ezz f) yn + 2yl a4 Y= e~ %

22. Man bestimme eine spezielle Lésung der folgenden inhomogenen Differentialgleichungen
mittels der Methode der Variation der Konstanten:

a) y'+y= , b) 3" +y = cot .

sin x

23. Mit der Ansatzmethode ermittle man eine partikulire Losung der folgenden

a) yn _ 4yl + 4’!/ = 12 b) y/r + 2yl +y= e
¢) y'+y=4sinz d) y"+y =4+ 2sin’z
e) y"—2y' +y=sinr+sinhz f) y" -2y + 10y = sin 3z + 2%

Anmerkung: In den Beispielen 22) und 23) ist natiirlich zunschst die allgemeine Lésung
der homogenen Differentialgleichung zu bestimmen.

24. Man bestimme k € R so, daR bei der Differentialgleichung
y”+ky'+’y=-’l?2

innere Resonanz vorliegt, und gebe dann die Lésung an.
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1.3 Lineare Differentialgleichungssysteme

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Systeme von Differentialgleichungen und
gegebenenfalls die Losung des zugehérigen Anfangswertproblems.

95. Man lose mithilfe des HEAVISIDE-Kalkiils die folgenden Systeme:

1 =271 + T2 %, = 10z, — 8z + €
a) .’I.I2 = 3£E2 + 2 b) j72 = 611:1 — 11.'172
z1(0) = 1,22(0) = -1 z1(0) = z2(0) =0
.'i'1=—$1—$3+1 F =g
o _ 1= T2
0 T Ty —2x2+23—1 d) iy = a3 +4

I3 =21+ %2 —3z3+3

21(0) = =1, z5(0) = £3(0) =0 &3 = —x1 — 38y — 323 +2

26. Man lése mithilfe der Eigenwerttheorie die folgenden Systeme:
35, =21 — 229 + 9t
b) 31}2 = —41131 — I9 + 27
1131(0) = 3,1172(0) =0

Ty =z, + 6z9 +11
.’bz = 5.’L'1 +2.’L‘2

a)

T, =21 — 3T + 223+ 1

Ii71=1?2+4 .’i2=—ﬂ72+t+1

C) Ty = —4x — 4z9 — 1 d) L3 = —Tg — 2z3 + 2
T = —21+ 225+ 223+1 _
Gy = —2ay + 285 + 1 fy =20

e) o = e — B 41 f) &y =z3+sint
N g ) .’iIs = —9:172 - 6.’123

z1(0) = 2, 22(0) = 33,73(0) = 13

2 Kurven in Ebene und Raum

2.1 Ebene Kurven

27. Man fiihre (durch Elimination des Parameters t) die folgenden Kurven in eine parame-
terfreie Darstellung iiber:

_ 144 _2+t
2) -0, ) =140
Y= ¥ V=it Th e

98. Man diskutiere die folgenden in Polarkoordinaten fiir 0 < ¢ < 21 gegebenen Kurven
(Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Lage der Punkte mit maximalem bzw. mi-
nimalem Abstand vom Ursprung bzw. von den Koordinatenachsen, Lage der Punkte mit

horizontaler bzw. vertikaler Tangente, Skizze):
1 1
ayr==, bjr=-—, ¢)r=¢*+3p—4.
Y ¥



29. Gegeben ist die folgende Kurve in Parameterdarstellung

3at 3at?
x(t)=1+—t3, y(t)=1—+t§, a>0.

a) Man bestimme den Bereich von ¢t € R, fiir den die Funktionen z(t) und y(t) definiert
sind.

b) Man gebe eine implizite Darstellung dieser Kurve an.

¢) Man bestimme die Punkte, in denen die Kurve eine (i) horizontale bzw. (ii) vertikale
Tangente besitzt.

d) Man zeige, daf sich die Kurve fiir ¢t — —1 asymptotische der Geraden = + y = —a
nihert.

e) Man skizziere die Funktion.

30. Man bestimme den Definitionsbereich der Kurven
a)r =cosp, b)r=cos2p, c)r=cos3p

und skizziere sie.

Fiir die in (a) gegebene Kurve leite man eine Darstellung in kartesischen Koordinaten
her.

31. Fiir die in Bsp.(30) gegebene Kurve bestimme man die Gleichungen der Tangenten und
Normalen an die Kurve in einem beliebigen Punkt.

32. Man bestimme die Bogenlinge der folgenden Kurvenbdgen in der Ebene:
0zt = %), o<t<n/2
efsint )’ T =" ’

2
b) Z(t) = ( Ei:s ) zwischen A(0,0) und B(18,9).
3

33. Man berechne die Bogenléinge der folgenden Kurven

a) y=(z—-1)%24+2, 1<z<?2,
t2
b) f=(t3), 0<t<1,

c)r=1—cosp, 0<¢p<rm.

34. Man berechne fiir r = %,a > 0,0 < ¢1 < ¢ <y, die Bogenlinge.

35. Man berechne die Bogenlinge der Asteroide:

223 4 yz/a —1.

36. Gegeben ist die Kettenlinie y = a cosh %, a € R*. Man berechne die Bogenliinge zwischen
zwei beliebigen Punkten der Kurve sowie die Kriimmung im Punkt P(0,a).



37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.

Man berechne die Linge des Bogens von S(0,a) bis P(zo,y) sowie die Kriimmung der
Traktriz N

ga= aarcosha — /a2 — 2
Man bestimme die Kriimmung und den Kriimmungskreis (Mittelpunkt, Radius) der Kurve
y = 2? im Punkt P(0,0).

Man bestimme die Kriimmung des Graphen der folgenden Funktionen

2

a) f(z) = vz +4, b)f(z)=cosz, c)f(z)=¢"

7= 2cost
~ \ t—sint

(a) Die Gleichung der Tangente an die Kurve im Punkt P mit ¢ = 7 /4.
(b) Eine Skizze der Kurve.

(c) Die Bogenlinge des Kurvenstiicks mit 0 < ¢t < 7, durch ein bestimmtes Integral
ausgedriickt, das numerisch berechnet werden soll.

Fiir die ebene Kurve

bestimme man:

Man berechne die Lage der Scheitelpunkte der Kurve y =Inz.
Man berechne die Lage des Kriimmungsmittelpunktes der Kurve zy = a® im Punkt
(a,a).

Man bestimme die Kriimmung der folgenden ebenen Kurven in Abhéngigkeit von ¢

970=(sts). wao=(2) 9m0=({2%0)

Man bestimme die Gleichung der Evoluten der folgenden Kurven:

a) y>=2pz, p>0,
b) z = —a (Intan £ + cost)
y =asint
Fiir die Kurve
. cos(2¢p)
" cose

berechne man den Flicheninhalt der von der Kurve gebildeten Schleife.

Man skizziere die Kurve

und berechne die Fliche unter der Kurve im ersten Quadranten.
Hinweis: Man verwende die in der Vorlesung angegebene Parameterdarstellung fiir die
Kurve und die LEIBNIZ’sche Sektorformel.



2.2 Raumkurven

47. Man bestimme die Bogenlinge der folgenden Raumkurven:
; 16
a) Z(t) = | 232 zwischen den Punkten A(0,0,0)und B(4, 3 4)

2
2t

b) 22 —y®> =1, z=arcoshz, y > 0 zwischen den Ebenen z=0und z =7

1
o) Z(t) = gtcost zwiscl.len dem'Punkt P(?%/Q., 0, 3—1‘/—5)
3, und einem weiteren, beliebigen Punkt.
373 €08 t
( el cost )
d)Z(t)=|[ e'sint |, 0<t<w
et
48. Man berechne die Bogenlinge der folgenden Raumkurvenbdgen
cost
a) Z(t)=| Lsint | , 0<t<7/2,
‘/75 sint
t
b) Zt) =] t*+1 | , 0<t<1,
t

2t — 1
c) Z(t) = ( 2t3/2 , zwischen A(—1,0,0) und B(1,2,v/5),

V5t
t
d) ()= %fi’z ? | , zwischen A(0,0,0) und B(4,,4).
31—2 cost
e) Z(t) = §sint , 0<¢t< .
373 €08 t
49. Man berechne die Bogenldnge des Teils der Kurve
2Vt
F=| 2242 | t>0,
__t5f2
5

der zwischen den Ebenen z = 1 und z = 2 liegt.

50. Man bestimme das begleitende Dreibein fiir



51.

52.

53.

54.

95.

Fiir die folgenden Raumkurven stelle man das begleitende Dreibein im angegebenen Punkt
P auf

1+ sinht t+sint
a)Zt)=1| 1- c;t)sht , P(1,0,1), b)Z#)={ 1- gost , P(m,2,7%).
e t

Im Punkt P(r,2,72) bestimme man die Torsion der Kurve

t+sint
F=| 1—cost }.
t2
Ferner gebe man jene Punkte der Kurve an, in denen der Tangentenvektor parallel zur

z—Achse ist.

Gegeben sei die Raumkurve

Man bestimme in dem Punkt, in dem die Funktion f(£) = |Z(t)| ein Extremum besitzt,
das begleitende Dreibein und die Gleichung der Schmiegebene.

Man bestimme jene Punkte der Kurve

3 + 4t
Z(t) = -t ,t€R,
cost

in denen der Binormalvektor & parallel ist zur zy—Ebene.

2=Fcost
Z=| V2sint

Fiir die Raumkurve

2 —cost

bestimme man

(a) das begleitende Dreibein im Punkt P(3,0,1) und

(b) die Kriimmung und die Torsion in einem beliebigen Punkt.

Welche Folgerungen ziehen Sie daraus?

56. Man berechne die Kriimmung und die Torsion der Raumkurven

1— 2 et(t? — 1)
a) I(t) = 2t3 b) Z(t) = sint im Punkt (—1,0,1),
142 1+t +¢
te™*
c) #(t) = | —te! | im Punkt (0,0,0),
t



57.

3.1

58.

99.

60.

61
62

et cost Int
d) Z(t) = | e'sint |, e)Z@E)=| ¢
t t

Fiir eine ebene Kurve C in Polardarstellung r = r(¢) zeige man, daf die Kriimmung «
gegeben ist durch

|rit — 272 — r?|
Kr((p) == [?:2 + ?.2|3;2 )

falls 7 existiert.
Hinweis: Mit Hilfe des Zusammenhanges zwischen den kartesischen Koordinaten (z,y)
und den Polarkoordinaten (7, ¢) gemiR

T=rcosp, y=rsingy

kann die Kurve C auch in der Parameterdarstellung

= (s )

(wobei ¢ jetzt die Rolle eines Parameters {ibernimmt) angegeben werden. Nun verwende
die Formel fiir die Kriimmung einer Kurve in Parameterdarstellung.

Funktionen von mehreren Variablen

Stetigkeit, partielle Ableitungen

Man skizziere die folgenden Flachen:
a) z=sin(z +vy), b)z=22—9% ¢) z=+1-2, d) 22—z +y% =1
Man berechne

- 1
a) lim ZZ¥ b)) lim e 2 (y— 1)
(@y)=00 ¥ TY (z,9)—=(0,1)

Man untersuche folgende Funktionen auf Stetigkeit und fertige eine graphische Darstel-
lung an. Man betrachte dazu eventuell auch die Niveaulinien f(z,y) = const.

) f@0) = Ly, £0,0)=0,
b) f(@,v) = pi F0,00=0,
¢) f(z,y) =22LL | (0,0) = 0.

Man untersuche die in Bsp. (60) angegebenen Funktionen auf Differenzierbarkeit.

Man ermittle grad f fiir die in Bsp. (60) angegebenen Funktionen.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Gegeben ist die Funktion

z = arctan E
x

a) Ist die Funktion im Punkt P(0,0) stetig?
b) Man bilde die partiellen Ableitungen
8z’ Oy’ Ox?

Man bestimme die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der folgenden Funk-
tionen:

a) f(z,y) =sinzy, b) f(z,y,2) =€, c) f(z,y,2) = (i:—i»

Man bestimme die gemeinsamen Nullstellen von 22 und %Z— fiir

a) z = sin(z + y) b) z = 2% —y°

Die Funktion y = y(z) ist implizit gegeben durch

eV +z?—y=1.
Man berechne @(0)
dx

Man berechne die erste und zweite Ableitung der durch
2ysinz + €™ =2
implizit gegebenen Funktion y = y(x) an der Stelle 2o = 7.
Man verifiziere durch Nachrechnen die Kettenregel an Hand der Funktion

flz,y) = (2 + v*) In /2% + 92

mit z = et,y = e~*.
(Einmal direkt unter Verwendung der Kettenregel, dann zunéchst fiir z und y die Funk-
tionen einsetzen — man erhilt dann eine Funktion F(¢) = f(z(t),y(t)) — und anschliefend

nach ¢ differenzieren.)
Gegeben sind die Funktion u = u(£,n) := £%¢*? und die Transformationen
a)=op(z,y) =z +y,n="9y) =y

b) & = p(z,y) =22+, n=9(z,y) = 7y

Fiir die Funktion U(z,y) = u(¢(z,y), ¥(z,y)) bestimme man die partiellen Ableitungen
Uz, Uy.

11



70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Gegeben sind die Funktionen
a) uy(z1, Za, T3) = sin(z; + 19 + T3) b) ua(z1, 2, 23) = In(z1 + 22 + x3)

und die Transformation

z1 = o(z,y) =222, @m=9(z,y) =xy, z3=x(2,79) =1

Fiir die Funktionen

Ui(z, y) = wi(e(z, ), (2, ), x(2, 9))
und

Uz(2,y) = ua(p(z, y), (=, ), x(2,y))
bestimme man die partiellen Ableitungen Uy ;, Uy, bzw. Uz, Us .

Man zeige, daf die Funktion

f(z,y) = arcsin (z _T_ Z)

eine Losung der Differentialgleichung xg% + y% =0 ist.

Fiir z = arctan %, wobei £ = u +v und y = u — v gelte, zeige man die Giiltigkeit der

Relation
0z 0Oz U—0

Ou ' v u+t?

Man berechne die partiellen Ableitungen erster Ordnung der folgenden implizit gegebenen
Funktionen z = z(z,y) :

a) 1°2¥ —zyz +sin(fz + y+2) =1 by 23 + 2228 + 3 fayz+ay—1=0

Fir z(z,y) := W}/—_yzj , wobei f eine differenzierbare Funktion sei, zeige man:

1 0z 16_z

x Oz Zay_y

z
P

Man fiihre in der Gleichung
0: 0
Yor oy
den Ubergang zu den neuen unabhéngigen Variablen u,v mit u = zy,v = 22 +y? durch.
Anm.: Durch eine solche Transformation geht die Funktion z(x,y) in eine Funktion

w(u, v) iber!
Man fiihre in den folgenden Ausdriicken die Transformation auf Polarkoordinaten durch:

8 B=re — 0z _ 0z &z 0%z
%oy " Yor - -

12



7.

78.

79

80

81

82.

- 83 Fiir die Fliche z?+4y? =22 gebe-man-eine-geeignete Parameterdarstellung an und disku--
tiere diese anhand einer Skizze. Unter Verwendung der Parameterdarstellung bestimme
man die Gleichung der Tangentialebene und der Flichennormalen im Punkt P(1,1,1/2).

3.2
85

86

87

gebenen Punkten der Flichen z = f(z,y)

a) f(z,y)=5z*+3y*, P(0,1)

. Man berechne die Richtungsableitung der folgenden Funktionen:

a) f(z,y) = coszy — sin(z +y) im Ursprung in Richtung ¢ = /4
b) f(z,y) = (2% + 2%y*)/y*® im Punkt P(1,1) in Richtung ¢ = n/3

Man bestimme die Gleichung der Tangentialebene und der Flachennormale in den ange-

b) f(z,y) = z* — 5oy +sinzy +y*, P(5,7)
) flz,y)=e™ (sinz —logsy), P(0,5) d) f(z,y)=2>+y*, P(1,-2)

Man bestimme die Gleichung der Tangentialebene und der Flichennormale in einem be-
liebigen Punkt der im Bsp. (58) angegebenen Flichen.

¢) f(z,y,2) = 23y2? +€** im Punkt P(0,3,2) in Richtung des Vektors (1,1,1)
d) f(z,y,2) = 2y2? +€** im Punkt P(0,0,0) in Richtung des Vektors (2,1,-2)

. Man bestimme die Richtung der maximalen Anderung der in Bsp. (79) angegebenen

'Funktionen in den jeweils betrachteten Punkten.

. Man berechne die Divergenz von

Fiir

zz — 3
7= 1+2yz berechne man rot# und div(rotd).

Taylorreihen, Fehlerrechnung

. Man gebe die Formel von Taylor auch fiir Funktionen von n Variablen an.

Hinweis: Man benutze die einschldgige Literatur.

. Man entwickle folgende Funktionen nach dem Taylorschen Satz um den angegebenen

Entwicklungspunkt:

a) flz,y)=2*+z2+¢%, P(1,2) b) f(z,y)=¢" cosy, P(0,0)
d) f(z,y) =e€"*¥ +sin(zy),

) f@y)= . POO)
3
e) flz,y)=y"—3zy*+ 2%, P(3,3)

. Man entwickle folgende Funktionen nach dem Taylorschen Satz bis zu den Gliedern dritter

Ordnung um den angegebenen Entwicklungspunkt:

13
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a) f(z,y) =In(z —y), P(0,-1),
b) f(iE, y) = sin %E ) P(7|’, —1)1
C) f(x’y) '—“—372—0085, P(ﬂ',l)
88. In welchem Bereich liegt der Fehler, mit dem man die Kraft, mit der sich zwei Planeten
anziehen, bestimmen kann, wenn die Massen m, M sowie der Abstand r der Planeten

bis auf einen Fehler von Am, AM, Ar bestimmt werden kénnen? Die Gravitationskraft
F' berechnet man dabei mit der Gravitationskonstanten v nach der Formel

mM

89. Fiir ein mathematisches Pendel betriigt die Schwingungsdauer 7' bei kleiner Auslenkung

in erster Ndherung
[
T =2my/~
g

wenn ! die Linge des Pendels und g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Wie grof ist der
maximale relative Fehler bei der Bestimmung der Erdbeschleunigung?

3.3 Relative Extrema
3.3.1 Relative Extrema ohne Nebenbedingungen

90. Man bestimme die relativen Extrema der folgenden Funktionen:

a) f(z,y) =z +4y+%

b) f(z,y) = 3z* — 4a?y + o
c) flz,y) =In(zy) — 2 =l

d) f(z,y) = 2° — 22%y + y?

e) flz,y) =2+ +3zy
f) flz,y) =2 — 2z +¢® — 3y
g) f(z,y) =In(z? +y2)—7—'y

h) f(z,y) =23+ 8y® — 62y + 1

91. Man bestimme alle Extrema (lokale Extrema und Randextrema) der folgenden Funktio-
nen:

a) f(z,y) =sinz +siny + sin(z + y)mit 0 < z,y < 27,
b) f(z,y) =cos(zy)cos(z +y) mit 0< z,y <,
¢) f(z,y) =32 - 2zy +y? mit 22 +¢2 < 1.
92. Man untersuche folgende Funktionen auf relative und absolute Extrema:
a‘) f(.’L‘, y) = (y2 - xz)(yz - 2372),
b) f(z,y) =32 - 2(y+ 1)z +3y—1in 0<z,y<1,
) flz,y) =2*y’(1-2-y) in 2,y >0, z+y <1
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3.3.2 Ausgleichskurven

93.

9.

Gegeben sind n Punkte (z,3x),k = 1,...,n, in der zy-Ebene, durch die eine Aus-
gleichsgerade y = ax + b gelegt werde. Man bestimme die Koeffizienten ¢ und b in
der Geradengleichung so, daR sich die Gerade von den Mefipunkten moglichst wenig un-
terscheidet. Dazu minimiert man die Differenzfunktion zwischen der Geraden und den
Mefpunkten:

F(a,b) = Z (ye — (azy + b))* = Min.
k=1
(Methode der kleinsten Fehlerquadrate, siehe Vorlesung).
Man lege eine Ausgleichsgerade durch folgende Mefpunkte:
(1,4), (3.5,6),(5,7), (6,8),(9,9), (10,10.5), (11.5,11), (13, 12), (14,13), (17, 15).

Analog zum Verfahren in Bsp. (93) bestimme man die Koeffizienten a,b und ¢ in der
Ausgleichsfunktion vom Typ y = az® + bz + ¢ im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate
zunichst allgemein durch Angabe des linearen Gleichungssystems, dem diese Koeffizienten
geniigen miissen, und dann fiir die angegebenen Mefpunkte

a) (1,0.3),(2,1),(3,1.9), (4,3.1), (5,4.7)

b) (=1.6,8),(~1.2,6.5), (~1,6), (—0.6,4), (0,3), (0.6,3), (1,4), (2,9)
c) (=2,—0.8),(0,0.2), (1,0.5), (4,3.1), (7,7.2), (8,9.6)

d) (-1,2),(0,0),(0,1),(1,2)

3.3.3 Relative Extrema mit Nebenbedingungen

95.

96.

97.

98.

99.

Man berechne die Extremwerte der folgenden Funktionen unter den angegebenen Neben-
bedingungen:

a) f(z,y)=T—z-2y, NB:z? +3° =1,

b) f(x,y) = cos’z + 2sin’y, NB: y —z = 7/2,

¢) flz,y) = +y*, NB: 2’ +ay +y” =3,

d) f(z,y) =sin (7(z? +y)) + cos(ry), NB: y =1 - z2,y > 0.
Man berechne den kiirzesten Abstand zwischen dem Nullpunkt und der Hyperbel

z? + 8zy + Ty> —225=0

Man bestimme auf der Parabel y = 2> den Punkt P und auf der Parabel z —2 = y? den
Punkt Q derart, daR die Entfernung zwischen P und () minimal wird.

Gegeben ist ein Tetraeder mit den Eckpunkten A(0,0,0), B(2,0,0),C(0,3,0), D(0,0, 4).
Man suche den Raumpunkt, fiir den die Summe S der Quadrate der Entfernungen von
den Eckpunkten ein Minimum ist, und bestimme das entsprechende S'.

Einem Kreis mit dem Radius R ist ein Dreieck von maximalem Flicheninhalt einzuschrei-
ben. Man bestimme dessen Seitenlédngen.

Hinweis: Man zerlege das eingeschriebene Dreieck in drei Teildreiecke, die den Mittel-
punkt M des Kreises als gemeinsamen Eckpunkt besitzen und fiihre dann die Winkel der

einzelnen Dreiecke in M als Variable ein.
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100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

Gesucht ist das Volumen des groRten Quaders mit achsenparallelen Kanten innerhalb des
Ellipsoids

T I

2z + 22 + 2 =1.

Gewohnliche Differentialgleichungen - 2. Teil

Man l6se die folgenden Differentialgleichungen und zeichne einige spezielle Losungskurven:

) ¥+ iy 0) v/ = —slsgn) /]
¢) 2 =y +ay+1 d) ¥=y"+1-22)y+1-z+a’
e) ¥v+y’ -2y +2'-20-1=0

Man lése folgende Differentialgleichungen als Bernoulli’sche Differentialgleichungen

1 312

1
a) y'—;y=—?, b) ¥ +—y=-—zy”

Man lése folgende Differentialgleichungen als Riccati’sche Differentialgleichungen

a) ¥ =y + y—z—z, part. Lsg.: y, = 1/,
b) ¥ = %—zy2+—y+—1, part. Lsg.: y, = z.

Man untersuche, ob folgende Differentialgleichungen exakt sind, und lése sie dann gege-
benenfalls

a) ydz+(z+2)dy=0 b) (y—2*)dz+ (z+33)dy=0

c) —smydx—y—zsm:dy-— d) (2zy+4)dr+22dy=0

e) (smx tany+1)dx+c‘;°:z dy=0 f) Q+y)dz+(1—-2z)dy=0

g) _$2 707 + =S dy =0 h) e*sinydzr+ (2y + e®cosy)dy =0_

Man finde einen geeigneten integrierenden Faktor und l6se dann folgende Differentialglei-
chungen

a) (322 — y?)dy — 2zydz =0,

b) (zy —1)dz + (2? — zy) dy = 0,

¢) (2zy + 22y + 9373) dz + (> + y?) dy = 0,

d) dz —zcoty dy =0,

e) (y+2y?)dz —zdy =0,

f) (v° cos(zy) + 2zy) dz + (zy? cos(zy) — ysin(zy) — 222) dy = 0.
Man I6se die folgenden Differentialgleichungen

a) zy'cos =ycosl —z, x #0,

b) %y + 2y =22 + 42, z > 0.

c)y=(r—-2y)+1

16



Hinweis: Im Bsp.(c) fiihre man die Substitution z — 2y(z) = z(z) durch.

107. Man lose folgende Differentialgleichung vom Ahnlichkeitstyp (Subst.: y = z2)

y = 2es + v
x
108. Man l6se die folgenden Differentialgleichungen
a) y=azy' +y° b) y==zy'+3
) y=azy + L d y2+(x-2)y-y+1=0

Vity'?
e) (y? —3zy — 222)dr = (2 — zy) dy f) (ze? +y—2?)dy= (2zy—e¥ —2)dx
g) (1+2%)y +2zy=42®, y(1)=1

109. Man lése folgende Differentialgleichungen dadurch, da man die unabhéngige und die
abhingige Variable vertauscht, d.h. man sucht dann nach einer Funktion z = z(y).
1 213

— b) yl — €T y y

3z + siny 2y — at

a)y =

110. Man ermittle die Gleichung der Einhiillenden der folgenden Kurvenscharen
(C... Scharparameter)

a) (z—C)?+(y—-C)?=R?*ReR,
b) y=Cz +2vaC,a € R,
¢) y=Cz+C—Ch|C|.

111. Man berechne die allgemeine Ldsung der folgenden Differentialgleichungen vom Eu-
ler’schen Typ mittels der Substitution z = €f, y(z) = y(z(t)) = v(t),z > 0:

a) z%y' +3zy' +y=20 b) 2%y +ay +y=1
¢) z%y" —2y=sin(lnz) d) zy"+y =1

112. Man ermittle die allgemeine Losung von

a) z?y’ —3zy' + Ty =0 b) %y +3zy +10y =0
c) 2%y’ +5zy' +4y=0 d) z?y" — 2y =3z®+ 10sin(ln |z|),z # 0
e) z%y" —3zy + 4y = ° f) z3y" +2zy — 2y =2Inz + 3z

5 Mehrfachintegrale

5.1 Doppelintegrale
113. Man berechne das Integral

/ /B f(z,y) dody

17
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114.

115.

116.

117.

118.

119.

a) f(z,y) =zsiny — ye®, dabei ist B das Rechteck B = [-1,1] x [0,7/2]
b) f(z,y) =sin’z sin’y, B wie in (a)
c) f(z,y) vly—:}:2|,B=[—l,1]X[0,2]
d) f(z,y) = zy?, B ist der von den Kurven y = —1,z = sin(ry) und y = (z + 1)3
begrenzte Bereich
e) f(z,y) = 2%y, B ist das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1)
f) f(z,y) = 2%y, B ist das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 1), (0, —1), (1,0)

y) =
g) flz,y) =2? y, B ist das Innere der Ellipse mit den Halbachsen a,b in Hauptlage
h) f(=z,y) =

wird

i) flz,y) =", B={(z,y)|lny<z<In2y 1<y<2}

i) flzy)=yvz, B={(z,9)|0<z<y? 0<y<1}

) y) =
y) =

, wobei B von den Kurven zy = 16,y = z,y = 0 und z = 8 begrenzt

k) f(x, 2

D) [z,

(1 —2%)y?, B wird begrenzt von den Kurven y = 22 und z = y2.

y(1 —cosZ), B wird begrenzt von den Kurven z =0,y = /z

und y = 2.
m) f(z,y) = 2>+ 22y’ +2, B wird begrenzt von den Kurven y =2 —z2+2,2 =0
und y =0.

Man fiihre in den folgenden Bereichsintegralen von der Form

/ f(, ) dz dy
B

die Transformation auf Polarkoordinaten (z = ucosv,y = usinv) durch:
a) B={(z,9): £20,y20,2°+3* <4}
b) B={(z,y): £>0,y>0,1<22+9y2<4}

Man berechne die Lage des Schwerpunktes des von den Kurven y = 1,y = 2,y = z,
y = x/3 begrenzten Bereichs, wobei die Massenbelegung p gegeben ist durch

p(z,y) =x+y.
Man bestimme die Gesamtmasse des mit einer Masse der Fliachendichte p(x,y) = y—z+8

belegten Fléchenstiicks in Form eines Dreiecks mit den Eckpunkten A(0,0), B(0,4) und
C(1,0).

Man berechne den Schwerpunkt des Fliachenstiicks, das begrenzt wird von den Kurven
y = z2, y = z, und das mit der Masse der Flichendichte p(z,y) = = + y belegt ist.

Man berechne das Flachentrigheitsmoment beziiglich der z—Achse des Bereichs
B={(z,y): 0<y<e? x>0} mit der Massenbelegung p(z,y) =z .

Man berechne den Flacheninhalt des Teils der Flache

2
3

der iiber dem Bereich B = [0, 1] x [0, 1] liegt.

z =
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120. Man berechne den Flicheninhalt des Flichenstiicks, das vom Zylinder z2 + y* = 1 aus
dem Zylinder 22 + 22 = 1 herausgeschnitten wird.

121. Man berechne das polare Tragheitsmoment des von den Kurven y = 22 -1,z=2,9y=0
begrenzten Bereichs beziiglich des Punktes P(0, —1) (d.h. die Drehachse steht senkrecht
auf die zy—Ebene und geht durch P) .

5.2 Dreifachintegrale

122. Man berechne das Volumen der Koérper, die von den folgenden Flichen begrenzt werden

a)z=0,y=0,2=0und z2+y+2=1
b) z=22, z2=y,y=4

c) =23, y=2z, y=27*

d) z—z=2, z=1>+y*

e) z—y+z=6,z+y=2,2=9,y=0,2=0
f) z=22+y%2=0,y=2%y=1

g) 4+ y? =222+ =32,2>0

h) |z| + |y| =7/2,2=0,2 =cosz cosy

i) 22+92=1,2=0,z = e @+

i) @+y*+2) =z

k) (22 +y*+22)% =2yz

D) (22 4 02 + 22)2 = 04

2 2 2
X z _ T
m Gt te =i

© 7 123. Man berechne das Integral

//B flz,y,2) dedydz

a) f(z,y,2) =2+ %, B wird durch die Flichen 2% + 3> = 2z und z = 2 begrenzt
b) f(z,y,2) =1, B={(z,9,2): |zl + [yl +[2| <1}
¢) f(&,y,2) =2z, B={(z,9,2): lg| +y|+|z| <1}

d) f(x,y,z) = zyz wobei B von den Ebenen z =0,y =0,y =1-12,2= 0
und z = 2 — z begrenzt wird

mit

e) f(z,y,2) ==z, B wird begrenzt von den Ebenen z =0, y =0, z =2 und
der Fliche z = 7% + 2.

f) flz,y,2) =1, B wird begrenzt von den Ebenen y =z +2, z =z +3 und
den Flichen y = 22, 4z = 2% + 3.
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124.

125.

126.

127.

8) f(z,y,2)=1-2%, B ist die Pyramide mit den Eckpunkten
A(0,0,0), B(1,0,0),C(0, 1,0), D(1, 1,0), E(0,0, 1)

h) f(z,y,2) = (2% + y® + 22) 732, B wird begrenzt von den Sphéren
22+ +22=9 und 22 + 4> + 22 = 4.

Man berechne das Volumen jenes Kérpers, den der Zylinder 22 + y? = 2ay aus der Kugel
22+ y% + 2% < 40?,a > 0, herausschneidet.

Ein Drehkorper, dessen Profil durch die Gleichung 9r? = 2(3 — z)? gegeben ist, ist bis zur
Hohe 2z = 2 mit einer homogenen Fliissigkeit (p(z,y,2) = 1) gefiillt. Man bestimme die
Koordinaten des Schwerpunkts der Fliissigkeit.

Ein homogener Korper werde durch die Flichen 22 = 2z,z = 0,22 + y2 = = begrenzt.
Man berechne sein Trigheitsmoment beziiglich der z—Achse.

Man bestimme den Schwerpunkt des Korpers, der begrenzt wird von dem parabolischen
Zylinder z = 4 — z? und den Ebenen z =0, y =0, y =6 und z = 0.

Losungen

(1,0,0) = 3(0,1,1) + 4(1,0,1 — 1(1,1,0). Die Ubergangsmatrix T lautet

Bilder der Basisvektoren: (1, —1),(1,1). Bild der Geraden z; = kx, + d lautet
y2=l]:ﬁy1+k%7 k?/:—l’
h = d) k= _1:

es handelt sich also wieder um Geraden. Kreis: y? + y2 = 2r? (wieder ein Kreis). Die
Abbildung ist eine Drehstreckung (Drehwinkler Z, Streckungsfaktor V?2).

Drehung mit Drehwinkel a) &, b) Z.

a) Drehung um die z3-Achse mit Winkel ¢, b) Drehung um die z2-Achse mit Winkel ¢,
¢) zunéchst Drehung um die z3-Achse mit Winkel v, dann um die z3-Achse mit Winkel
¢, d) Drehung um die z3-Achse mit Winkel ¢, dann Drehung um z,-Achse mit Winkel

Y.

EW: 0,3, Eigenvektoren: (—1,1,0),(-1,0,1),(1,1,1); EW: 1,—1,4, —i, Eigenvektoren:
(1,1,1,1), (1,1, =1, 1), (=1, =4, 1,4), (=1, 3, 1, —).

EW: a + ib,a — ib, Eigenvektoren: (1,%),(i,1), fiir b # 0, sonst: ¥ beliebig; EW: —1,
Eigenvektor: (1, —1,0).
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7.

10.

11.

12.

13.

EW: 3,4,5, Eigenvektoren: (—1,-1,1),(0,1,0),(1,1,1); EW: 1,3,6,10, Eigenvektoren:
(_44_51 %a —%1 1)1 (0’ 1’ —'g, 1)) (07 0’ 17 —% 3 ( ) ’0, 1)

EW: 1,4, ONB von Eigenvektoren:

A 1 1
V3 V3 V3
L 0 -1
2 o_s
V6 Ve V6

N
—_ |
RN [\V]
|
L M ©
I o [t
=
\'--—-—/

EW: 1,5, ONB aus Eigenvektoren:

D
o~ |
]

—_
o
5| 0RO | OXD |
\—/

N1

Esist D=S5-A-571, wobei D =diag(2, 3, 5132@, bz@) und

0 10 0
0 01 0

S=1 & o0 t+3E b
—1 g0 l_-3
V13 2 26

und D=S-B-57!, wobei D =diag(12,6,6) und

i =21
-1 2 5 ].
2 2 2
V18

a) Ellipse: 22 + 523 = 1, b) Parabel: 22 = —$21, c) zwei parallele Geraden: z = —?ﬂ: e,
d) Hyperbel: 1827 — 823 = 68.

S =

| ==

a) Hyperbel: 22 — % =1, b) Hyperbel: f%i— %22- =1, c¢) Ellipse: %{+§% =1, d) zwei parallele

Geraden: 2, = 0, zp = —v/2, €) Parabel: 22 = 822, — 23, f) Doppelgerade: z; = \/ig, g)
entarteter Punkt: (0,0), h) keine reeller Kegelschnitt, i) Geraden: 2, = £22, j) Ellipse:
22 + 2 _1

2 .
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14.

15.

16.

17.
27.

32.

33.
34.

35.
36.

37.

38.

39.

a) fiir ¢ = 5: Doppelgerade, t = 3: 2 Geraden, —5 < t < 3 oder 3 < t < 5: Hyperbel,
sonst: Ellipse; b) fiir ¢t = 0: 2 Geraden, ¢t > 0: Ellipse, ¢ < 0: Hyperbel.

2

a) kein reeller Kegelschnitt: (7 + 1/37)z% + (7 — v/37)y> = —30, b) Ellipse: & + -§_§- =1
9 9
a) Hyperbel: (7 + /37)z% + (7 — v/37)y? = —30, b) Ellipse: 4 + % = 1; b) Parabel:
9 9
B+in+1=0
a) y(z) = Ce*®, b) y?(z) = £22 + C, c) r(p) = €%, d) r(p) = C'sin .
11— 2y + 22

= —_—— v 2:
)= syt DY

27
P2
241 1 241 -
@ 2 |Vel+1l+9 o

6.

Bogenlédnge zwischen z; und z,:
.. I . 1 L2
s=a (smh— — sinh —) .
a a
. . l
Kriimmung: .

s=aln ?;io; Kriimmung:
1
K= T
a|sinh #|

Kriimmung:
2

k() = ——,
() V1 + 422
Radius des Kriimmungskreises im Punkt (0,0): 3, Mittelpunkt: (0, 1).
a)
1 1

T et D+ 1)

b)
cos(z)

/1 +sin(z)?’
5 e /222 + 1

4z2e?” 11

K= —

K =
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40. a) Tangente:

¢) ~ 5.52.
41. (o5, —3n2).
42. (2a,2a).
43.
a) o b) — c) — 1
(1 + 482)7" (€2 +e~2%)2’ 2v/2 — 2 cos(t)
44,
2\! (-} ¢

3)77=—<§> vk b)n=acosha.
45. 2 L.
46. 2.

47. a) 8, b) V2sinh, ¢) £, d) V3(e" - 1).

48. a) T,b) ¥ 4+ 1n(v2 +v3), ¢) 4/2-2,d) 8, ¢) L.

111
49. UL

50.

51. a)

52. %3, (2k + 1)

53. Extremum in ¢ = 0, Gleichung der Schmiegebene: z; = 0, Dreibein:
1 0 . 0
t=|0], A=0]), b= 1].
0 1 0
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54.
55.

56.

59.
60.
61.
62.

63.

65.
66.
67.

73.

74.
75.

0,0, 1).

o+
il

0 AW

b) Kriimmung;: %, Torsion: 0; daher liegt die Kurve in einer Ebene.

0 -1 1
1) Al L 0),5:1 0 ),

a) Kriimmung;: 8—12-3@2— Torsion: 0; b) Kriimmung: Y%, Torsion: 1; ¢) Kriimmung:

t3/(2+9t2)3” 3v3’
. N t . .
2Y3 Torsion: 1; d) Krimmung: 26¥ZHL  Torgion: <229 f) Kriimmung:

a) existiert nicht, b) 0.
a),c) stetig fiir alle (z,y), b) stetig auer in (0,0).
a) iiberall differenzierbar, b) differenzierbar aufer in (0, 0), c) iiberall differenzierbar.

a)

ey \ . 0
gradf(z,y) = ( Ex%i%; ) , fiir (z,y) # (0,0), gradf(0,0) = ( 0 ) _
a) unstetig in (0, 0), b)
of _ Yy of T o2f 2zy

8z w4y By 2+y 02 (B4R

a)2r+2y=02k+ )71, k€Z,b)z=y=0.

1
L
n2 2In2 91n%2
= — S 0) = — .
y(O) T ) Yy (0) 7'['2 ? Y ( ) 7]'3
a)
. - yz — 2z2¥ — cos(z + y + 2) Y - rz — 2?2V Inz — cos(z +y + 2)
C o x2yyl—gy+tcos(z+y+2) VT a2yl —zy+cos(z+y+z)’
b) ;
L 3(y* +2%) +yz+y - 3z +23)+zztz
323+ ) +ay Y 32(xd +yd) +ay
wy = 0.

Sei z(z,y) = j(r,¢),w(z,y) = w(r,p). a) w = j,, b) w = rcos(2¢)j, — sin(2p)jy,, c)

W= Jrr + -'r%j‘P‘P + %jr'
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7.

78.

79.
80.

81.

82.

83.

86.

87.

88.

Normalvektor der Tangentialebene bzw. Richtungsvektor der Flichennormale ist gegeben

durch:
0 3 — b —4 2
) (12), b) (—%4-4::&), ) (_gr}l—g),d) (-4).
-1 s -1 -]

Normalvektoren sind gegeben durch

(=E5) o (%) 0 () 2 (3)
a) | cos(z+y) |, b) | =2y |, ¢ 0 , @1 =%},
-1 =1 -1 -1

a) _\/ia b) 2- 8\/'?;7 C) %a d) %

9 () v (5) o0 (é)

Eif =g
(@2 +a2)R
2z
. —2y - (yilﬂ-:ai)i
rotv = T P+3 )
3y

div(rot?) = 0.
Parameterdarstellung der Fléiche:
T COS
Z(r,p)=| rsingp |.
r

Normalvektor ist gegeben durch: (cos @, sin ¢, —7).

a) f(z,y) =13+ 7(x — 1) +16(y — 2) + 3 [6(z — 1)2 + 24(z — 1)(y — 2) + 14(y — 2)*] +
§[6(z —1)° +6(z — 1)(y ~ 2)* + 6(y — 2)*].

a)
—(y+1)—3 (=22 + 2z(y + 1) — (v + 1)?)+5 (22° — 622 (y + 1) +6z(y + 1)> — 2(y + 1)%),

~l+3 (@ - 7m)? = 2m(e —y)(y + 1) + 7y + D) +5 (-3 -1’y + 1) - T -my+1)),

1 + 7 4+ 2r(z — 7w 4+ HE-m)+2r(z-m)y—-1)-7*(y-1)%) +
$(6(z—m)2(y—1) —127(z — m)(y — 1)® + 672 (y — 1)).

mM

M m
Af ~ 'yr—zAm + ’yr—2AM + 2y Ar.

r2
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89.

90.

91.

92.

93.
94.

95.

96.
97.
98.
99.
100.

113.

114.
115.
116.
117.
118.
119.
121.

122.

_<_ 9=
+T

‘ AT

a) Minimum: (0, 1), Sattelpunkt: (0, —%); b) Minimum: (0, 0); ¢) Maxima: (1,1), (=1, —1);
d) Minimum: (0, 0), Maxima: ( \/— %) ) Sattelpunkt: (0,0); f) Minimum: (1,1), Sat-
, S

2

3
telpunkt: (1, —1); g) Maximum: (0, 2), Sattelpunkte: (+1,1); h) Sattelpunkt: (0, 0), Mi-
nimum: (1,1).

a) Sattelpunkt: z = 7, Maximum: z = %, Minimum: z = 3, Randextrema bei

(0,7/2),(0,27), (27, 0), (27, 37/2), (r/2,0), (37/2,27); b) Minimum: (0,0), Maximum:
(-1++1+m, -1+ +/1+7); ¢) Minimum: (0, 0), Randmaxima: (—0.9, 1, 4), (0.9, —1.4).

Sattelpunkt: (0, 0); )Sa.ttelpunkt (2,5) absolutes Maximum: (0, 1), absolutes Minimum:
(3,0); c) absolutes Maximum: (3, 3), absolute Minima: iiberall am Rand.

0.67, 3.56.

a) 0.15,0.19, —0.02; b) 1.76, —0.62, 3.01; c) 0.09, 0.46, —0.07; d) 1.5,0,0.5.

a) (%—%) (=& —Z)i b) (br/2, (b + 1)7/2),k € Z; ) (£1,£1), (FV3,£V3); d)
(V1 —-k,k),k € N,

(v/5,2v5), (=5, —2V/5);

(z1, y1, T2, y2) = (—0.25, 0.06, 2.00, 0.01), (—0.50,0.25,2.00, 0.04).

(3,1,3), 8 =21.75.

gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge R.

Babe
3v3"

)W (‘—“62 b) % ( '2 ); ) 3.24; d) —22 — 73 e) 555 f) 0; g) 0; h) 448; i) Le(e? — 1);
D 1 15 k) — 1503 ) 4 1 m) 2.

a) f02 ?uf (ucosv, usinv)dvdu; b) [7 ”/2uf(ucosv,usinv)dvdu.

1(95,24).
18.
(11/18,65/126).

a) 1:b) ;) ;1) 2. g) 12, h) m; i) (1 — 1);5) 5 k) 5555 1) 2955 m) 48
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123. a) %; b) % c) § d) 25 e) &2 V2. f) 183. g) B h) 47(In3 ~ In2).
124. (£ - 4v3)a'r
126. %;B

127. (3,3).
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