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Optimierung in der Finanzmathematik SS 2020
2. Ubungsblatt

Betrachten Sie die Daten aus Ubungsbeispiel 9 und stellen Sie ein Portfoliooptimierungsproblem auf,
das die absoluten Abweichung als Risikomafl verwendet, d.h. ein Problem, das dem MAD Modell
von Konno und Yamazaki entspricht (sieche Vorlesung). Als Schétzer fiir die erwarteten monatlichen
Ertrige der einzelnen Assets sollten die geometrischen Mittel der jeweiligen Zeitreihen verwendet
werden. Sei r eine Mindestgrenze fiir den erwarteten monatlichen Gesamtportfolioertrag. Bestimmen
Sie 7iy und rmax wie in Ubungsbeispiel 9. Legen Sie auf das Intervall [rp,i, max] ein uniformes
Gitter mit 21 Knoten (19 innere Knoten) und berechnen Sie das optimale MAD Portfolio fiir jeden
Gitterpunkt r. Tragen Sie die optimalen Portfolios in eine Effizienzfront auf, analysieren Sie die
Ergebnisse und vergleichen Sie diese mit den Ergebnissen aus Ubungsbeispiel 9.

Achtung: Auch im Fall des MAD Modells besteht die Effizienzfront aus den Punkten (o(x(r)), R(z(r)))
fiir alle oben gennanten Gitterpunkte r; z(r) ist eine Optimallgsung des MAD Modells mit Parame-
ter r ist und o(z(r)), R(z(r)) sind die Standardabweichung des Ertrags bzw. der erwartete Ertrag
von xz(r). Léisst der Vergleich der zwei Effizienzfronten den Schluss zu, dass die Ertriige der beriick-
sichtigten Assets annidhernd normalverteilt sind?

Verwenden Sie den Black-Litterman Ansatz und bestimmen Sie die Effizienzfront fiir die Portfolios
aus Ubungsbeispiel 9 unter Beriicksichtigung der folgenden Erwartungen (neben den historischen
Daten):

e Der wochentliche erwartete Ertrag von Nasdaq (NC) wird um 3% niedriger als der erwartete
Ertrag des S&P 500 (S&P500) ausfallen.

e Der durchschnittliche wochentliche erwartete Ertrag von NC und Dow wird um 5% hoher als
der erwartete Ertrag des Russell 2000 ausfallen.

Betrachten Sie zwei Szenarien fiir die Zuversicht an diesen Erwartungen: (a) grole Zuversicht, die
durch w; = wy = 0,0001 modelliert wird, und (b) moderate Zuversicht in der ersten Erwartung
und geringe Zuversicht in der zweiten, die durch w; = 0,01 und we = 0,1 modelliert werden (siehe
Vorlesung). Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den jeweiligen Ergebnissen aus Ubungsbeispiel 9.

Betrachten Sie das folgende quadratische Optimierungsproblem

min  x1x0 + x% + %x% + 2x§ + 211 + xo + 43
udNb

T1+x0+23=1

Tl — T2 = 0

x; >0, fir ¢ € {1,2,3}

Zeigen Sie mit Hilfe der KKT Bedingungen, dass z* = (1/2,1/2,0)! die Optimallssung dieses Pro-
blems ist.

Betrachten Sie das folgende quadratische Optimierungsproblem zur Bestimmung eines Portfolios mit
minimaler Varianz in dem auch ,,short“ Investitionen erlaubt sind:

n
min{z'Yr: 2z = (Ti)ietn € RY, in =1}.
i=1
Hier ist n die Anzahl der Assets im Portfolio und ¥ die positiv-definite Kovarianzmatrix der Ertrige
der Assets im Portfolio.

Verwenden Sie die KKT Bedingungen um eine geschlossene Formel fiir die eindeutige Optimallésung
dieses Problemes zu ermitteln. Bestimmen Sie auch eine geschlossene Formel zur Bestimmung der
daziigehorigen Lagrange Multiplikatoren.



14. Klassifikationsprobleme.

Bei einem Klassifikationsproblem sollen unterschiedliche Einheiten nach gewisssen Eigenschaften
klassifiziert werden. Denken Sie zB. an Aktien, die nach Preis, Preis/Ertrag Quotient, Wachstum,
Wachstumsraten, usw. klassifiziert werden sollen (zB. in Wachstum-Aktien, sogenannte ,growth
stocks“, und Wert-Aktien, sogenannte , value stocks®). In der Regel erhiilt man zunéchst eine Trai-
ningsmenge von Einheiten, fiir die sowohl die Realisierungen aller relevanten Merkmale als auch die
Klassenzuordnung bekannt sind. Beim linearen Klassifikationsproblem wird in zwei Klassen A und B
klassifiziert. Dazu werden zwei Parameter w € IR*\{0} und v € IR gesucht, sodass w'z < y—1 fiir alle
Einheiten  aus A und wx > v+ 1 fiir alle Einheiten  aus B gilt. Hierbei ist x € IR" ein Vektor, der
die Realisierungen der einzelnen fiir die Klassifikation mafigeblichen Eigenschaften (n an der Zahl)
quantitativ darstellt. Falls ein Vektor w und ein Skalar v wie oben existieren, dann heiflen die zwei
Klassen der Trainingsmenge linear separierbar und die Hyperebenen w'z = v — 1 und w'z = vy + 1
heilen separierende Hyperebenen. Fiir eine gegebene Traininsgmenge sind die separierenden Hyper-
ebenen in der Regel nicht eindeutig und es ist oft erwiinscht, separierende Hyperebenen mit maxi-
malem Euklidischen Abstand zu bestimmen. (Der Euklidische Abstand zwischen zwei separierenden
Hyperebenen wird margin genannt. Fiir zwei als Punktmengen in IR" betrachtete Hyperebenen f
und ¢ ist der Euklidischer Abstand, d.h. der margin m(f, g), als m(f, g) := min{d(a,b):a € f,b € g}
definiert, wobei d(a, b) der Euklidischer Abstand zwischen a,b € IR" ist.)

Nach der Bestimmung der separierenden Hyperebenen fiir eine gegebene Trainingsmenge erfolgt die
Klassifizierung jeder weiteren Einheit nur anhand des Wertes von w'z, wobei z die Realisierungen
der einzelnen n Eigenschaften der Einheit quantitativ darstellt. Falls w'z < v — 1, dann wird z der
Klasse A zugeordnet, falls w'z > v + 1, so wird = der Klasse B zugeordnet.

(a) Formulieren Sie das lineare Klassifikationsproblem, d.h. die Bestimmung eines Vektors w’ und
eines Skalars -, die den Euklidischen Abstand zwischen den separierenden Hyperebenen maxi-
mieren, als quadratisches Optimierungsproblem.

(b) Die oben beschriebene Idee der linearen Separation kann auch in dem Fall verwendet werden,
wenn die zwei Klassen der Trainingsmenge nicht linear separierbar sind. In diesem Fall hat das
Problem aus (a) keine Losung. Das Modell kann jedoch so erweitert werden, dass Verletzungen
der Separationsbedingungen erlaubt und anhand von nicht-negativen Variablen modelliert wer-
den. Die Zielfunktion kann dann so aufgesetzt werden, dass (i) der Abstand zwischen den zwei
quasi-separierenden Hyperebenen maximiert wird, und (ii) die Summe der Verletzungen der
Separationsbedingungen minimiert wird. Formulieren Sie dieses Problem als quadratisches Op-
timierungsproblem und fithren Sie einen Steuerungsparameter ein, der die relative Gewichtung
der beiden Ziele (i) und (ii) in der zusammengesetzten Zielfunktion steuert.

(c) Betrachten Sie das Klassifikationsproblem aus (a), wobei der Abstand zwischen den zwei sepa-
rierenden Hyperebenen nicht mit Hilfe der Euklidischen Norm sondern mit Hilfe der Norm
loo in IR definiert wird, d.h. m(f,g9) := min{dw(a,b):a € f,b € g} wobei dy(a,b) :=
maxj<i<n |a; — b;|. Lésst sich dieses Klassifikationsproblem als lineares Optimierungsproblem
formulieren?

15. Minimierung der Summe der Fehlerquadrate

Angenommen (z;,7;), i € 1,N, ist eine Stichprobe aus einer Gesamtverteiling (X,Y) eines p-
dimensionalen Zufallsvektors X und einer Zufallsvariable Y, i.e. x; € RP, y; € IR, Vi € 1, N.
Diese Stichprobe wird zur Schitzung der Koeffizienten § € IRP eines linearen Regressionsmodells
Y = 87X + € verwendet. Der iibliche Ansatz dazu ist die Losung des folgenden Minimierungspro-
blems

N
: T 2
5%1[1[2{11) i:1(6 Ti — yz) .

(a) Formulieren Sie dieses Problem als konvex-quadratisches Optimierungsproblem und ermitteln
Sie die bekannte Formel zur Berechnung der Koeffizienten eines linearean Regressionsmodells
unter der Annahme, dass die Matrix A € IRN*P, deren i-te Zeile mit dem Zeilenvektor z!
iibereinstimmt, vollen Spaltenrang hat. Dabei gilt N > p.



(b) Falls N < p dann spricht man von einem hoch dimensionalen Problem. In diesem Fall wird der
Zielfunktion ein Strafterm hinzugefiigt um die Grofle der Koeffizienten S klein zu halten bzw.
gegen Null zu driicken. Dazu gibt es zwei verbreitete Ansétze ,the ridge regression” (RR) und
»the lasso regression (LR). Im RR Modell lautet das Optimierungsproblem

in ||AB — yl3 + |83
Join ||48 —yll2 + AllAll2
wobei A ein Steuerungsparameter und ||3||2 die Euklidische Norm von f ist.
Geben Sie in diesem Fall eine Formel zur Berechnung der Koeffizienten 3 an'.

16. Das Black-Litterman Modell

Eine Normalverteilung N, (7, Q) wird als A-priori-Verteilung des Vektors p der erwarteten Ertrige
der n Assets im Portfolio angenommen, d.h. u ~ N,(m, Q). Es wird weiters angenommen, dass
Pu = g+ € gilt, wobei € ~ Ni(0,Q) und P € RP*", g € IRP deterministische Grofien sind.

(a) Betrachten Sie zuerst den Fall Q = 0, der einer deterministischen Bedingung Py = ¢ entspricht.

Dann gilt
Tr —
q

Der A-posteriori-Schétzer von p ergibt sich als Optimallosung des folgenden Problems
min{(w — Q™ (m — p):p € R™ ,Pu = q} ,

wobei () als positiv semidefinit, und somit regulér, angenommen wird. Zeigen Sie mit Hilfe der
KKT Bedingungen, dass das folgende /i die Optimallésung des obigen Problems ist

+ €x
IUPILL 1 767rNNn<07Q)'

ii=m+QPT(PQP")"'(q— Pr).

Q1 0
0 0
entspricht der Aufteilung der Expertenmeinungen in zwei Blocken, sodass die Meinungen des
zweiten Blocks als sichere, deterministische Aussagen, betrachtet werden:

(b) Betrachten Sie jetzt den Fall @ = , wobei {2 eine regiildre Matrix ist. Diese Annahme

q1 + €1
q2

Pip
P

PM: = ,61NN(0,Ql).

Es wird weiters angenommen, dass €, und ¢; unabhingig sind. Zusammenfassend gilt dann

U s
€x 0

q | =|PApte |, ~ N,(0,%),% = @ .
€1 0

72 Pop

Der A-posteriori-Schéitzer von p ergibt sich nun als Optimallésung des folgenden Problems

T
min [ TH ] 21[ TH

€ IR, Pop = i 1
a1 — Pip q — Pip . 2=z (1)

Zeigen Sie mit Hilfe der KKT Bedingungen, dass das folgende i die Optimallésung des obigen
Problems ist?
=7+ QPT(PQPT +Q)"1(¢— Pn).

Tm LR Modell wird mingers || A8 — y||3 + A||8||1 gelost, das sich als restringiertes quadratisches Optimierungsproblem
formulieren ldsst. Seine Optimallésung kann jedoch nicht in geschlossener Form angegeben werden. Das LR Modell fiihrt zu
sogenannten diinn besetzten Optimallésungen bei denen viele der Koeffizienten 8 gleich Null sind.

?Der allgemine Fall einer beliebigen Kovarianzmatrix Q lisst sich mit Hilfe der Spektralzerlegung Q = UAU” von Q auf
den Fall (b) reduzieren. Dabei ist U eine orthogonale Matrix und A eine nicht-negative Diagonalmatrix. Mit Hilfe von U kann
eine Variablentransformation durchgefiihrt werden, die eine Darstellung der Expertenmeinungen wie in (b) ermdoglicht. Somit
kann gezeigt werden, dass die Formel (1) auch im allgemeinen Fall gilt.



