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Kapitel 1

Risiko und Risikomanagement:
Hintergrund und Ziele

Begriffsherkunft:
e Risicare: Gefahr laufen, wagen
e Resecum: Felsklippe

Risiko: die aus der Unvorhersagbarkeit der Zukunft resultierende Moglichkeit eines Abwei-
chens von (Unternehmens-)Zielen.

Risikomanagement: Systematisches, aktives, zukunfts- und zielorientiertes Denken und
Handeln im Umgang mit unternehmerischen Risiken.

Gegenstand des RM:
e Sowohl Einzelrisiken als auch das Gesamtrisiko der Unternehmung
e Beriicksichtigung von Risikointerdependenzen
e Integration des RM in die Unternehmenssteuerung

Zentrale Fragen des strategischen RM:

o Welche sind die strategischen Risiken?

Welche Risiken soll das Unternehmen selbst tragen?

Welche(r) Instrumente(mix) sollen zur Steuerung der Risiken zum Einsatz kommen?

Welches Risikodeckungspotential ist erforderlich?

o Welcher risikoadjustierte Erfolgsmafistab dient als Zielgrofe der Unternehmenssteue-
rung?

Beispiel 1.0.1. Anfangskapital Vp = 100.

Spiel: man verliert oder gewinnt 50 mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/2.
150 mit Wahrsch. 1/2

50  mit Wahrsch. 1/2

Kapital nach dem Spiel V; = {
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Sei X := Vi — Vp der Gewinn/Verlust. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X heifit
Gewinn/Verlust Verteilung (GVV).
Die Verteilungsfunktion von L := Vj — V] heift Verlustverteilung.

L > 0 = Risiko!

Viele Leute hitten lieber keinen Gewinn und keinen Verlust mit Sicherheit, als entweder
Gewinn oder Verlust von 50 Einheiten mit Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/2 = Risikoaver-
sion!

Die Entscheidung, ob gespielt wird oder nicht, hiangt von der Verlustverteilung ab. Diese ist
aber in der Regel unbekannt!

Definition 1.0.2. Ein Risikomaf p ist eine Abbildung der Zufallsvariablen in die reellen
Zahlen, die jeder Zufallsvariable L eine reelle Zahl p(L) € R zuordnet.

Beispiel 1.0.3. Mogliche Risikomafe sind:

e Standardabweichung (Nachteil: symmetrisch; bestraft Verluste wie Gewinne gleicherma-
fsen)

e Quantil der Verlustverteilung (z.B. VaR, CVaR. Nachteil: i.A. keine konvexen Funktio-
nen)

%

Warum Risikomanagement ?
Das Volumen des risikoreichen Handels im Globalen Markt steigt kontinuierlich:

Global OTC Derivatives: Nominalwert in Trillionen von USD{

Kontrakte | 2008 | 2007 | 2006 | 2005 | 2004 | 2003 | 2002 |
interest rate derivatives | 403 | 382,3 | 285,7 | 213,2 | 164,5 | 142,3 | 99,8
credit default swaps 38,6 | 62,2 | 344 | 17,1 | 5,44 | 3,78 | 2,15
equity derivatives 8,7 10 7,2 5,6 4,2 3.4 2,5

Beispiele groker Verluste in den Finanzmirkten [

e Orange County (1994) e Barings Bank (1995)
e LTCM (1998) e Bankgesellschaft Berlin (2001)
e BAWAG (2006) e Fannie May and Freddie Mac (2008)

e Lehman Brothers (2008) e Hypo Real Estate (2008)

Risikotypen: Fiir eine Organisation entsteht Risiko durch Ereignisse oder Handlungen, wel-
che die Organisation daran hindern kénnten ihre Verpflichtungen zu erfiillen bzw. ihre Stra-
tegien durchzufiihren.

!Quelle: ISDA - International Swaps and Derivatives Association, Inc. http://www.isda.org
%siehe zB. http://uww.erisk.com



Finanzielles Risiko:

Marktrisiko
Kreditrisiko
Operationelles Risiko

Liquiditéatsrisiko, Rechtliches Risiko, Rufschédigungsrisiko

Es wird versucht diese Risiken moglichst genau abzuschétzen; dazu wird idealerweise die GVV

verwendet.

Regulierung und Aufsicht: Griindung des Basler Ausschusses fiir Bankenaufsicht in 1974.

1988

1996

2007

2009 ?

Sicherheitskapital abhéngig von der GVV.

Basler Ausschuss: Vorschlige und Richtlinien iiber Anforderungen und Methoden zur
Berechnung des Sicherheitskapitals.

International akzeptierte Standards fiir die Berechnung des Volumens des Sicherheitska-
pitals, sowie darauf basierende gesetzliche Bestimmungen werden angestrebt.

Kontrolle durch die Aufsichtsbehorde.

Basel I: Internationale Mindestkapitalanforderungen insbesondere bzgl. Kreditrisiko.

Novelle formuliert standardisierte Modelle fiir Marktrisiko mit einer Option fiir gréfere
Banken zur Verwendung von Value at Risk (VaR) Modellen.

Basel II: Mindestkapitalanforderungen (bzgl. Kredit- und Marktrisiko sowie bzgl. ope-
rationelle Risiken), aufsichtliche Uberpriifungsverfahren, Marktdiszipli.

BASEL III - Verbesserung und Weiterentwicklung von BASEL II im Hinblick auf die
Umsetzbarkeit und operationelles Risiko.

3Siehe http://wuw.bis.org



Kapitel 2

Ermittlung der
Gewinn- Verlust-Funktion

2.1 Verlustoperatoren

V(t) ... Wert des PF zum Zeitpunkt ¢.
At ... Zeithorizont.
Verlust: Liyyng = —(V(t+ At) = V(t)).
Diskretisierung der Zeit: t, = nAt, n=20,1,2,...
Lnt1 = Ly, t01] = Linat,nrnag = = (Va1 — Va)
wobei V,, = V(nAt).
Beispiel 2.1.1. Ein Aktienportfolio:

Das Portfolio besteht aus «; Stiick von Aktie A;, 1 =1,2,...,d.
Sh,i ... Preis von Aktie A; zum Zeitpunkt ¢,.

d

Vi = Zaisn,i
i=1
In S,

Xny1i = 1 —1In Sy
Zn,i = In Snﬂ'
Seien wy,; := ;Sn,i/Vp, i =1,2,...,d, die relativen Portfoliogewichte.



Es gilt:

Ln+1 = (Vn—i—l <Z 041 n+1, Z OCZ n z)

d d
exp(Z
= — Z a; (exp(Znt1,i) — exp(Zns)) = Z a; exp(Zn,i) [exl()(ZnH)Z) — 1]

i=1 i=1

d
= - Z aiSn,i[eXp(Zn—l—l,i - Zn,z) - 1 Z az n,i eXp(Xn—H z) - 1]
i=1 i=1

d
= =V, an,i[exp(Xn-l—l,i) - ]-] = ln(Xn—i—l)
=1

Mit € = 1+ 2 + o(2?) ~ 1 + x fiir * < 1 erhiilt man die Linearisierung

n+1 —Va anz n+1,4 = lﬁ(XnJrl)-

2.2 Der allgemeine Fall

Vo = f(tn, Zn); Zn = (Zn,- .., Zn,q) ist ein Vektor von Risikofaktoren.
Verdnderungen der Risikofaktoren: X, = Z,,41 — Z,,

Ln+1 = - (f(tn—l—l) L + Xn+1) - f(tna Zn)) = ln(Xn+1)

wobel I, (z) := — (f(tnt1, Zn + x) — f(tn, Zyn)) der Verlustoperator ist.

Der linearisierter Verlust ist dann

d
Ly = — (ft(tm Zn)At + Z fai(tns Zn)Xn+1,i>
i=1

wobei f; und f,, die partiellen Ableitungen von f sind.
Damit ergibt sich der linearisierte Verlustoperator

12 (a) = (ftoen,z A+ S Fotn Zi)e )

=1

2.3 Finanzderivate

. sind Finanzprodukte oder Kontrakte, die aus einem fundamentalen Basiswert (zB. Akti-
enpreis, Aktienindex, Zinssatz, Rohstoffpreis) abgeleitet werden.



Definition 2.3.1. Eine Europdaische Call Option (ECO) auf eine bestimmte Aktie S gibt dem
Besitzer das Recht, aber nicht die Pflicht, die Aktie S an einem Tag T um einen Preis K zu
kaufen. Die Option wird um einen bestimmten Preis am Tag 0 erworben.

Der Wert der ECO zum Zeitpunkt ¢ ist

C(t) = max{S(t) — K, 0},
wobei S(t) der Preis der Aktie S zum Zeitpunkt ¢ ist.

Definition 2.3.2. Eine Nullkuponanleihe mit Laufzeit T ist ein Kontrakt, der dem Besitzer
eine Wahrungseinheit zum Zeitpunkt T bringt.

Definition 2.3.3. Ein Wahrungs-Forward ist ein Kontrakt zwischen zwel Parteien, der dem
Kaufer das Recht einrdumt, eine bestimmte Menge V einer fremden Wihrung zu einem be-
stimmten Zeitpunkt 7" und zu einem bestimmten Wechselkurs e vom Verkdufer zu erwerben.

Beispiel 2.3.4. Ein Anleihen-Portfolio:

Sei B(t,T) der Preis der Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt ¢ < 7.

Die kontinuierliche Rendite (yield) - y(t,T) = —+ In B(t, T) - wird interpretiert als der kon-
tinuierliche Zinssatz, der zum Zeitpunkt ¢ fiir den gesamtem Zeitraum [¢, T'] vereinbart wurde.
Fiir unterschiedliche Laufzeiten gibt es unterschiedliche Renditen.

Die Renditenkurve (yield curve) zum fixen Zeitpunkt ¢ ist 7' — y(¢, 7).

Das Portfolio besteht aus «; Stiick der Nullkuponanleihe ¢ mit Laufzeit 7; und Preis B(t,T;),
1=1,2,...,d. Der Wert des Portfolios ist

d d
Vo = ZaiB(tmTi) = Zaiexp{—(Ti - tn)Zn,i} = f(tn, Zn),
=1 =1

wobel Z, ; := y(tn,T;) die Risikofaktoren sind.
Sei Xy 414 = Znt1,i — Zn,; die Verdnderung der Risikofaktoren, dann gilt:

d
(@) = = iB(tn,Ty) (exp{ZniAt — (T; — tni1)zi} — 1)
=1
d
Lty = =Y @iBtn,T)) (ZniAt = (T; = tny1) Xny10)
i=1

Beispiel 2.3.5. Ein Wahrungs-Forward-Portfolio:

Die Partei, die die fremde Wahrung kauft, hélt eine Long Position. Die Partei, die verkauft,
hélt eine Short Position.

Eine Long Position iiber V Einheiten in einem Wihrungs-Forward entspricht einer Long Po-
sition iiber V' Einheiten in einer fremden Nullkoponanleihe (NCA) und einer Short Position
iiber €V Einheiten in einer einheimischen Nullkuponanleihe.
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Es wird folgende Annahme getroffen: Der Euro-Investor hilt eine Long Position in einem
USD/EUR Forward iiber V USD.

Sei Bf(t,T) ( B(t,T)) der Preis einer USD- (EUR)-basierten NCA und e(t) der Kassawech-
selkurs (spot exchange rate) fiir USD/EUR.

Der Wert der Long Position des Wihrungs-Forwards zum Zeitpunkt T ist Vi = V(e(T) — é).
Die Short Position in der einheimischen NCA kann wie im Beispiel behandelt werden.

Die Long Position in der fremden NCA:
Risikofaktoren: Z, = (Ine(t,), y/ (t,, T)) T, wobei y/ (t,, T) = —T_ltn In B (t,,T).
Wert der Long Position:

Vn = Vexp{ZnJ — (T — tn)Zer}
— Vexp{lne(ty) — (T —t,) (-T ! B/t T))}
)BY(

= Vexp{lne(t,) +In B/ (t,,T)} = V exp{In(e(t,
= Ve(t,)B/(t,, T).

tn,T))}

Der linearisierte Verlust: L5 = =V, (Zn2At + Xng11 — (T — tn) Xng1,2) &

Beispiel 2.3.6. Européische Call Option (ECO) auf eine Aktie S mit Laufzeit 7" und Aus-
iibungspreis (Strikepreis) K:

Der Wert der Call Option zum Zeitpunkt 7" ist max{Sy — K,0}.

Der Preis der ECO zum Zeitpunkt ¢t < T ist C' = C(t, S, r, o) (Black-Scholes Modell), wobei ¢
die Zeit, S der Preis der Aktie zum Zeitpunkt ¢, r der Zinssatz und o die Volatilitét ist.

Die Risikofaktoren sind:

Zn = (ln Snv Tn, Un)T
Xnt1 = (InSpt1—InSy,mp1 — Ty Ongr — O’n)T.

Der Wert des Porftolios ist
Vo= C(tn, Sn,rn,0on) = f (tn,exp(Zni), Zn2, Zn,3)
und der linearisierte Verlust ist
Lo = —(CAt + CsSu Xnt11 + Cr Xpi12 + CoXni13)

mit den Greeks Cy (Theta), Cs (Delta), C; (Rho) und C, (Vega). &
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Kapitel 3

Risikomalie

Verwendungszweck von Risikomanagement:

e Bestimmung der Mindestkapitalanforderungen:
Kapital, das bendtigt wird, um event. Verluste abzudecken.

e Als Management Tool:
zur Bestimmung der Risiken, die unterschiedliche Einheiten einer Firma eingehen diirfen.

3.1 Einige grundlegende Risikomafie

o Gewichtete Summe der Aktiva (Assetklassenspezifische Gewichte)
7ZB. Basel T (1998):

Eigenkapital > 8%

Cooke Ratio =
risikogewichtete Summe der Aktiva —

0% fiir Forderungen gegeniiber staatlichen Schuldnern (OECD-Staaten)
20%  fiir Forderungen gegeniiber Kreditinstituten

50%  fiir grundpfandrechtlich gesicherte Realkredite

100% fiir alle sonstigen Risikoaktiva, d.h. alle Kredite an Unternehmen

Gewicht :=

Nachteile: Kein Unterschied zwischen Long und Short Positionen, beriicksichtigt keine
Diversifikationseffekte.

e Sensitivitdt gegeniiber Risikofaktoren
Der Portfoliowert zum Zeitpunkt ¢, ist V,, = f(tn, Z,), wobei Z, ein Vektor von d
Risikofaktoren ist.
Die Sensitivitdtskoeffizienten sind f,, = %(t”’ Zn), 1 <i<d, zB.: ;The Greeks* eines
Portfolios.
Nachteile: Aggregierung zum Risikomals bei simultanen Verdnderungen von mehreren
Faktoren schwierig; bei mehreren Mirkten ist die Aggregierung zum Risikomafs fiir das
Gesamtportfolio schwierig.

e Szenario basierte RisikomaKe
Sei N die Anzahl méglicher Verdnderungen der Risikofaktoren (= Szenarien), X;
der Vektor der Risikofaktorverdnderungen, wenn Szenario i, 1 < ¢ < N, eintritt.
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x = {X1, Xa,..., Xy} sei die Menge der Szenarien und I,,)(-) der Verlustoperator des
Portfolios.
Jedem Szenario wird ein Gewicht w;, 1 < i < N, zugeordnet. Das Portfoliorisiko ist
dann

\IJ[X, w] = max{wll[n] (Xl), wgl[n] (XQ), PN >le[n} (XN)}

Beispiel 3.1.1. SPAN Regeln verwendet von CME (siehe Artzner et al., 1999):

Das Portfolio besteht aus mehreren Einheiten eines Future-Kontrakts und mehreren Put bzw.
Call Optionen desselben Kontrakts mit gleicher Laufzeit.

Berechnung der SPAN Marge:
Szenarien i, 1 <14 < 14:

Szenarien 1 bis 8 Szenarien 9 bis 14

Volatilitdt || Preis der Future | Volatilitdt | Preis der Future

Va 2 L« Range N \, = * Range

\ N i *x Range N Ny i *x Range
Va % * Range ¢ § * Range
H

Szenarien ¢, i = 15, 16, stellen extreme Bewegungen nach oben bzw. unten des Futurepreises

dar. Die Gewichte sind
1 1<i<l4
YT 0,35 15<i<16

Ein bestimmtes Modell (zB. Black-Scholes) wird verwendet um die Optionspreise in den ent-
sprechenden Szenarien zu generieren. &

3.2 Risikomafie basierend auf der Verlustverteilung

Sei Fy, := Fy, ., die Verteilung des Verlustes Ly, 1. Die Parameter von Fy, ., werden anhand
von historischen Daten entweder direkt oder mit Hilfe der Risikofaktoren geschétzt.
3.2.1 Die Standardabweichung (std(L) := \/0%(FL))

Sie wird vor allem in der Portfolio-Theorie verwendet.
Nachteile:

e Die Standardabweichung existiert nur fiir Verteilungen mit E(F?) < oo, d.h. sie ist nicht
einsetzbar bei leptokurtischen (,fat tailed“) Verlustverteilungen

e Gewinne und Verluste beeinflussen die Standardabweichung gleichermafien.

Beispiel 3.2.1. Ly ~ N(0,2), Ly ~ t4 (Student-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden).
Es gilt 02(L1) = 2 und 0?(Ly) = -5 = 2. Die Verlustwahrscheinlichkeit bei Ly ist jedoch viel

m—2

grofer als bei Ly. (Hinweis: Plotte den logarithmischen Quotient In[P(Ly > z)/P(L; > x)]!)

¢
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3.2.2 Value at Risk (VaR,(L))

Definition 3.2.2. Sei L eine Verlustfunktion und « € (0,1) ein gegebenes Konfidenzniveau.
VaR,(L) ist die kleinste Zahl [, sodass P(L > [) <1 — « gilt.

VaRy(L) =inf{ll e R: P(L > 1) <1l—a}=inf{l e R: 1-F(I) <1—a} =inf{l € R: F(I) > a}

Ein Vorschlag von der BIS (Bank of International Settlements) fiir den VaR ist z.B.:
VaRyg9(L) iiber einen Horizont von 10 Tagen als Mafs fiir das Marktrisiko eines Portfolios.

Definition 3.2.3. Sei F': R — R eine monoton steigende Funktion (d.h. x <y = F(z) <
F(y)). Die Funktion
FT:R—> Ry~ inf{z € R: F(z) >y}

heilst verallgemeinerte inverse Funktion von F'.
Hier gilt inf () = —oc.

Falls F' streng monoton steigend ist, gilt F~! = F*.
Beispiel 3.2.4. Sei F': [0,4+00) — [0, 1] mit

1/2 0<zx<1
F(x):{l/ 1<z

Dann ist die verallgemeinerte inverse Funktion gegeben durch

F(y) =inf{z € [0,00]: F(z) >y} = L y>%
’ - 0 y<3.
¢
Definition 3.2.5. Sei F': R — R eine monoton steigende Funktion.
¢o(F) = inf{x € R: F(x) > a} heift a-Quantil von F'.
Fiir die Funktion L und ihre Verteilungsfunktion F' gilt:
VaRy(L) = qo(F) = F ().
Beispiel 3.2.6. Sei L ~ N(u,0?). Es gilt
VaRo(L) = p+ 0¢a(®) = p+ 0@ (a),
wobei ® die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable ist, denn
VaR,(L) = = P(L < VaR4(L)) =P(L < p+ o¢ Ha)) =
P 8 <47i) =P < 67Y(a) = 6671 (@)) =
—— <S¢ (a)) =B =97 (a)) = ¢(¢ (a)) = e
——
=L'~N(0,1)
=>PL<p+op Ha) =P <VaRy(L)) = VaRy(L) = p+ o¢ (a),
da die Normalverteilung kontinuierlich ist. &

14



Beispiel 3.2.7. Ein Portfolio besteht aus d = 5 Stiick einer Aktie A. Der heutige Preis von A ist
So = 100. Die téglichen Log-Renditen sind normalverteilt:

X1 ln XQ =1In 52 g N(0,0.01). Sei Lq der 1-Tages PF-Verlust von heute auf morgen.

(a) Berechnen Sie VaRg.gg(Ll).

d
S,
Ly =-V, an,i (exp(Xn41,4) — 1) Xnt1,i=1n il
i—1 Sn,i
S1
L1 = —ClSQ (exp(Xl) - 1) X1 = nS—
0

Fiir den VaR gilt

VaR, (L) = Ff(uy=1 = Fp,(I)=u=P(L; <I)

P (=500 (exp(X1) — 1) <) = u <= P(exp(Xl)—lz—SéO> —u
P <exp(X1 )>1— 500) u = P <X1 > In (1 - 53())) —u (X1 ~N(0,0.01))

l

FXll(l—u):m(1—5(l]0) — 500<l—exp(F (1—u))):l

I = 500 (1 - exp(—F);}(u))>

[N A

Es gilt F;(0.99) = 2.3 und somit Fy (O 99) = 2.3v/0.01 = 0.23. Fiir u = 0.99 folgt insgesamt
VaRo.gg(Ll) ~ 100.

(b) Berechnen Sie VaRy.g9(Lioo) und VaRo,gg(Lleo), wobei Ligg der 100-Tage PF-Verlust
iiber einen Zeithorizont von 100 Tagen ausgehend von heute ist. LIA00 ist die Linearisie-
rung des obigen 100-Tage PF-Verlustes.

L1oo = —500 (exp(Xmo) - 1) mit
100

"y SlOO Sl S2 SIOO z-l—l
X — In = 1In e E In E X, N ()1

Es folgt somit
I = VaRooo(Lio) = 500 (1 —exp(—Fg! (0.99))) — 500 (1 — exp(—2.3))
VaRog9(Lioo) =~ 450.
Fiir die Linearisierung gilt ¢* ~ 1 4 z fiir £ < 1, also L{}, = —500X 0.
VaRogo(L5,) =1.150 > 500! (Anfangskapital)
Hier ist die Risikofaktorédnderung iiber 100 Tage nicht infinitesimal klein, die Linearisierung

versagt also. O
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3.2.3 Conditional Value at Risk (CVaR,(L) - oder Expected Shortfall (ES))

Ein Nachteil von VaR ist, dass er keine Auskunft dariiber gibt, wie grof der Verlust sein
kénnte, falls L > VaRq(L).

Definition 3.2.8. Sei a ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L eine kontinuierliche Ver-
lustfunktion mit Verteilungsfunktion FT,.

CVaRy(L) := ES,(L) =E(L|L > VaR,(L)).
Es gilt insbesondere

E(LI 4, (L),00) (L))
P(L > qo(L))

= Y mar )= 1 / a0
- 1 — [Qa(L)’OO) - 1—« qa(L) L

CVaRo(L) = E(L|L > VaRa(L)) =

1 z€A

wobei 14 die Indikatorfunktion der Menge A ist, also I4(x) = { 0 zd A"

Sei Fp, die diskrete Verteilungsfunktion einer Verlustverteilung L und « ein vorgegebenes
Konfidenzniveau. Der verallgemeinerte CVaR wird im diskreten Fall folgendermafsen definiert:

1
l—«

GCOVaR,(L) := [E(LI[.(1),00)) + da(L) (1 —a — P(L > qa(L)))] -

Lemma 3.2.9. Sei a ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L eine kontinuierliche Verlust-
funktion mit Verteilungsfunktion Fr. Es gilt

1
CVaR,(L) = 11/ VaR,(L)dp.

Beweis. Fiir den CVaR gilt CVaRa (L) = quO(L) ldF(1).

Setze y : [0,1] = R, a — VaRy(L) = ¢o(L) und y~ : R — [0,1], I — y*(I). Dann gilt
VaRye(l)(L) =l

Man substituiert nun [ = VaR,(L) = y(p) im Integral, was zu dFy(l) = dF,(VaR,(L)) = dp
fithrt, da Fr(VaR,(L)) =P(L < VaR,(L)) = p gilt. Die Integrationsgrenzen dndern sich zu

Ga(L) ~ «
oo o~ 1.
Zusammen ergibt das
1 1
CVaR,(L) = . / VaR,(L)dp.
—a ),

Beispiel 3.2.10. (a) Sei L ~ Exp(\). Bestimmen Sie CVaR,(L).
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CVaRs(L) / A exp{—}dl.

Mit 8 = VaR,(L) = F; *(a) folgt a = F1,(B) = 1 — exp{—\B} und somit

p=-R0o0)

Eingesetzt liefert das (fiir Al = t)

[e.9]

1 > dt 1 1 _
CVaRy(L) = 1_a//3A texp{-1)5 = 11— (~e (1 +1)

= W L OVaRL (L) =2 (1= (1 — ).

B

(b) Die Verteilungsfunktion Ff, der Verlustfunktion L sei folgendermaken gegeben:
Fr(z)=1—(1+~z)~ Y7 fiir 2 > 0 und v € (0,1). Bestimmen Sie CVaR4/(L).

VaR(L) = }Y (1—a)™—1)

CVaRo(L) = v ' (1-a)"1—y)""-1).
¢

Beispiel 3.2.11. Sei L ~ N(0,1). Seien ¢ und & die Verteilungsdichte bzw. -funktion von L.
Es gilt OVaRy(L) = 2420

11—«

Sei I/ ~ N(u,02). Zeigen Sie, dass CVaRa (L) = pu + o 28 (@) gilg.

—Q

1 o0 1 o0 1 2
CVaR,(L) = 1d®(1 l——e ¥ /2q
aRo(L) 1_@/@() (1) = 1_a/ i

2 o0 —1
- e (e (-5))| | -HE
].—O[ 27’[‘ 2 <I>*1(a) ]._O[

&

Beispiel 3.2.12. Sei die Verteilungsfunktion von L die Student-t-Verteilung mit v > 1 Frei-
heitsgraden. Die Dichtefunktion von L ist

(2) = ((v+ 1)/2) - 22 —(v+1)/2
I Vvnl(v/2) v '
Zeigen Sie, dass CVaR, (L) = g”(tl’zloga)) (VJr(fjl(a))Q), wobei t,, die Verteilungsfunktion von L

ist.

o
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3.3 Methoden zur Berechnung von VaR und CVaR

Gegeben ist folgendes Setting:
e Portfoliowert: Vy, = f(tm, Zm)
e Vektor von Risikofaktoren: Z,,
o Verlustfunktion: Lyi1 = Iy (Xmt1)
o X,,t1, der Vektor der Verdinderungen der Risikofaktoren: X,,11 = Zpp1 — Zm
e Beobachtungen (historische Daten): Zp,—ni1, ..., Zm.

Wie kénnen diese historischen Daten nun zur Berechnung von VaR(Ly,+1) bzw. CVaR(Lp41)
verwendet werden?

3.3.1 Der empirische VaR bzw. CVaR

Sei x1,x9,...,x, eine Stichprobe der unabhéngigen identischverteilten 2V X1, Xo, ..., X, mit
Verteilungsfunktion F'. (Notation: Die ZV X3, Xo, ..., X, sind i.i.d.)
Die empirische Verteilungsfunktion ist

1 n
Fu(@) = = 3" gy 00) (@)
k=1

mit dem empirischen Quantil g, (F,) = inf{z € R: F,(z) > a} = F (a).
Unter der Annahme x1 > x2 > ... > x, gilt:

QOz(Fn) = Tln(1—a)]+1s
wobei [y] = sup{n € N: n < y} fiir jedes y € R, denn es gilt
4o (Fy) = inf{z € R: F,(z) > a} = & rax{keN: nk>a}t1
T max{keN: 1-E>a)41 — Tmax{keN: k<(1—a)n}+1
= Zh(l-a)]+1-

Ga(F') := qa(F},) ist der empirische Schatzer des Quantils g, (F').

Lemma 3.3.1. Sei F' eine streng monoton steigende Funktion. Dann gilt

lim go(F) = qa(F), Vae€ (0,1),

n—oo

d.h. der Schitzer G (F) ist konsistent. Der empirische Schdtzer des CVaR ist

- E{n(i—a)}-l—l .
)= 2k=1 Tk
CValia(F) [(n(1—a)] +1
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3.3.2 Ein nicht-parametrisches Bootstrapping Verfahren zur Ermittlung
von Konfidenzintervallen der Schitzer

Seien die ZV Xy, Xo,..., X, i.i.d. mit Verteilungsfunktion F' und sei x1,zo,...x, eine Stich-
probe daraus.

Gesucht ist ein Schétzer eines von F' abhéngigen Parameters 0, z.B. 0 = ¢, (F'), und das da-
zugehorige Konfidenzintervall.

Sei 0(:51, .., &) €ein Schitzer von 6, zB. 0(351, ceeyTp) = T((n—1)a]+1,n) WODEI T1n > ... > Ty p
die sortierte Stichprobe ist.
Das gesuchte Konfidenzintervall ist ein Intervall (a,b), a = a(x1,...,2,) und b = b(x1, ..., x,),

sodass P(a < 6 < b) = p, fiir ein vorgegebenes Konfidenzniveau p.

Fall I: F' ist bekannt.

Durch Simulation von F' werden N Stichproben (N grof) a:(lz),xé), . .,@,&“, 1<i<N,er-
zeugt.

Seiéi:9<x§),5;g),.. ()) 1<i<N.

Die empirische Verteilungsfunktion von 9(1:1, X9y ..., Tp) I8t
ZI[G Oo) —>F0furN—>oo

Das gesuchte Konfidenzintervall ist
(m;ﬂ%%ug@%)
denn fiir a := qQ(F]%) und b := qHJ(Ff;,) gilt
2

1 1-— 1-—
(9>b)—1—¥ Tp und P(0<a):Tp
=Pl<avVd>b)=1-p=>Pla<bf<b)=
Fall II: F ist unbekannt.
Zur Erinnerung: Die empirische Verteilungsfunktion von X;, 1 <i < mn, ist

n

1
1=
Wenn n grof ist, dann gilt F, ~
Wir konnen Stichproben aus F), nehmen, indem wir n Elemente aus {x1,x9, ..., z,} mit Zu-
riicklegen ziehen. ' ' ‘
Angenommen es werden N solche Stichproben gezogen: x}k(l), x;(z), e ,mfl(z), 1<i<N.

Es soll 07 = é(zi(i), x;(i), . ,x:(i)> berechnet werden.

Die empirische Verteilungsfunktion F¢ () = ZZ 1 L[ o) (%) approximiert die Verteilungs-

funktion F? von é(Xl,Xg, oo, Xp) fir N — oo.
Fiir das Konfidenzintervall (a,b) mit a = q(1_p)2(Fg ), b = qa1p)2(F& ) gilt

o =0narp/ay 0= 0Nap) 2y
wobei 0] y > 65 ... 0 n durch Sortierung von 67,053,..., 6% entsteht.
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3.3.3 Zusammenfassung des nicht-parametrischen Bootstrapping-Verfahrens
zur Berechnung von Konfidenzintervallen

Gegeben: Stichprobe z1,x9,...,z, der i.i.d. ZV. X1, Xo,..., X,, mit Verteilungsfunktion F

und ein Schiitzer (21, xo, ... ,,) eines unbekannten Parameters (F).

Gesucht: Ein Konfidenzintervall [, fiir § mit vorgegebenem Konfidenzniveau p.

e Bilde N neue Stichproben x’{(i), x;(i), e ,:c;i(“

aus {x1,22,...,Tn}.

, 1 <1 < N, durch ziehen mit Zuriicklegen

e Berechne 07 = ) (xik(i% :C;(i)’ . 73::(1')).

o I = (Olvapyoiins Oiva_pyaia ) Wobei 67y > 65 > .05 durch Sortierung
von 07,05, ...,0% entsteht.

3.3.4 Eine approximative Losung ohne Bootstrapping
Gegeben: Eine Stichprobe x1,29,...,2, von ZV X;, 1 < i < n, ii.d. mit unbekannter konti-

nuierlicher Verteilungsfunktion F'.

Gesucht: Ein Konfidenzintervall (a,b) fir ¢o(F), a = a(x1,xa,...,x,), b = b(x1,z2,...,Ty),
sodass

Pla < ¢o(F) <b) =pund P(a > ga(F)) =P(b < qu(F)) = (1 — p)/2.
Wir suchen i > j, 4,7 € {1,2,...,n}, und das kleinste p’ > p, sodass

P(zin < qa(F) <zjpn)=p (%)

und
P(zin 2 ¢a(F)) < (1 =p)/2 und P (25 < qa(F)) < (1 —p)/2 (%),
wobei x1 ., > X2y > ... > Xy, durch Sortierung von 1, z2, ..., x, entsteht.
Sei Yo = #{xp: x> qo(F)}.
Es gilt:

P(xj,n < Qa(F)) = ]P)(xj,n < Qa(F)) = P(Ya <Jj- 1)
P(Zin > qu(F)) = P@in>qu(F)=1-P(Y,<i—1)=P(Y, >1i)

Yo ~ B(n,1 —a). Berechne P(z;,, < ¢o(F')) und P(x;, > ¢o(F)) fiir unterschiedliche 4 und j
solange, bis i,j € {1,2,...,n}, i > j, gefunden werden, die (%) und (xx) erfiillen.

Beispiel 3.3.2. Fiir n = 10 und a = 0.8 berechne das Konfidenzintervall fiir gog(F") mit
Konvidenzniveau p’ > 0.75.
Yos ~ B(10,0.2) =

P(Yps =0) = 0.1074

P(Yos = 1) 0.2684

P(Yos =2) = 0.3020

P(Ypg =10) = 1.02-107"7
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1 —
P(2110 < qo.s(F)) = P(Yos < 0) = 0.1074 < Tp =0.125
]P)(:L‘4,10 > qO,g(F)) =1- P(Yg,g < 3) =0.12 <0.125
= [24,10,71,10] und P(z4,10 < qo.s(F) < 2110) & 1 —0.12 - 0.1074 > 0.75 &

3.3.5 Historische Simulation

Seien Ty,—n+1,--., T, historische Beobachtungen der Verdnderungen der Risikofaktoren
Xm—n+1,---, Xm gegeben.
Annahme: Die historischen Verluste sind i.i.d.

Die historischen Verlustwerte I, = I (Tm—k41), kK = 1,2,...,n, stellen eine Stichprobe der
Verlustverteilung dar. Der empirische VaR ist demnach

VaR = qa(FnL) = l[n(1—a)}+1,n

und der empirische CVaR

[n (1 - a)] + 1

wobei Iy, > la,, > ... > 1, durch die Sortierung von [;, 1 < i < n, entsteht.

Der VaR und CVaR des aggregierten Verlustes iiber mehrere Tage, zB. 10 Tage, kann mit
Hilfe der Verlustwerte

o —

CVaR =

me—n+10(k—1)+j k= 1,,[n/10]

geschitzt werden.

Vorteile:
e cinfache Implementierung

e beriicksichtigt die Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Komponenten des Vektors der
Verénderungen der Risikofaktoren X, 1 = (Xp—k.1,- -, X;m—k,d)

Nachteile:
e es sind sehr viele historische Daten notwendig um zuverlissige Schétzer zu bekommen

e Schitzung impliziert, dass der geschitze Verlust nicht grofer als bereits historisch reali-
sierte Verluste sein kann

3.3.6 Varianz-Kovarianz Methode

Die Grundidee hier ist die Verwendung der linearisierten Verlustfunktion

L?n—i—l = ZA(Xerl 7‘/21”1 m+1,0 — *VUJ Xm+1a
i=1
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wobei V i=V,, w; == w4, w = (wi,..., wd)T, Xm+1 = (Xm_,_l’l,Xm_._LQ, e XerLd)T.
Unter der Annahme X, 1 ~ Ng(p, X) folgt

—Vw' X1 ~ N(=Vw 5, V' Sw).

Seien Ty—n41,- - -, Ty historische Beobachtungen der Verinderungen der Risikofaktoren, mit
der Annahme sie seien i.i.d. Der Schétzer fiir u; ist

1 ,
Nl:nkzlxm_k""lﬂ 121,2,...,d

und der Schitzer 3 = (&) fir ¥ = (oy;)

n

1 ..
—7 Z(xmkarl,i — i) (Tm—kr1 — Hg) 7 =1,2,....d.
=1

O =

Insgesamt erhdlt man nun den Schétzer fiir VaR:
VaRa(Limi1) = —Vw i+ VVwTSwe(a)
(siehe Bsp. (3.2.6)).

Vorteile:

e analytische Ldsung

e cinfache Implementierung

e keine Simulationen notwendig
Nachteile:

e Linearisieung nicht immer adéiquat, nur fiir einen kurzen Zeithorizont gerechtfertigt (sie-

he Ubung )

e Annahme der Normalverteilung kénnte zur Unterschétzung des Risikos fithren und sollte
begriindet werden (zB. anhand von historischen Daten).

3.3.7 Monte-Carlo Verfahren

Historische Beobachtungen der Risikofaktoren und deren Verdnderungen.

4

Annahme iiber ein parametrisches Modell fiir die Verteilungsfunktion der Verdnderung der Ri-
sikofaktoren X, 11; zB. gemeinsame Verteilungsfunktion F' und Unabhéngigkeit von X,,—pn41,
c X
4

Schitzung der charakteristischen Parameter dieser Verteilungsfunktion.
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Nehme N Stichproben Z1,Z9,...,Zx aus F (N muss grofs genug sein).
Sei Iy = lj)(Tx), 1 < k < N. Die empirische Verteilungsfunktion des Verlustes L1 ist

N

ALm 1

FY @) = o ooy (),
k=1

Der Schéatzer fur VaR ist also
— /\Lm,
VaR(Lyt1) = qa (FN +1> = lINa-a)+1,n>

wobei [y vy > la ny > ... > Iy n und der fiir CVaR

[N(1—a)]+1 lk,N

CVaR(Lini1) = N0 a1

Vorteile:

o Sehr flexibel, es kann jedes Modell verwendet werden, aus dem simuliert werden kann

e Beriicksichtigung von zeitlichen Abhéngigkeiten zwischen den Verdnderungen der Risi-
kofaktoren moglich, etwa durch Verwendung von Zeitreihen

Nachteile:

e Rechenintensiv; grofe Anzahl von Simulationen notwendig um gute Schitzwerte zu be-
kommen.

Beispiel 3.3.3. Das Portfolio besteht aus einem Stiick einer Aktie mit Preis Sy zum Zeitpunkt
t.
Die Verdnderungen der Risikofaktoren

Xk+1 = ln(St,H_l) — ln(Stk)

sind i.i.d. mit Verteilungsfunktion Fy, wobei 6 ein unbekannter Parameter ist.

6 kann mit Hilfe von historischen Daten geschétzt werden (zB. mittels ML Verfahren).
Sei der heutige Preis S, = 5.

Man zeige: Der VaR des Portfolios iiber [ty, tx11] ist folgendermaken gegeben:

VaRa(Ly+1) = S (1 - exp{Fj (1 - a)}).

Wenn Fy kompliziert ist, dann kann die analytische Berechnung von CVaR schwierig sein.
Eine Alternative wére hier die Monte-Carlo Simulation. &

Beispiel 3.3.4. Sei das Portfolio und die Verdnderungen der Risikofaktoren Xy, wie im obigen
Beispiel.

Ein populdres Modell fiir die Log-Rendite einer Aktie ist GARCH(1,1) (siehe zB. Alexander
2002):

Xk+1 = Okt1Zk41 (3.1)
o = ao+aXi+biop (3.2)
wobei Zi, k € Nii.d. standard-normalverteilt sind. ag,a; und b; sind Parameter, die geschétzt
werden.
Es ist einfach aus diesem Modell zu simulieren. Analytische Berechnungen des VaR bzw. CVaR

fiir ein Zeitintervall bestehend aus mehreren Perioden sind hingegen schwierig!
Ausprobieren! &
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Kapitel 4

Extremwerttheorie

In diesem Kapitel werden wir oft dieselbe Notation fiir die Verteilung einer ZV und ihre Ver-
teilungsfunktion verwenden!

Bemerkungen:
o f(z)~ g(x) fiir x — oo bedeutet limy_,oo f(z)/g(z) =1
e F:=1—F (right Tail“ einer univariaten Verteilungsfunktion F).

Bezeichnungskonvention: Man sagt eine ZV X hat fat Tails* oder ist ,heavy tailed* (h.t.)
wenn

ST

im T 0 wvas o,

T-y00 e~

Auch eine ZV X, fiir die 3k € N, sodass F(X*) = oo, wird oft heavy tailed genannt.

Definition 4.0.5. Eine mefbare Funktion h: (0,00) — (0, 00) besitzt eine reguldre Variation
mit Index p € R um oo, wenn

¥ Vx>0 (4.1)

Bezeichnung: h € RV),.
e Wenn p = 0, dann heifit es ,,h variiert langsam um oo“.
e Wenn h € RV, dann gilt h(z)/z? € RV}.
e Falls h € RV,, dann 3L € RV} sodass h(z) = L(x)z” (L(z) = h(z)/z").
e Falls p < 0, dann ist die Konvergenz in gleichméfig in jedem Interval (b, c0) fiir
b> 0.
Beispiel 4.0.6. 1. Zeigen Sie, dass fiir die untenstehenden Funktionen L, L € RV} gilt.

(a) limy 00 L(z) = c € (0,00)
(b) L(z) =1In(1 + z)
(¢) L(x) =In(1 +1n(1 + x))
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2. Gilt f € RV, fiir f(x) =3 +sinz, f(z) = In(e + x) + sinx?

Eine Funktion L € RV kann unendlich stark um oo variieren im Sinne, dass

lim inf L(z) =0 und lim sup L(z) = oc.

Z—00 T—00

Ein Beispiel dafiir ist L(z) = exp{(In(1 4 z))? cos((In(1 + z))*/?)}.

Beispiel 4.0.7. Sei F(z) =1 — 27, fiir # > 1 und o > 0. Dann gilt F(tx)/F(t) = 2= fiir
t>0.D.h. Fe RV_,. O

Beispiel 4.0.8. Sei F(z) = exp{—2~%} fiir z > 0 und o > 0. Es gilt lim,_, o F(z)/2~* = 1.
Daraus folgt F' € RV_,, denn

x o _:E—ak
1< 28— wa<1—F<x>>=$a<1—Z(m)>

=St

8

k! k!
k=1 k=2
e (—Ji_a)k_l 0 (_x—a)k:
> 2 )
k=2 =1
o (_x—a)k B o (_x—a)k
< 1+ Z k! o Z k!
k=1 k=0
T—r00

Es bleibt somit noch zu zeigen, dass lim;_, % = =% Das gilt aber, denn

Lo P/ (),
oo F(t)/t t=a '

o

Definition 4.0.9. Sei X > 0 eine ZV mit Verteilungsfunktion F. Man sagt X hat eine
reguldre Variation, wenn F € RV_,, fiir ein a > 0.

Proposition 4.0.10. Sei X > 0 eine ZV mit Verteilungsfunktion F, sodass F € RV_,, fiir
ein a > 0. Es gilt dann E(X?) < oo fiir f < a und E(X?) = oo fiir f > a.

Die Umkehrung gilt nicht!
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Proposition 4.0.11. (i) Eine mefbare Funktion h: (0,00) — (0,00) hat eine reguldire Va-
riation um 400, wenn eine Funktion g existiert, sodass

lim h(tx)/h(t) = g(x), Vx>0.

t—-+o0
In diesem Fall gilt g(x) = a2 fiir ein p € R und dann h € RV,.

(i1) Eine monotone Funktion h: (0,400) — (0,+00) hat eine regulire Variation um +oo,
wenn eine Folge (a,) von positiven Zahlen und eine Funktion & existieren, sodass

lim nh(ayz) =£&(x), V> 0.

n—-+o0o

In diesem Fall gilt £(x)/£(1) = o fiir ein p € R und dann h € RV,,.

Beweis. Siehe Resnick 1987. O

Beispiel 4.0.12. Seien X; und X zwei nichtnegative ii.d. ZV mit Verteilungsfunktion
F, F € RV_, fiir ein o > 0.

Annahme: X; (X3) gibt den Verlust eines Portfolios bestehend aus 1 Stiick der Aktie A;
(A2) an. Es wird weiters angenommen, dass A; und Ay gleich viel kosten.

Ein Investor hat 2 Stiick der Aktie A; gekauft. Die Wahrscheinlichkeit, dass sein Verlust gro-
fser als [ ist, ist durch P(2X; > [) gegeben. Kann der Investor die Verlustwahrscheinlichkeit
verringern, indem er auf ein diversifiziertes Portfolio bestehend aus einem Stiick der Aktie A;
und einem Stiick der Aktie Ay wechselt?

Um diese Frage zu beantworten, wird %
Sei € > 0 beliebig:

studiert.

P(Xl + Xo > l) QP(Xl <elNXg> (1 — E)l) +P(X1 > el NXg > El)
2P(X; > (1 —€)l) + P*(X; > €l)
P(Xl >V Xy Zl) :2]P(X1 Zl)*P(Xl >1INXo Zl)

= 2P(X; >1)—-P*(X; >1)

IV IA A

P(X) + Xy > 1)

Es gilt also

(X, > 1) PG > 1) _ P+ X > 1) _ 2P(X) > (1= ) +P(X) > (d)
P(2X1 > l) ]P’(2X1 > l) - ]P’(QXl > l)

h(Oé,Ql) g(avevl)

<
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mit

P(X1>1
OP(X, > 1) — P2(X; > 1) 2P(X1 > 1) (1 - 520 ))

i _ g
fim hlase )= lim ——p = X, 5 1/2)
2P (X1 >2- %)
— 1 2 — 2 . 2—& — 21—&
S P(X; > 1/2)
2 €
) o 2> (190 (14wt )
jim glese ) = lim P(2X, > 1)
OP(X; > 2(1 — €)t P2(X
g 2220 293) ) PG () | gieagg g,
l—o00 P(Xl > l/2) QP(Xl > (1 — E)l)
—2(2(1—¢))— —0

—1

Insgesamt lautet die Ungleichungskette wie folgt:

P(X, + X
2= < Jim (X1 + X5 > 1)

<21 — )@ 1/2).
I oy sy =2 "1-9 vee 1)

Fiir € — 0 gilt 217%(1 — €)™ — 217® und demnach gilt

1imIP(X1+X2>l)_ I—a >1 a<l1
oo P(2X1 >1) Tl <l oax>1

Wenn « < 1 ist eine Diversifikation nicht sinnvoll, fiir & > 1 jedoch schon! &

Beispiel 4.0.13. Seien X und Y zwei ZV, die die Verluste zweier Geschéftslinien einer Versi-
cherungsgesellschaft darstellen (Brand- bzw. Autoversicherung).

Sei F die Verteilungsfunktion von X fiir die ' € RV_,, a > 0, gilt. Es gelte weiters
BE(Y*) < o0, Vk > 0.

Die Versicherungsgesellschaft mochte limy oo P(X > 2|X +Y > z), d.h. die Wahrschein-
lichkeit eines grofen Verlustes bei der Brandversicherung, berechnen, vorausgesetzt es gibt
einen grofen Gesamtverlust der zwei Linien.

Wir betrachten also die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X > z| X +Y > z).

P(X+Y >2) = PX+Y >2AX>(1-e2)+P(X+Y >2AX < (1))

< PX+Y>aAX>(1—-€ez)+P(X+Y >zAY > ex)
< P(X > (1—ez)+PY > ex).
Es gilt
1<IP’(X+Y>:U)<P(X>(1—e)a:)+IP’(Y>6x)
- PX>z) P(X > x)
mit

P(X > (1—¢€)z) 2500 o
PXs>a) U9
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P(Y > 6:1:’) — }P’(YQO‘ > (6%)20) —P <Yga N E(YQQ) (695)2&) ]Vlang E(LQO‘)

E<Y2a) - (ex)%‘
und
P(Y > er) _ E(Y?)  E(Y?)  E(Y*) =3
P(X >x) = (ex)2P(X >x) (ex)2z—h(x) 2> 2%h(z)
N——
wobei h € RVj.
Fiir x — oo folgt
P(X
| < PX+Y > 2) <(1—e)@
P(X > :L‘) ——
=]

und insgesamt fiir € — 0
PX >z X+Y >z) — 1.

4.1 Klassische Extremwerttheorie

4.1.1 Grenzverteilungen von normierten und zentrierten Summen
Seien (X%), k € N, nicht degenerierte i.i.d. ZV mit Verteilungsfunktion F. Fiir n > 1 definiere
Sn = Z:‘L:I Xz

Frage: Welche sind die moglichen (nicht degenerierten) Grenzverteilungen von normierten
und zentrierten S,,7

Zunichst wird die Grenzverteilung von S, untersucht:
Fiir welche nicht degenerierten ZV Z gibt es zwei Zahlenfolgen a, > 0 und b, € R, n € N,
sodass a, (S, — by,) — Z in Verteilung fiir n — oc.

Notation: lim,, o0 ay, ' (S — by) = Z

Definition 4.1.1. Eine ZV X heifst stabil, wenn fiir alle ¢1,co € Ry und die i.i.d. Kopien X,
und X2 von X die Konstanten a(cy,c2) € R und b(cq1, c2) € R existieren, sodass ¢ X1 + c2 X9
und a(cy, c2) X + b(c1, c2) idente Verteilungsfunktionen haben.

Notation: c¢; X1 + c9Xo 4 a(cy,c2) X + b(er, c2)

Satz 4.1. Die Klasse von stabilen Verteilungen stimmt mat der Klasse der nicht degenerierten
Grenzverteilungen passend normierter und zentrierter Summen von i.i.d. ZV iiberein.

Beweis. zB. in Rényi, 1962. O
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Satz 4.2. Die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung X ist folgendermafen ge-
geben:

ox (t) = Elexp{iXt}] = exp{ivt — c|[t|*(1 + iBsgn(t)z(t,a))} (4.2)
wobei vy € R, ¢ >0, a € (0,2], € [-1,1] und

tan(%)  wenn a # 1
—2In[t| wenna=1

2(ta) = {

Beweis. Lévy 1954, Gnedenko und Kolmogoroff 1960. O

Definition 4.1.2. Der Parameter « in (4.2) heilt charakteristischer Exponent, die dazuge-
horige Verteilung heifst a-stabil und ihre Verteilungsfunktion wird mit G, bezeichnet.

Definition 4.1.3. Seien X, £ € N, i.i.d. ZV mit Verteilungsfunktion F'. Angenommen es
existieren die Zahlenfolgen a, > 0 und b, € R, n € N, sodass lim,,_,o a,, *(S,, — bn) = Gy, fiir
eine a-stabile Verteilung G, dann heifst es ,F' gehort dem Anziehungsgebiet von G,“.
Notation: F' € DA(G,).

Definition 4.1.4. Die ZV Z und Z sind vom selben Typus wenn o > 0 und z € R existieren,

sodass Z £ (Z—p)/o,d.h. F(x) = F(u+ox) Vz € R, wobei F und F die Verteilungsfunktionen
von Z bzw. Z sind.

Satz 4.3. (Convergence to types theorem) .
Seien Z, Z, Yo, n > 1, ZV. Weder Z noch Z sind fast sicher konstant. Seien an, n, by, by € R,
n € N, Zahlenfolgen mit a,,a, > 0.

(i) Wenn

lim a, (Y, —b,) = Z und lim a, (Y, —by) = Z (4.3)

n—oo n—oo

dann existieren A > 0 und B € R, sodass

~n [;n - bn
lim & = A und lim - B (4.4)
n—00 Ay, n—oo an
und )
724z - B)/A. (4.5)

(i) Angenommen gilt. Dann impliziert jede der zwei Relationen in die andere,
und gilt auch.

Bewers. Siehe Resnick 1987, Prop. 0.2, Seite 7. O

Anmerkung: X ~ Gy <= px(t) = exp{iyt — 1t3(2¢)} <= X ~ N(v,2¢).
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Beispiel 4.1.5. Zeigen Sie, dass F € DA(Gy) <= F € DA(¢), wobei ¢ die Standard-
Normalverteilung N (0, 1) ist.

Hinweis: Dazu kann der ,Convergence to types“-Satz (4.3]) angewendet werden:
F € DA(G2) = DA(N(v,2c¢)). Jan, > 0,b,,n € N, sodass S”T:Lb” —L, Gy fiir n — co. Wihle
an = apv2c = ap A und by, = any + by = ap B + by, dann gilt

b, — by,

Iima—n:\/?:A und  lim =v=20B
n—00 Ap, n—00 (79
Laut Satz Punkt (éi) gilt dann
S . _ —
im 220 7 omie 24 G220 L N, ).

n—oo  dp V2¢

¢
Satz 4.4. (Charakterisierung des Anziehungsgebietes)
(i) Sei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Es gilt:
F'e DA(¢) <= lim = Jienape 4F9) =0,
a=oo [ 2 YPdF(y)
wobei [—x,z]¢ das Komplement von [—x,x] in R ist.
(i1) Fir o € (0,2) gilt:
F € DA(Gy) <= F(—z) = Cl;j(l)L(:g), Fz) = @;C@L@),
wobeir L eine langsam variierende Funktion ist und c1,co > 0, ¢; +ca2 > 0.
Bekannt auch als Satz von Lévy, Feller und Chintschin.
Beweis. in Rényi, 1962. 0l

Anmerkung: Sei ' € DA(G,) fir a € (0,2). Es gilt dann E(|X|?) < oo fiir § < a und
E(|X|%) = oo fiir § > a. (Beweis: Hausiibung!)

4.1.2 Grenzverteilungen von normierten und zentrierten Maxima
Seien (Xj), £ € N, nicht degenerierte ii.d. ZV mit Verteilungsfunktion F. Fir n > 1,

M, = max{X;: 1 <i<n}.

Frage: Welche sind die moglichen (nicht degenerierten) Grenzverteilungen von normierten
und zentrierten M,,?
D.h. wir untersuchen

lim P(a, }(M,, —b,) < z) = lim P(M, < uy),

n—00 n—oo
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wobei u, = anx + by, Vn € N.

Satz 4.5. (Poisson Approzimation)
Sei 7 € [0,00] und eine Zahlenfolge u, € R gegeben. Dann gilt:

lim nF(u,) =7 < lim P(M, <u,) = exp{—T}. (4.6)

n—o0 n—oo

Beweis. Fall 1: T € [0, 00).
»=" My o0 nF(uy) = T.

P(M, <up) = F"(up) = exp{nln F(u,)} = exp{nln(1 — F(uy))}
<1 B nF(un)>n e

n

= limy 00 P(My, < uy) ® e~T. Wir zeigen zuerst F(u,) 7.

Ann.: Inp e NEeN,0<b<1:F(uy,)>b

0 < P(Myy < up,) = F™(un) = (1= Fluy,))™ < (1-b)" =30

= P(M,, < uy,) gt o 4 zur Vor.

Aus (%) folgt dann

nli_}ngo(l —Flup))* = e 7 /In
In(1 — F(uy))” = nin(l — F(uy)) ~ —nF(uy,)
= lim nF(u,) = T

n—oo
Fall 2: 7 = . B
»=" limy, 00 nF (uy) = 00, ,exp(—o0) = 0%
Fiir P(M,, < u,) existiert ein Hiufungspunkt «. Falls o # 0:

lim P(My,, < un,) = exp(—p)
k—o00

Sei u so, dass exp(—pu) = a € (0,1], p € [0,00) = Fall 1 = ngF(u,, ) — p € [0,00) 4.
<"1 analog. O

Beispiel 4.1.6. Uberzeugen Sie Sich mit Hilfe des ,convergence to type* Satzes, dass H und H
vom selben Typus sind, wenn lim,, o a,, *(M,, — b,) = H und lim,,_, @, ' (M, — b,) = H.

Definition 4.1.7. Eine nicht degenerierte ZV X heiltt max-stabil, wenn fiir jedes n > 2

max{ X1, Xo,..., X} 4 an X +by, fiir unabhéingige Kopien X1, Xo, ..., X, von X und geeignete
Konstanten a, > 0 und b, € R gilt.

Satz 4.6. Die Klasse von maz-stabilen Verteilungen stimmt mit der Klasse der méglichen nicht
degenerierten Grenzverteilungen normierter und zentrierter Mazima von i.i.d. Zufallsvariablen
iberein.
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Beweis. in McNeil, Frey und Embrechts, 2005. O

Satz 4.7. (Fischer-Tippet Theorem,)

Sei (Xy) eine Folge von i.i.d. ZV. Wenn die Konstanten a,,b, € R, a, > 0, und eine nicht
degenerierte Verteilung H existieren, sodass lim,_ a;l(Mn —by,) = H, dann ist H vom
selben Typus wie eine der untenstehenden drei Verteilungen:

5 _ 0 <0
Fréchet ®,(z) = { expl_a-2) 250 I
—( — [0 < )
Weibull W, (z) = { P2 <0 oy
1 x>0
Gumbel A(x) = exp{—e %} sER
Beweis. Resnick 1987, Seite 9-11. 0O

Die Verteilungen ®,, ¥, und A heifen standard Extremwertverteilungen. Verteilungen, die
vom selben Typus wie ®,, ¥, oder A sind, heilsen Extremwertverteilungen.

Definition 4.1.8. Die ZV X (oder die dazugehorige Verteilung) gehort zum maximalen Anzie-
hungsgebiet der Extremwertverteilung H wenn die Konstanten a,, > 0 und b,, € R existieren,
sodass lim, o0 a, (M, — b,) = H.

Notation: X € MDA(H) (F € MDA(H)).

Beispiel 4.1.9. &, € MDA(®,): a, =n'/* b, =0

P <]\Jna—bn < ZL’) _ P(Mn < nl/ax) _ (I)Z(nl/ax) = exp {—(nl/a,ﬁ)_a}n

1
= exp{-n"lz7}" =exp {—x_an} =exp{—z" %} = Dy(x)
n

U, (z): ap = n=/e b, =0.
A(z): ap =1, b, = Inn.
Es gilt
1
B U,
~ X @
X~ o= { InX ~ A

Satz 4.8. (Charakterisierung von MDA)
F € MDA(H) mit normierenden Konstanten a, > 0 und b, € R dann und nur dann, wenn

lim nF(apx +b,) = —In H(z),Vz € R,

n—oo

Fir H(x) =0 wird —In H(x) durch oo ersetzt.

Beweis. Hinweis: Satz [£.8] folgt aus Satz [£.5] O
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Es gibt auch Verteilungen, die zu keinem maximalen Anziehungsgebiet einer Extremwertver-
teilung gehoren!

Lemma 4.1.10. (Leadbetter, 1983)
Sei X eine diskrete gzz. ZV mit Verteilungsfunktion F und rechtem Verteilungsrand rp = oo.

Fiir 7 € (0,00) Juy, € R, n € N, sodass

o . F(n)
Jm nf(w) =7 = lim et

Beispiel 4.1.11. (Die Poisson Verteilung)

Sei X ~ Poi(\). D.h. P(X = k) = e *\F/k!, k € Ny, A > 0.

Zeigen Sie, dass es keine Extremwertverteilung Z gibt, fiir die X € MDA(Z).
Mit Hilfe des Lemmas:

Fn) = 1-Fn)=1-PX<n)=1-(P(X<n—-1)+P(X =n))
= 1-PX<n—-1)-P(X=n)=1-F(n—-1)—P(X =n)

= Fin—1)—-P(X =n)

Es gilt somit

F(n) B F(nfl)fIP’(X:n)_1_F(n)7F(n71)
F(n—1) F(n—1) N F(n—1)
1 -1
A (S AT Znl, ) e
= 1_71'(274) :1—(1+ZT'>\ > — 0,
r=n r=n+1
denn
> n! Nt A SO A n—qo
Y =y < AV 2 MM nee <
! (n+1)---(n+s) n 1—X/n
r=n+1 s=1 s=1
Daraus folgt lim,, oo nF'(uy,) # 7 und demnach Poi ¢ MDA (wegen Satz . O

Beispiel 4.1.12. (Maxima der Exponentialverteilung)
Sei (X}) eine Folge von i.i.d. ZV mit Verteilungsfunktion F', F(x) =1 —e™* fiir x > 0. Zeigen
Sie, dass F' € MDA(A) mit normierenden Konstanten a,, = 1 und b,, = Inn. &

Beispiel 4.1.13. (Maxima der Cauchy-Verteilung)

Sei (X)) eine Folge von iid. ZV mit Verteilungsfunktion F und Dichtefunktion f,
f(x) = (7(1 + 2?))7! fiir + € R. Zeigen Sie, dass F € M DA(®;) mit normierenden Kon-
stanten a, = n/m und b, = 0. &

Definition 4.1.14. (Die Verallgemeinerte Extremwertverteilung)
Die Verteilungsfunktion H., sei folgendermafen gegeben:

o) — exp{—(1+~x)~Y7"}  wenn v #0
Hy () = { exp{—exp{—z}} wenn 7y = 0,
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wobei 1 + vz > 0. D.h. der Definitionsbereich von H, ist folgendermafen gegeben:

1

T>-—y " wenny>0
r<—y! wenn~y<0
reR wenn v = 0.

H,, heikt verallgemeinerte standard Extremwertverteilung.

Satz 4.9. (Charakterisierung von MDA(H,))
o F€ MDA(H,) mity>0 <= F € MDA(®,) mit o = 1/7 > 0.
o F e MDA(Hy) < F € MDA(A).

e Fe MDA(Hy) mity<0 <= F € MDA(Y,) mitaa=—1/y>0.

Satz 4.10. (M DA(®,), Gnedenko 1943)
F € MDA(®,) (a >0) <= F € RV_, (a>0).
Wenn F € MDA(®,), dann lim, o a, ' M, = ®, mit a, = F~(1 —n"1).

Beispiel 4.1.15. Zeigen Sie, dass die untenstehenden Verteilungen dem M DA(®,,) angehoren
und bestimmen Sie die normierenden Konstanten.

e Pareto: F(z)=1—2"% z>1, a>0.
e Cauchy: f(z) = (7(1+2%)" !, x € R.

e Student: f(z) = mr(afz(§aiz)2//22¢)(a+l)/27 aeN zeR.

e Loggamma: f(z) = %(lnx)ﬁ_lx_a_l, x>1,0,8>0.

Satz 4.11. (MDA(V,), Gnedenko 1943)

F € MDA(Y,) (a > 0) <= zp :=sup{z € R: F(z) < 1} < 0o und F(zxp —27') € RV_,
(o> 0).

Wenn F € MDA(V,), dann lim,_,o a, (M, — 2p) = U, mit a, = xp — F(1 —n"1).

Beispiel 4.1.16. Sei X ~ U(0,1). Es gilt X € MDA(¥;) mit a,, = 1/n, n € N. O
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Satz 4.12. (M DA(A))
Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt xp < oo.
F € MDA(A) dann und nur dann, wenn ein z < xp existiert, sodass fir F folgende Darstel-
lung gilt:

- “g(t)

F(z) = ¢(x) exp {—/ dt} N,z <x <uzp.

= a(t)

Fiir die Funktionen c(x) und g(x) gilt limgq,,, c(x) = ¢ > 0 und limy,,, g(t) = 1, und a(t) ist
eine positive absolut stetige Funktion, sodass limy,,, o' (t) = 0.

Satz 4.13. (M DA(A), alternative Charakterisierung)
Fine Verteilungsfunktion F' gehéort zu M DA(A) dann und nur dann, wenn eine positive Funk-
tion a existiert, sodass

lim F(x + ua(x))
ztrp F(ZC)

FEine maogliche Wahl fir a ist a(z) = a(x)

0]
a(x) —/m F(x)dt

Die Funktion a(x) heifit durchschnittliche Uberschuffunktion (mean excess function):

=e Y VueR

a(z) = E(X —z|X > x),Ve < zp

Einige Verteilungen, die dem M DA(A) angehéoren:
e Normal: f(z) = (27)" Y% exp{—2?/2}, = € R.
e Exponential: f(x) = Alexp{—Az}, >0, A > 0.

e Lognormal: f(z) = (2rz?)~1/2exp{—(Inx)?/2}, = > 0.

e Gamma: f(x) = F’?Z)mo‘*l exp{—pBz}, v >0, a, 5 > 0.
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4.2 Graphische Methoden zur Untersuchung des Verteilungs-
randes

e Histogramm (Abb.

100 -

"o 1 2 3 4

Abbildung 4.1: Histogramm der logarithmierten Schiden eines dénischen Versicherungsunter-
nehmens

e Quantil-Quantil Plots
X1, Xo,..., X, sind i.i.d. ZV mit einer unbekannten Verteilung F. Es wird vermutet,
dass F am Rand von einer bekannten Verteilung F' approximiert wird. Wie kann man
diese Vermutung testen?
Sei Xy < Xp—1n < ... < Xy, eine sortierte Stichprobe aus Xy, Xo,..., X,,.
QQ-Plot: {(Xppn, FT(%EH)): k=1,2,...,n}.

Bei einer plausiblen Vermutung stellt der QQ-Plot eine einigermafen lineare Abhén-
gigkeit dar. Diese Eigenschaft bleibt auch dann erhalten, wenn die echte Verteilung und
die Referenz-Verteilung nicht iibereinstimmen, sondern vom selben Typus sind.

Faustregel: Je grofer das Quantil, um so mehr  heavy tailed” ist die Verteilung!

In den 2 QQ-Plots in Abb. sind die logarithmierten Schiden eines dénischen Versiche-
rungsunternehmens einmal gegen eine Exponentialverteilung (links) und einmal gegen die
Pareto(1)-Verteilung (rechts) geplottet. Man kann erkennen, dass die Daten heavier tails als
die Exponentialverteilung und anscheinend eine Pareto(«)-Verteilung haben (aufgrund des
fast linearen Verlaufs erkennbar) mit o nahe 1.

Beispiel 4.2.1. QQ-Plot von F(z) = 1 —e™® fir z > 0 (Exponentailverteilung) und
G(x) =1 — 272 fiir z > 1 (Paretoverteilung) mit n = 50, 100, 200, 500.
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Abbildung 4.2: QQ-Plot der logarithmierten Schéden eines dédnischen Versicherungsunterneh-

mens
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Man kann deutlich erkennen, dass die Paretoverteilung heavyier tails als die Exponentialver-
teilung hat. &

4.2.1 Der Hill Schatzer

Seien X1, Xo,...,X, iid. mit Verteilungsfunktion F, sodass F € RV_,, a > 0, d.h.
F(x) = x7%L(z) mit L € RVj.
Es soll nun « geschitzt werden.

Satz 4.14. (Satz von Karamata)
Sei L eine langsam variierende und lokal beschrinkte Funktion auf [xg, +00) fir ein xg € R.
Dann gilt:
(a) Fir k> —1:
x
1
/ t"L(t)dt ~ ——x" T L(z) fiir x — oco.
2o Kk+1
(b) Fir k< —1:
o0 1
/x tL(t)dt ~ —mx“HL(x) fiir © — oo.
Beweis. in Bingham et al. 1987. O

Annahme: L ist lokal beschrankt in [u, +00).

Aus dem Satz von Karamata folgt:

1 (o9}
uh_)rroloE (In(X) — In(u)|In(X) > In(u)) = ulggo F’(u)/u (Inz —Inuw)dF(z) =™, (4.7)
denn
o0 _ . o] F
/ (Inz —Inu)dF(x) = - (lnx—lnu)F(m)’u —|—/ ﬂdx
U S— N~ u €z
t C =0, da F(z) reg. var.
oo L [e.e]
= / x*aﬂdaz = / 7 L(z)de
u x u
aramata 1 — .
Kargmata *L(u) fir u — oo
e
und somit gilt
1 1

F(u)

Fiir die empirische Verteilung F,,(z) = % > k=1 l[z4,00) () und eine hohe stichprobenabhéngige
Schwelle wy,,,, erhélt man:

E (In(X) — In(z,)| In(X) > In(zg,n)) =
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k-1
1 & 1
/ (Inz —Inxy,)dF,(z) = —— E (Inzj, —Inxgy,).
T i1

Fn(ka) ko k—1 J
Wenn k = k(n) — oo und k/n — 0, dann xy,, — oo fiir n — oo, und dann folgt aus (4.7) der

Hill-Schiitzer al):

-1
k-1 k

: 1 1 .+ (H) 1
lim 1 ;(ln Tin —Inzp,) =a =, = T j;(lnxj,n —Inwg,)

Wie wird ein passendes k fiir eine gegebene Stichprobengrdfie n gewéhlt?

e k zu klein: hohe Varianz des Schéatzers!

e Lk zu grof: Schitzer basiert auf zentralen Werten der Verteilung = Der Schétzer ist
verzerrt!

Eine Moglichkeit besteht darin, eine grafische Inspektion des Hill Plots { (k:, d,(ﬁl)) k=2,... ,n}

durchzufiihren.

5 T T T T T T T T
457 <

4 "
35 -

3 -
25 1

2 -
15 w i

1 - L - L - - - L L I

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Abbildung 4.3: Hill-Plot der Daten des dénischen Versicherungsunternehmens

Der Hill-Plot in Abb. wurde mit den schon oben gesehenen Daten des dénischen Versiche-
rungsunternehmens erzeugt. Eine mogliche Wahl von k ist hier 75, da der Plot ab hier recht
stabil aussieht.

Fiir einen gegebenen Schitzer ézl(ﬁl) von « erhilt man folgenden Schétzer fiir die Randver-

teilung F:

. k x ~a)
Py =" (k ) ,
n
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denn es gilt fiir z/u =z,

—a
_ - T U—00 — T T —
F = F(- ~ _aF —) = F n
@ = PR = () P
—Q ~ —Q k k
~ (x) F(xp,) = <x —  fiir — - 0,u — o0
xk,n -fkm n n

und folgenden Quantil-Schitzer:

n

.z -1/
ow=Fm=(z0-»)

wk,n-
4.2.2 Die POT Methode (Peaks over Threshold)

Definition 4.2.2. (Die verallgemeinerte Pareto Verteilung (GPD))
Die standard GPD G, ist definiert durch

1— (14~z)~ Y7 fiiry#0
1 —exp{—=z} fiiry=0

() = {

wobei x € D(v)
_J 0<z<0 fir v >0
D(’Y)_{ngg—l/y fir vy < 0

oder G(z) =1 — (1 +~2)™Y7, 2 € D(v) und Gg = lim,—0 G,.

Sei v € R und S > 0. Eine GPD ist durch folgende Verteilungsfunktion gegeben:

_ z—v\—1/y
G%Vﬁ = ! (1 ¥ 7 mﬁ—y> K 7& 0
L-exp{-23%} 4 =0,

wobei x € D(~,v, ) und

_Jv<r<oo fir v >0
D(77V7/8)_{V§x§y—/3/’y fur7<0

Satz 4.15. (Charakterisierung von M DA(H,))
Sei v € R. Die untenstehenden Aussagen sind dquivalent:

(i) F € MDA(H,)

(i1) Es existiert eine positive messbare Funktion a(-), sodass fir x € D(vy)

. F(u+aza(u) -
dm =y~ 6@k

40



Definition 4.2.3. (Exzess-Verteilung)
Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion F' und rechtem Endpunkt xp. Fiir u < zp heifst

F(z)=P(X —u<z|X >u), >0

Exzess-Verteilungsfunktion iiber die Schwelle u.

Satz 4.16. (Eine weitere Charakterisierung von M DA(H.,))
Sei v € R. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) F e MDA(H,)
(ii) Es existiert eine positive messbare Funktion 5(-), sodass

lim sup |Fyu(z) — G'y,O,ﬁ(u) (z)| =0.

UTTF 3e(0,2 p—u)

Beispiel 42.4. FERV_ 4, a>0& F € MDA(H, ).
Daxp =o00: V>0

CPuter)  F(+E) o ey
B P ISy -y e (1+5) =G

und es gilt

F(u+ za(u)) P(X > u+ za(u)) _ P(X > u+ za(u), X > u)
F(u) F(u) 7IP’(X > u)
= P(X >u+za(u)|X >u) = F,(xa(u))

= lim F,(za(u)) = G, ()

U—ITf

Beispiel 4.2.5. X ~ G5 =:G, 3.
Gyp(+u) —Gyp(u)  Plu<X <z+u)

Gy(z) =G (W) PX > ) ( u<z|X >u)

Wir zeigen fiir 0 <y <1, 8> 0: e(u) =E(X —u|lX >u) = 61%77”

Fiir v # 0:

1 (e.9)
== X —u)dG.,,
carn() = g [ (X~ u)dG500)
I
mit

QD

N\ V
%Vﬂ@?) = (1 ’)’xﬁy) '




folgt mit

o0 1 r—v\ /1 o0 x—y v r—v\ /1
pe [Temg(etgt) s [T go5) (05
= B( h t(1 +~t) "V ar + h (14 yt)" 1228 )
[ovvras

= ,8(1/ (1+fyt)(1+fyt)1”1dt—1/ (14 ~t)~ Y7~ 1dt> +Bygu/ (14 ~t)~ Y7 Ldt
’y v ’)/ u—v u—v

B B

1 v — 1 o0 1/
= ﬁ<72/ (1+~t)~ 1/7d(1+fyt)+< 5“—7> /w(1+'yt) 1y 1dt>,

B

dass
ecrp(u) = Bltvvu B 1u_77
¢
Beispiel 4.2.6. X ~ Exp()\), f(x) = Ae™* fiir 2, A > 0
e(u) = F(lu) /uoo (y —u)dF(y) = F(lu) </:o ydF (y) —/uoo udF(y)>
1 U,Au 1 _ 1 1
= Fw) <ue —i—(/\—u)F(u))—u—i-)\— =3
¢

4.2.3 Schitzer fiir den Tail und das Quantil der Exzess-Verteilung
Seien Xi,..., X, i.i.d. ZV mit Verteilungsfunktion F' € MDA(H,) fiir v € R.

e Wihle eine hohe Schwelle u (unter Verwendung von geeigneten stat. Verfahren) und
berechne
N, =#{ie{1,2,...,n}: X; > u}

e Sei Y1,Y5,..., Yy, eine Stichprobe von Exzess-Beobachtungen. Bestimme Bund 4 4, sodass
folgendes gilt:

Fu(y) = G 0 5y (¥);
wobei F,(y) = P(X —u > y|X > u)

e Kombiniere die obigen zwei Schritte um folgende Schétzer zu berechnen:

ﬁ(u+y):]:2 (1 —I—’yZ) " (4.8)



Beweis. 2. Punkt:

Fuly) =P(X —u > glX > u) = 2 S u); - P(rf»i; S Iiy) B F%Z)y)

= F(u+vy) = F,(y)F(u). Mit dem letzten Satz gilt also Fy,(y) ~ G&o 5 (y).

3. Punkt: Approximation von F'(u):

- 1 « N,
i=1

N N, -1/

Flu+y) = — (1 + ’Ay'q{> falls ¥ # 0
n B

= Ny ) «

F = exp(-Y falls 4 =

(u+y) nexp( 5) alls ¥ =0

und fiir das Quantil g,(F) gilt: R
4p(F) = VaRy(F) = F<(p) = " (p) = F(gp) = p. Sei gp = u +y.

4.2.4 Wie wird eine hohe Schwelle u gewahlt?
e u zu grof: Wenige Beobachtungen fiir die Schitzung von 3 und .
e v zu klein: die Approximation F,(y) ~ G’& B(u)(u) ist nicht gut genug.
Grundidee: Inspektion des Plots der empirischen durchschnittlichen Exzess-Funktion und Aus-

wahl einer Schwelle ug, sodass die empirische durchschnittliche Exzess-Funktion fiir u > wug
anndhernd linear ist.

Begriindung: die durchschnittliche Exzess-Funktion der GPD, g 5 ist linear!
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4.2.5 Die empirische durchschnittliche Exzess-Funktion

Seien X1, Xs,..., X, i.i.d ZV und sei N, = #{i: 1 < i < n,X; > u} die Anzahl der iiber-
schreitung von w durch Xj.
Die empirische durchschnittliche Exzess-Funktion e, (u) ist gegeben als

n

en(tt) = ;fu Z;(Xi —WI{X; > u).

Man betrachtet den Plot der durchschnittlichen Exzess-Funktion: (Xj p,en(Xg,)) fiir k£ =
1,2,...,n—1.

Wenn dieser Plot annéhernd linear mit einem positiven Gradienten ist, so wird angenommen,
dass die Verteilung einen heavy-tailed Pareto-dhnlichen Tail hat.

Beispiel 4.2.7. Es werden aus der Normal-, Exponential und Paretoverteilung durchschnittli-
che {iberschiisse simuliert und mit denen der dénischen Versicherungsgesellschaft verglichen.

Normalverteilung Exponenialverteilung
13
12 4
J
LR
| M '""'a, i %
» ik _"!,\‘:‘.' R
0ot '.J"'f i
0w
08r :
X go=v ot 0Tk
0.3F il i
: 06
0.2
0S5k
0.1 f 1 L L L il 04 " ' L " L L L 1
o 05 4 15 2 25 3 s 4 0 4 2 3 4 5 6 7 ] ]
Paretoverteilung Daten der Versicherung
140 T
2500
120+
20001
100
1500} ’ 1 Bk . 4
60
1000
: 40 .'
F -
500 f' J g
/ 20 /
Dﬂ Slll)ﬂ 10‘0{) 15‘1}0 2!;00 25’90 :m‘m 3500 2 DD 2‘0 4’6 5:3 S.D 1&3 |2IO 14‘-(! 160

Der Plot der Versicherungsdaten sieht annéhernd linear aus, was eine Paretoverteilung ver-
muten lasst. ¢
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4.2.6 Schitzung der Parameter v und f

Sei u eine gegebene Schwelle und Y7,Ys,.. ., Yy, Beobachtungen der {iberschiisse X; > u, 1 <
1 <n.
Die Log-Likelihood Funktion ist definiert als

N,

1 u
1nL(77187Y15aYNu):_Nuln/B_<+1> E ln(l—’_g}/l)’

v =1

wobei Y; > 0 fiir y > 0und 0 <Y; < -3/ fiir v < 0.

L(v,B,Y1,...,Yy,) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass Fy(y) =~ C_;'%gyg(y) unter der
Bedingung, dass die Beobachtungen der Uberschiisse Y7,Y3,...,Yy, sind.
Fiir die Ermittlung der Likelihood Funktion siehe Daley, Veve-Jones (2003) and Coles (2001).

Als Schétzer 4 und B werden jene Werte von v bzw. § verwendet, die die Log-Likelihood
Funktion maximieren (ML-Schétzer).

Die Methode funktioniert gut fiir v > —1/2.

Die ML-Schitzer sind in diesem Fall normal verteilt:

(3 - %g —1) ~ N5(0, 27! /N,,) wobei ©7! = ( 1_+17 —21 ) ,

Um die Unsicherheit iiber die einigermafen willkiirliche Auswahl von u zu reduzieren, iiber-
priift man, wie die ML-Schétzer in Abhéngigkeit von u variieren.

Weiters wird der Schatzer X
5 N, g\ 7
=" (1442
(u+y) - ( +4 B)

grafisch dargestellt und inspiziert.

Beispiel 4.2.8. In Abb. .4 wurden die ML-Schétzer von «y der Versicherungsdaten als Funktion
von N, geplottet. Die Schitzer sind fiir N, € (39,109) halbwegs stabil. %

Berechnung von Risikomafien VaR und CVaR mit Hilfe der POT-Methode

Seien X7, Xo, ..., X, Beobachtungen von i.i.d. ZVen mit unbekannter Verteilungsfunktion F'.
Direkt aus der POT-Methode erhilt man folgende Schétzer fiir die Randverteilung und das
Quantil ¢, = VaR,(F) von F:

N N, -1/
Fluty) = =" (1+@g)

G =ut’ ((&(1—;)))&—1).

Fiir 0 < 4 < 1 zeigen wir, dass (mp(F) =qp+ %‘%_u) ein Schitzer von CVaR,(F) ist.

@

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe der folgenden 3 Schritte:
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Abbildung 4.4: ML-Schétzer von v als Funktion von N,

(1) Sei Z; ~ F eine ZV mit Verteilungsfunktion F' und seien u > ug > 0 zwei Schwellwerte.

Es gilt ez, (u) = ez,(u — ug) wobei Zs 4 (Z1 — uo)|(Z1 > up) und ez, und ey, die
durchschnittlichen Exzessfunktionen von Z; bzw. Z5 sind.

Sei F5 die Verteilungsfunktion von Zs mit

]P’(Z1<U0+$/\Zl>u())

Fy(z) = P(Zy<z)=P(Z1 —up < x|Z1 > up) =

]P’(Zl>U,0)
Plup<Zi<ug+z
_ | Auesuin a0
0 <0
_ F(Uo}ﬂgi;)F(uo) x>0
0 <0
(o) = o [ w0 Z s [ - 0dF ) = e )
ez (u—uy) = ——— — Z _ _
Zo 0 Fo(u — t10) Juruy Y 0)aL'2(Y Fu) J, Y Y Z
Fir y > ug gilt ng(y):F(zo)dF(y—i-uo) und somit fiir up +y = t:
F(t) 1 /°°
= — _ t—u)dF(t
u—ug/ uo) Fy(u —ug)F(ug) Ju ( JAF(?)
t—udF (t) = ez (u),

denn

F(u) — F(up) F(up) — F(u) + F(up) 1—F(u) F(u)

FQ(U—UO) = 1—F2(’LL—U0) =1- = = = = = =

F(uo) F(up) F(uo) F(ug)’
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(2) Sei X eine ZV mit X ~ GPD, 3 und 0 <y < 1. Es gilt

B+ g

wobei ¢, := VaR,(X) das p-Quantil von X ist.

CVaR,(X) = / 2G5z
dp

’B

E

dp

= [/OO T — VCLR ))dG%o,g(J}) + /Oo VaRp(X)de,O,,B(x)

=VaRy(X) fqo: dG 0,8(x)=VaR,(X)(1—p)

B+ g

€G08 (ap) +VaRy(X) = 1—~

+qp

(3) Sei X eine ZV mit X ~ F. Die Randverteilung F(a:) wird durch F(u)G,05(z — u)
approximiert. Daraus folgt F ~ F mit F := 1 — F(u)G,0s(z — u). Fiir g, > u ist der
CVaR der Approximation F' folgendermaRen gegeben:

B+ v(qp — )

CVaR,(F) =g, + T

dF = —F(u)dG. o s(z — u) = F(u)dG. o s(z — u). Damit gilt

CVary(F) = L / 4G o (t — u)

/oo(t —u)dGq08(t —u) + /OO udGay0,8(t — u)]

:F(U)G%O,B(%*u)

1 /OO _
= = YdGr0,5(y) +uGy0,(qp — u)
G%O B(QP - ) [ gp—u 708 06

= CVaRy(G,0p)+u mitp so, dass VaRy(Gyo) = qp — u = qy

B+ vy B+ v(gp — u)
= gy +—"—"7""Ftu=q¢+ ——"7-—
p 1 — p 1_,}/
— CVaR,(F) = g, + P50 O

Beispiel 4.2.9. In den Abb. [4.5] und wurden der empirische Tail bzw. seine durch
die POT-Methode gefittete Approximation, der 99%-VaR und der 99%-CVaR der Daten des
dénischen Versicherungsunternehmens geplottet. &
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Abbildung 4.5: Empirischer Tail der Daten und die mittels POT gefittete Approximation
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Abbildung 4.7: Geschatzter 99%-CVaR als Funktion von N,
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Kapitel 5

Multivariate Verteilungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Verinderungen der Risikofaktoren zum Zeitpunkt n,
Xy = (Xn1,Xn2,...,X5n4), zu modellieren. Es wird dazu folgende Annahme getroffen:

Xy, und X, ; sind abhéngig, aber X,,; und X4 ; sind unabhingig fiir K € N (k # 0),
1<i,5<d.

5.1 Grundlegende Eigenschaften von Zufallsvektoren

Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X = (X1, X»,...,X,) " wird durch die Verteilungsfunktion
F spezifiziert

F(I’) :F(:Bhl'g,...,l'd) :P(Xl Sl'l,XQ Sx2,...,Xd Sl'd) :P(X S.’IZ)

Die i-te Randverteilung F; von F ist die Verteilungsfunktion von X; und ist folgendermafen
gegeben:
Fi(z;) =P(X; < x;) = F(o0,...,00,24,00,...,00).

Die Verteilungsfunktion F' ist stetig, wenn es eine nicht negative Funktion f > 0 gibt, sodass

T1 T2 Tq
F(xl,mg,...,xd):/ / / f(ul,UQ,...,ud)dulduQ...dud.
—oo J —oo —o0

f ist in diesem Fall die Dichte von F'.
Die Komponenten von X sind unabhéngig dann und nur dann, wenn

F(z) = I, Fy(x;)

oder, wenn die Dichten f und f;, 1 < i < d, existieren, dann sind die Komponenten von X
d.u.n.d. unabhéngig, wenn

flx) =TI fil:).

Ein Zufallsvektor wird durch seine charakteristische Funktion ¢x (t) eindeutig spezifiziert:

¢x () := E(exp{it' X}),t € R?
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Beuspiel 5.1.1. Fiir die multivariate Normalverteilung mit Mittelwert p und Kovarianzmatrix
Y sind die Dichtefunktion f bzw. die charakteristische Funktion ¢x folgendermafen gegeben
(12| = |Det(X)]):

*éex —lx— sz — x d
)= e {3l - W @ - | o e R

1
dx(t) = exp {itTu - 2tTEt} .t e R4,
¢

Wenn E(X?) < oo fiir alle k, dann ist die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors folgendermafen
gegeben:
Cov(X) =E((X —E(X))(X —EX))").

Anmerkung: Fiir einen n-dimensionalen Zufallsvektor X, eine konstante Matrix B € R™*"
und einen konstanten Vektor b € R™ gelten folgende Gleichungen:

E(BX +b) = BE(X) +b Cov(BX +b) = BCov(X)B'.
Beispiel 5.1.2. (Portfolio Optimierung, Markowitz-Modell)

Ein Investor méchte in d (risikoreiche) Assets investieren, sodass der erwartete Portfolioertrag
tp betragt und die Varianz des Ertrags minimiert wird.

Sei X = (X1,Xy,...,X5)" der Zufallsvektor der Asset-Returns mit E(X) = p und
Cov(X) = X. Die Gewichte des Minimum-Varianz Portfolios sind als Losung des folgenden
quadratischen Optimierungsproblems gegeben:

min w ! Sw
w
sodass
w'p = Hp
d
S fwr| =1 (5.1)

(siche zB. Campbell et al. (1997)).

Die Restriktion erlaubt dem Portfolioverwalter sogenanntes short selling. Die Investiti-
on von Kapital 1 in long und short Positionen kann auf Folgende Art veranschaulicht werden:
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Zeit long short
Investor Markt | Investor Broker Markt

t w; (Geld) w; (Geld)
L -
wi/pi (Anlelhe) wi/pi (Anlelhe)
PRASE =
wi/p; (Anleihe)
SRASE i
w; (Geld)
%
t+1 | wi/p; (Anleihe) piwifp; (Geld)
SASE - 5
p;wi/pi (Geld) wi/pi (Anlelhe)
— D —

wi/p; (Anleihe)
-_—
wi(1 — ;) (Geld)

«; ist eine an den Broker zu bezahlende Margin. Im Markowitz-Modell wird «; gleich 0 gesetzt.
Zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 hat der Investor in der long Position p;% Geldeinheiten, in der short
Position hingegegen

w; —
w; — pi— +wi(l — a;) = w; <M—|—1—ai>
bi pi
Geldeinheiten zur Verfligung. In Summe ergibt das fiir das gesamte Portfolio

ZPQ% +Zwi (pi—p§+1_ai)_ Z w; :Zwi <§;— >+Zwi <pi;'p;_ai>
(2 K3 (2

i€l i€S Pi i€LUS i€L i€S
— ———
Gewinn long Gewinn short Gesamtinvestition

und da bei Markowitz die Marge «; gleich 0 gesetzt wird folgt

I . .
e P ies P

T Ty

Der Gesamtportfolioertrag ist also

Pr = szxl — sz% mit w; = { —w; eS8
i€l i€S

und damit

d d
Pr = E wiw;  mit E lwi| = 1.
i—1 i=1
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5.2 Probleme bei der Modellierung der Abhéingigkeit zwischen
Finanzgrofien mit Hilfe der (multivariaten) Normalvertei-
lung

e Finanzgrdfsen haben i.A. heavier Tails als die Normalverteilung.

e Die Zusammenhénge bei groferen Verlusten sind i.A. stérker als bei ,normalen” Werten.
Diese Art von Zusammenhingen kann mit der multivariaten Normalverteilung nicht
modelliert werden.

abp
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-0.04
.

0.04
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-0.04
L

004
A

0902
.
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Abbildung 5.1: Log-Returns von Wechselkursen gegen den US-Dollar

Die echten Daten in Abb. sind heavier tailed als die simulierten aus Abb. [5.2] was an der
,Wolke* um den Scatterplot ersichtlich wird. Gibt es viele ,Ausreifser” links unten deutet dies
auf eine untere Tailabhéingigkeit hin, sind derartige Ausreiffer rechts oben zu finden, lisst das
auf eine obere Tailabhéngigkeit schliefen (vgl. spéter).
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Abbildung 5.2: Mit einer bivariaten Normalverteilung simulierte Wechselkurse (mit geschétz-
tem Mittelwert und Kovarianzmatrix)

5.3 Abhangigkeitsmafie

Seien X; und Xo zwei Zufallsvariablen. Es gibt einige skalare Mafe fiir die Abhingigkeit
zwischen X7 und Xos.

5.3.1 Lineare Korrelation

Annahme: Var(Xy),Var(Xs) € (0,00). Der Koeffizient der linearen Korrelation pr (X7, X2)
ist folgendermafen gegeben:

Cov(X1,X2)

o (X1, Xo) = Var(X1)Var(Xz)

e X; und X, sind unabhéngig = pr(X1,X2) =0

e pr(X1,X2) = 0 impliziert nicht, dass X; und Xy unabhéngig sind
Beispiel 5.3.1. Sei X1 ~ N(0,1) und Xo = X?. Es gilt py (X1, X2) = 0, aber X und X sind
klarerweise abhéngig. &
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Weiters gilt:
lpr (X1, Xo)| =14 Ja, 8 €R, §#0, sodass X, 4 a+ X,
und sgn(f) = sgn(prL(X1, X2))
Der lineare Korrelationskoeffizient ist eine Invariante unter streng monoton steigenden linearen

Transformationen. D.h. fiir zwei Zufallsvariablen X; und X, und reelle Konstante «q, a9,
B1,B82 € R, f1 > 0 und f2 > 0 gilt:

pr(ar + 1 X1, a0 + B2 Xo) = pr(X1, X2).

Der lineare Korrelationskoeffizient ist jedoch keine Invariante unter streng monoton steigenden
nicht-linearen Transformationen.

Beispiel 5.3.2. Seien X ~ Exzp(\), Xo = Xj, und T, T zwei streng monoton steigende
Transformationen: Ty (X1) = X und T»(X;) = X?. Dann gilt:

pL(XlaXl) =1 und pL(Tl(Xl),TQ(Xl)) =

Bl

5.3.2 Rangkorrelation
Die Koeffizienten der Rangkorrelation (Spearman’s Rho und Kendall’s Tau) sind Mafe fiir die

Ubereinstimmung von bivariaten Zufallsvektoren.

Seien (x1,72) und (%1,%2) zwei Punkte in R?. Die zwei Punkte heifen iibereinstimmend,
wenn (x; — Z1)(z2 — T2) > 0, und nicht tibereinstimmend, wenn (z1 — Z1)(x2 — T2) < 0.

Seien (X1, X») und (X, X») zwei unabhingige Zufallsvektoren mit gemeinsamer bivariater
Verteilung. Kendall’s Tau p; ist definiert als
pr(X1, Xo) = P ((X1 X)) (X — X)) > 0) P ((X1 X)) (X — Xa) < 0) :

Sei (X1, X2) ein dritter von (X1, X2) und (X1, X5) unahsingiger Zufallsvektor mit derselben
Verteilung wie (X1, X2) und (X7, X2). Spearman’s Rho pg ist definiert als

ps(X1, X2) = 3 {P ((X1 C X)) (X — X)) > 0) _Pp ((X1 X)) (X - X)) < 0)} .

Einige Eigenschaften von p, und pg:
e p-(X1,X2) € [-1,1] und ps(Xy, X2) € [-1,1].

e Wenn X; und X, unabhéngig sind, dann gilt p. (X1, X2) = ps(X1, X2) = 0. Die Um-
kehrung gilt i.A. nicht.

e Sei T: R — R eine streng monoton steigende Funktion, dann gilt:
pT(T(X1)7T(X2)) - pT(XlaXQ)
ps(T(X1),T(X2)) = ps(X1, X2)

Beweis. 1) und 2) sind trivial. Beweis von 3) erfolgt mit Hilfe von Copulas (spéter). O
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5.3.3 Tail-Abhingigkeit

Definition 5.3.3. Sei (X1, X5)" ein Zufallsvektor mit Randverteilungen F; und F. Der
Koeffizient der oberen Tail-Abhéngigkeit von (X1, Xo)" wird folgendermafken definiert:

Ay(X1, Xz) = lim P(Xp > By~ (w)| X1 > Fi™(u)),
u

vorausgesetzt der Limes existiert.
Der Koeffizient der unteren Tail-Abhéngigkeit von (X1, X)" wird folgendermaken definiert:

)\L(Xl,Xg) = lirél+ IP)(XQ S F;(u)]Xl S Ff(u)),
u—
vorausgesetzt der Limes existiert.
Wenn Ay > 0 (A > 0), heit es (X1, X2)" hat eine obere (untere) Tail-Abhingigkeit.
(Siehe Joe 1997, Schmidt und Stadtmiiller 2002)

Beispiel 5.3.4. Sei X1 ~ Exp(\) und Xo = X?. Bestimmen Sie A\y(X1, X2), Ar(X1, X2) und
zeigen Sie, dass (X1, X5) " eine obere und eine untere Tail-Abhiingigkeit hat. Berechnen Sie
auch den linearen Korrelationskoeffizienten pr, (X1, Xo).

l—e™ t>0 - =)y e [0,1)
— _ Y ’

2 (Vi Az 1 o AVE In®(1—-u)
Fg(t):{ Ig(Xlﬁt>—fo Ae dr=1—e iig F%(u):{ 32 uE[O,l)

In®(1 — In(1 —
Av(X1,X2) = lim P(Xy > Fy (u)| X1 > Fy (u)) = lim P <X12 > M|X1 > n(_)\u)) =1

u—1— u—1— )\2

In?(1 — In(1 —
AL(X1, Xo) = Tim P(Xs < F(u)[ Xy < F(w) = Tim P (x2 <000y Wl-w) _,
u—0+4 u—0+ )\2 -

= sehr starke Tail-Abhé#ngigkeit, trotz pr, = 2/v5.

. __ Cov(X1,X3)
Explizite Berechnung von pr (X1, Xs) = JVar(X)Var (Xs)-
1 > F o2 2
Var(Xy) = ¢ Var(Xs) = / (Xo—E(X2))*Ae M1dX, = / (xQ_ﬁ)%\ei/\xdx == )\72
0 0

wobei E(X;) = ;7 2*Ae Mdz = &% und

Cov(X1, Xo) = / (X1 —EX))(X? —E(X?)Ae MdX; = ig.
0 \74 \7/2_/ A
/) 2/\

Insgesamt gilt also
4/33 4/ \6 2
pr(X1, Xo) = / = =

N N A
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Beispiel 5.3.5. Graphische Darstellung zweier bivariater Verteilungen mit linearer Korrelation
pr = 0.8 und standard-normalverteilten Randverteilungen.

Im linken Plot von Abb. ist eine obere und untere Tail-Abhéngigkeit von Ay = Ay, = 0.49
zu erkennen, im rechten keine (A\yy = A, = 0). &

Abbildung 5.3: Zwei bivariate Verteilungen mit linearer Korrelation p;, = 0.8 und standard-
normalverteilten Randverteilungen

5.4 Multivariate elliptische Verteilungen

5.4.1 Die multivariate Normalverteilung

Definition 5.4.1. Der Zufallsvektor (X1, Xs,...,Xq)" hat eine multivariate Normalver-

teilung (oder eine multivariate Gauss’sche Verteilung), wenn X 4 w+ AZ, wobei Z =
(Z1,Z5,...,2;)7 ein Vektor von i.i.d. normalverteilten ZV (Z; ~ N(0,1), Vi = 1,2,...,k),
A € R eine konstante Matrix und p € R? ein konstanter Vektor ist.

Fiir so einen Zufallsvektor X gilt: E(X) = pu, Cov(X) =X = AAT (¥ positiv semidefinit).

Notation: X ~ Ny(u, X).

Satz 5.1. (Multivariate Normalverteilung: dquiv. Definitionen)

1. X ~ Ny(p,X) fiir einen Vektor u € R? und eine positiv semidefinite Matriz ¥ € R dann und
nur dann, wenn Ya € R, a = (ay,as,...,aq)", die Zufallsvariable ™ X normalverteilt ist.

2. Ein Zufallsvektor X € R? ist multivariat normalverteilt dann und nur dann, wenn seine cha-
rakteristische Funktion folgendermaflen gegeben ist:

bx(t) = Elexp{itT X}) = expfit i — %tTZt}

fiir einen Vektor € R? und eine positiv semidefinite Matriz ¥ € R*4,

3. Ein Zufallsvektor X € R? mit E(X) = pu und Cov(X) = X, wobei die Determinante von %
positiv ist (det(X) := |X| > 0), ist normalverteilt, d.h. X ~ Ng(u, ), dann und nur dann, wenn
seine Dichtefunktion folgendermafen gegeben ist

()R N ) } .

1
)= s 2
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Beweis. (siehe zB. Gut 1995) O

Satz 5.2. (Figenschaften der multivariaten Normalverteilung)
Fir X ~ Ng(p, %) gilt:

Lineare Kombinationen:
Fiir B € RF*4 ynd b € R*. Es gilt dann BX +b € N (Bu + b, BEBT).

Randverteilungen:
Setze XT = <X(1)T,X(2)T> fir XOT = (X1, X0, X0)T und X@T =
(Xpg1, Xpy2, ..., Xq) | und analog

T T »(1) - »(12)
NT — (M(l) 7N(2) ) und ¥ = < »(21) n(22) > )

Bedingte Verteilungen:
Wenn ¥ regulir, dann ist auch der bedingte Zufallsvektor X2 | XU = 2 maultivariat
normalverteilt
X(2)|X(1) =20~ Ny (M(Zl)’ 2(2271)> wobei

42D = @) 4 neD) (gm))‘l (xu) _ u(1)> und
-1
$(22,1) _ n(22) _ »(21) (2(1,1)) (1,2)

Quadratische Formen:
Wenn ¥ regulir, dann gilt D*> = (X — p) TS Y X — p) ~ X2
Die Zufallsvariable D heiffit Mahalanobis Distanz.

Faltung:
Seien X ~ Na(p, X) und Y ~ Ny(fi, ¥) zwei unabhingige Zufallsvektoren. Es gilt dann
X +Y ~ Ng(p+ 1,2+ 3).

5.4.2 Varianz-gemischte Normalverteilungen

Definition 5.4.2. Ein Zufallsvektor X € R? hat eine multivariate Varianz-gemischte Nor-

malverteilung, wenn X < w~+ WAZ, wobei: Z ~ Ni(0,1), W > 0 eine von Z unabhéngige
positive Zufallsvariable, u € R ein konstanter Vektor, A € R%** eine konstante Matrix und
I die Einheitsmatrix ist.

Unter der Bedingung W = w ist X normalverteilt: X ~ Ng(u, w?Y), wobei ¥ = AAT,

E(X)=p und Cov(X)=EW?AZZTA")=E(W?)Y falls E(W?) < co.
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Beispiel 5.4.3. Die multivariate ¢,-Verteilung:
Sei Y ~ IG(a, ) (Inverse Gamma-Verteilung) mit Dichtefunktion:

fap(x) = Fﬁ(:)m_(aﬂ) exp(—f/x) x>0,aa>0,8>0.

Dann gilt:

2

Sei W2 ~ IG(a/2,/2). Dann ist die Verteilung von X = p + WAZ eine multivariate t,-
Verteilung mit a Freiheitsgraden: X ~ t4(a, p, X).

fir a > 2

Cou(X) =EWE = 25

a—2

5.4.3 Spharische Verteilungen

Definition 5.4.4. Ein Zufallsvektor X = (X1, Xs,...,Xy) " hat eine sphérische Verteilung,
wenn fiir jede orthogonale Matrix U € R%*¢ die Gleichung UX < x gilt.

Satz 5.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
1. Der Zufallsvektor X € R% hat eine sphdrische Verteilung.

2. Es existiert eine Funktion ¢: R — R, sodass die charakteristische Funktion von X fol-
gendermaflen gegeben ist:

px(t) =¢(tTt) = + 13+ ... +13)

3. Fir jeden Vektor a € R? gilt T X 4 |la|| X1 wobei ||a]|* = a? +a} + ...+ d?

4. X lasst sich als X 2 RS reprisentieren, wobei der Zufallsvektor S € R¢ gleichverteilt
auf der Einheitskugel S¥1, S4=1 = {x € R?: ||z|| = 1}, ist und R > 0 eine von S
unabhdngige ZV ist.

Notation: X ~ S4(v)

Beispiel 5.4.5. Normalverteilungen sind sphérische Verteilungen.

Sei X ~ N4(0,I). Dann ist X ~ Sg(v) mit ¢ = exp(—z/2).

Tatséichlich gilt: ¢px (t) = exp{it 0 — 3¢t It} = exp{—t"t/2} = ¢(t¢).

Sei X = RS die stochastische Darstellung von X ~ Ny(0,1). Es gilt || X||? LR~ X3 &

Simulation einer sphirischen Verteilung:

(i) Simuliere s aus einem gleichmiRig verteilten Zufallsvektor in S~! (zB. indem y aus
einer multivariaten Standardnormalverteilung Y ~ Ny(0, ) simuliert und s = y/||y||
gesetzt wird).
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(ii) Simuliere r aus R.

(iii) Setze x =rs.

o = N

-1

-2

=3

5.4.4 Elliptische Verteilungen

Definition 5.4.6. Ein Zufallsvektor X € R? hat eine elliptische Verteilung, wenn X 4 u+AY,
wobei Y ~ Si.(1), i € R? ein konstanter Vektor und A € R?*¥ eine konstante Matrix ist.

Die charakteristische Funktion ist

¢x(t) = E(expfit' X}) = E(exp{it’ (u+ AY)}) = exp{it' u}E(exp{i(A"t)"Y})
— explit uy(TEN),

wobei ¥ = AAT.
Notation: X ~ Eg(u, 2,1).

u heift Positionsparameter (location parameter), 3 heifst Dispersionsparameter (dispersion
parameter) und v heift charakteristischer Generator der elliptischen Verteilung.

Falls A € R¥? regulir, dann gilt folgende Relation zwischen elliptischen und sphérischen
Verteilungen:

X ~ Eq(p, B,0) & AN X —p) ~ Sa(y), AeRP AAT =3,

Satz 5.4. (Stochastische Darstellung der elliptischen Verteilung)

Sei X € R? ein d-dimensinaler Zufallsvektor.

X ~ Eyg(u,X,v) dann und nur dann, wenn X 4 w+ RAS, wobei S € RF ein auf der
Einheitskugel S¥=1 gleichverteilter Zufallsvektor, R > 0 eine von S unahingige Zufallsvariable,
A € R¥™F eine konstante Matriz (X = AAT) und p € R? ein konstanter Vektor ist.
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Beweis.

X=p+A Y =p+A_R S =pu+ RAS
Sk(¥) 20 ~U(Sk-1)

Simulation einer elliptischen Verteilung:

(i) Simuliere s aus einem gleichmiRig verteilten Zufallsvektor in S! (zB. indem y aus
einer multivariaten Standardnormalverteilung ¥ ~ Ng(0,I) simuliert und s = y/||y||
gesetzt wird).

1
-
1
o
(4]
o
o
(3]
-

(ii) Multipliziere jedes s; mit A.

F &
0.5 /
0
-05 //
-~

U
N
o
N

(iv) Setze z = p + rAs.
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12
1

10

Beispiel 5.4.7. Multivariate Normalverteilung;:

Sei X ~ Ny(p, ). Es existiert eine Matrix A € R¥* sodass X < pu+AZ, wobei Z € Ni(0,1)
und AAT = X. Weiters gilt Z = RS, wobei S ein gleichmibig verteilter Zufallsvektor in
S*=1ist und R? ~ x2. Daraus folgt X L w+ RAS und daher X ~ Eg(p,%,v¢) mit ¢(x) =
exp{—x/2}. O

Beispiel 5.4.8. Multivariate Varianz-gemischte Normalverteilung:
Sei Z ~ Ng4(0,I) ein normalverteilter Zufallsvektor. Z ist sphérisch-verteilt mit stochastischer

Darstellung Z 4 VS, wobei V2 = ||Z||2 ~ x3. Sei X = u+ WAZ eine Varianz-gemischte

Normalverteilung. Dann gilt X £ p+ VWAS wobei V2 ~ x% und VW eine nicht-negative
von S unabhingige ZV ist. D.h., X ist elliptisch verteilt mit R = VW, &
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Satz 5.5. (Figenschaften der elliptischen Verteilung)
Sei X ~ Ei(u,3,1¢). X hat folgende Eigenschaften:

Lineare Kombinationen:
Fiir B € R**4 ynd b € R* gilt:

BX +be E(Bu+b,BEB' 1)).

Randverteilungen:
Setze XT = (X(l)T,X@)T) fir XOT = (X1, Xo,..., Xn)T und X@T =

n(1L1)  »(12) )

T T .
(Xnt1, Xnt2,- -, Xp) " und analog p" = (M(l) ,u® ) sowie ¥ = ( w2 »@22)

Es gilt dann X1 ~ E, (,u(l), »@1), ¢) und Xo ~ Ep_, (,u(2), 2(2’2),w).

Bedingte Verteilungen:
Wenn ¥ regulir, dann ist auch die bedingte Verteilung X2 \ XM = 2 elliptisch ver-

tedlt:
X x0 =0 gy, (M(Zl)’z](??,l)’q;)
wobes .
LCENENCIRS S(eR) (Eu,l))* (xu) _ u“))
und

$(22,1) _ »(22) _ »(2,1) (2(1,1)) - »(1,2)
Typischerwise sind 1/; und 1) unterschiedlich (siehe Fang, Katz und Ng 1987).

Quadratische Formen:
Wenn X reguldr ist, dann gilt

D?=(X —p)'2" Y (X —p) ~ R

wobet R die nicht-negative ZV aus der stochastischen Darstellung Y = RS der sphdri-
schen Verteilung Y mit S ~ U (S(d_l)) und X = p+ AY ist. Die Zufallsvariable D
heiffit Mahalanobis Distanz.

Faltung:
Seien X ~ Ex(p,3,9) und Y ~ Ey(ii, 2,7,/;)~ zwei unabhdngige Zufallsvektoren. Fs gilt
dann X +Y ~ Eip(p+ i, X,¢) wobei ¢ = .
Achtung: X muss 1. A. dieselbe fiir X und Y sein.

Anmerkung: Aus X ~ FEx(u, I, 1) folgt nicht, dass die Komponenten von X unabhingig
sind. Die Komponenten von X sind dann und nur dann unabhéngig, wenn X multivariat
normalverteilt mit der Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix ist.
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Beweis. Lineare Kombinationen:

dpxsy = E(exp{it' (BX +b)}) = E(exp{it' b} exp{it' BX})
= exp{it' b}E(exp{i(Bt)" X}) = exp{it b} exp{i(B"t) uly(t' BLBt)

dx ngTt)

= exp{it’ (b+ Bu)}(t' BEB t)
= BX +b~ Ep(Bu+b,BEBT, ).
Faltung: X ~ Ey(1,5,%), Y ~ Ep(fi, £, ).

bxov(t) = Blexplit (X +Y)}) = Elexp{it X} exp{it ¥})
e E(exp{itTX})E(e)ip{itTY}) = exp{it—r,u}w(tT St) exp{it" ilip(t Bt
= exp{it’ (up+ @)}y (t’ St)

= X +Y ~ Ep(p+ i, 3, 90). D

5.5 Koherente Risikomafie

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ereignismenge 2, Ereignisalgebra F und Wahr-
scheinlichkeitsmafs P.

Sei LOO)(Q, F, P) die Menge aller Zufallsgrofen aus (2, F), die fast sicher endlich sind.

Sei M C L die Menge, die die Zufallsvariablen der Verluste beinhaltet.

Sei p: M — R ein Risikomaf in M.

Definition 5.5.1. Ein Risikomafs p, das folgende Eigenschaften besitzt, heifst koherent auf
M:

(C1) Invarianz bzgl. Translation:
p(X + 1) =p(X)+r, fiir jede Konstante r und jedes X € M.

(C2) Subadditivitét:
VX1, Xp € M gilt p(X;1 + Xo) < p(X1) + p(X2).

(C3) Positive Homogenitét:
p(AX) = Ap(X), YA > 0, VX € M.

(C4) Monotonie:
f.s.
VX1,Xoe M gllt X € Xo = p(Xl) < p(XQ)
Anmerkungen:

e ad C(2): Diese Eigenschaft macht unter der Annahme ,Diversifikation mindert das Ri-
siko® Sinn.

e ad C(3): Die positive Homogenitit macht wirtschaftlich nur fiir A € N Sinn, A € R hat
technische Griinde.
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5.6 Konvexe Risikomalie

Betrachte die Eigenschaft

(C5) Konvexitat:
VX1, Xo € M, VA € [0,1] gilt

pPAX1 + (1 = A)X2) < Ap(X1) + (1 — A)p(X2).

(C5) ist schwicher als (C2) und (C3), d.h. (C2) und (C3) zusammen implizieren (C5), aber
nicht umgekehrt, denn

(€3)

POXT + (1 - 0)X2) < o) + (1= X)L ap(X0) + (1= N)p(Xa) VA€ [0,1].

Definition 5.6.1. Ein Risikomaf p, das die Eigenschaften (C1),(C4) und (C5) besitzt, heifst
konvex auf M.

Beispiel 5.6.2. VaR ist nicht koherent:
Sei das Wahrscheinlichkeitsmaff P durch eine beliebige kontinuierliche oder diskrete Wahi-

scheinlichkeitsverteilung F' definiert.
VaR,(F) = F* («a) besitzt die Eigenschaften (C1), (C3) und (C4).

f.s. s.
(04:) FQ({L‘) = ]P)(XQ < l’) < P(Xl < 33‘) = Fl(l‘), weil X1 < X2 = (X2 <z f:> X1 < ZL‘)
(vgl. Abb. [5.4).

v

VaR(X;) VaR(X,)

Abbildung 5.4: Graphische Veranschaulichung von Eigenschaft (C4) fiir VaR,
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Sei das Wahrscheinlichkeitsmal P durch die Binomialverteilung B(p,n) fiir n € N, p € (0,1),
definiert.

VaR,(B(p,n)) ist nicht subadditiv!

Um dies zu zeigen, wird der VaR der Verluste eines Bond-Portfolios berechnet, das aus 100
Bonds besteht die unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit p = 0.02 defaultieren.
Beobachten Sie, dass dieser Wert grofser als das Hundertfache des VaR des Verlustes eines
einzigen Bonds ist:

P! = 100 V1<i<100 (Preiszum Zeitpunkt ¢).
pi+i 105 wenn kein Default Vi
g 0 sonst '
—5  kein Default
L, = { 100 Default ... Bondverlust.
v, — 1 Bond i defaultiert in [¢, ¢ 4 1]
b 0 sonst

Der Verlust von Bond i ist demnach L; = 100Y; —5(1—Y;) Vi und es gilt, dass die L; i.i.d. sind.

Portfolio A bestehe aus 100 Stiick von Bond 1, Portfolio B aus je 1 Stiick von Bond 1,
1 <4 <100.

Die entsprechenden Verluste sind L4 = 100L; und Lp = 321% L; = 105 31° ¥; — 500.

Es gilt also

VaRoos(La) = 100VaRggs5(L1) = —500
~—
—5
100
VQRO.%(LB) = 105VGR0_95< Z }/Z ) —500=105-5—500 = 25
=1
~Bin(100,0.02)

weil

100
P (Z Y; < 5) ~ 0.984 > 0.95

i=1

100
P (ZY < 4) ~0.949 < 0.95

i=1
Das ergibt einen Widerspruch zur Subadditivitit, da der VaR im nicht-diversifizierten Fall
betréichtlich kleiner als im diversifizierten Fall ist. &

Satz 5.6. Sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und M C LO(Q, F, P) die Menge aller
in (2, F, P) definierten Zufallsvariablen mit einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung F.

CVaR, ist ein koherentes Risikomaf in M, Va € (0,1).
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Beweis. (C1): CVaRy(L +1) =CVaR,(L)+ 1,1 € R, denn

CVaRe(L) = ia / VaRy(L)du wnd VaRo(L+1) = VaRo(L) + 1
(C3): CVaRa(AL) = L [ VaR,(AL)du = 2 ['VaR,(L)du = \CVaRa(L) YA > 0.
(C4): L1 < Ly = VaR., ( ) < VaRa(Ls) Va
. CVaRa( /a W(L)du < - ! . /a VaRy(Lo)du = OVaRu(Ly).
(C2): bleibt offen. O

5.7 Elliptische Verteilungen und Portfoliooptimierung

Es werden d Aktien und die Klasse P aller Portfolios bestehend aus diesen Aktien betrachtet.
Jedes (long-short) Portfolio aus P ist eindeutig durch den Gewichtsvektor w = (w;) € R?

definiert. Daher gilt:
d
P = {w: (w;) € R%: Z\w,—\ = 1}

i=1
Sei X = (X1,Xs,...,Xy) ein Zufallsvektor, der die Rendite der d Aktien darstellt. Sei
E(X) = u.
Die Portfoliorendite ist die Zufallsvariable Z(w) = Z?:l w; X; und dementsprechend ist die
erwartete Portfoliorendite: E(Z(w)) = w ' p.

Es gelte X ~ Eq(p, 3, ) mit E(X?) < oo und £ = Cov(X). Sei Py, die Klasse jener Portfolios
aus P, sodass E(Z(w)) =m, m € R, m > 0.

d
Pm = {w = (w;) € ]Rd,z lwi| =1, w' p = m}

i=1
Das Mean-Variance Portfolio-Optimierungsmodell nach Markowitz (1952, 1987) hat die

Form

wr&ijri Var(Z(w)) (5.2)

Sei p ein Risikomak. Das Mean-p Portfolio-Optimierungsmodell lautet:
i Z 5.3
Zoin p(Z(w)) (5.3)

Sei p=VaR,, a € (0,1). Das Mean-VaR Portfolio-Optimierungsmodell lautet:
min VaR,(Z(w)) (5.4)

WEPm

Frage: Wie hiingen die Probleme (5.2)) und (5.3)) (insbesondere (5.4))) zusammen?

Satz 5.7. Sei M die Menge der erwarteten Renditen der Portfolii aus P. Die Risikofaktoren,

d.h. die Renditen der einzelnen Aktien, seien elliptisch verteill, X = (X1,Xo,...,Xq) ~

Ey(u, $,4) fiir gegebene p € R, 0 € R und 1p: R — R. VaR, ist koherent auf M fiir jedes
€ (0.5,1).
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Beweis. Zu zeigen ist die Subadditivitit von VaR,. Seien dazu L1 und Lo die Renditen zweier
Portfolii aus P.

z.2.: VaRy (L1 + L2) < VaRy(L1) + VaRy (L), Voo > 0.5.

VL € M gilt L =w'X.Da X ~ Eg(p,¥,%) gilt aukerdem X = pu + AY, wobei AAT = %
und Y € Si(¢), A € Rk € RY,

4
g,
Satd5.3

= VaR,(L) = VaR(|w AlY1 +w ' p) = |w' A|[VaR. (Y1) +w ' p.
Seien L; = w{ X und Ly = wg X.

VaRo(Li + Ly) = VaRa((w] +wy)X) = ||(w] +wg )A|VaRa(Y1) + (w] + wg )p

L=w'(u+AY)=(w'AY +w'p lw' A|V: +w'

()
< Jlw{ A|VaRa(V1) + wi p+ [|wg A|VaRa (Y1) +w;
= VaRa(Ly) + VaRa(Lo).

Ad (*): Hier braucht man, dass o > 0.5 ist, da Y] sphérisch verteilt und deswegen symmetrisch
verteilt ist. Somit ist VaR, (Y1) > 0 fiir o > 0.5. O

Satz 5.8. (Embrechts et al., 2002)

Sei X = (X1, Xo,...,Xy) = p+ AY elliptisch verteilt mit € R, A € R¥™F, und einem
sphirisch verteilten Zufallsvektor Y ~ Sg(¢) und E(X?) < oo, Vk. Sei p ein Risikomaf, das
die Eigenschaften (C1) und (C3) besitzt, und p(Y1) > 0 erfillt, wobei Y1 die erste Komponente
des sphdrisch verteilten Zufallsvektors Y ist.

Es gilt dann:

argmin{p(Z(w)): w € Py} = argmin{Var(Z(w)): w € Py}

Bewezs.
Zw) =0 XZLZw (AY +p) L |w AV +w p Yw € P
~—— ~—~—
PF—Rendite =m
Sei p ein Risikomaf, das die Eigenschaften (C1) und (C3) erfiillt und auferdem
pY1) _
————— =k >0, da p(Y7) > 0 laut Ann. = p(Y1) = ky/Var(¥1)
Var(Yy)
Es gilt

C1 C3
p(Zw)) = p(lwT AY: +m) 'L p(lwT AY:) +m L YT Allp(v1) + m

= Jw Allk\/Var(Y1) + m = kVVar(|w A1) + m = kvVVar((w" A)Y +m) +m
SN——r —

LwT A)Y LT X

= kvVar(Z(w))+m

= min p(Z(w)) =k, / min Var(Z(w)) +m

WEPm WEPm

= argmin{p(Z(w)): w € Py} = argmin{Var(Z(w)): w € Pp}
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Kapitel 6

Einfiihrung in Copulas

6.1 Grundlegende Eigenschaften

Definition 6.1.1. Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf [0,1]%, deren
Randverteilungen jeweils standardgleichverteilt auf [0, 1] sind.

Oder dquivalent:

Eine Copula C ist eine Funktion C: [0, 1]¢ — [0, 1], die folgende Eigenschaften hat:

1. C(ui,ug,...,uq) ist mon. steigend in jeder Variable u;, 1 <1i <d.
2. C(1,1,..., L, up, 1,..., 1) = uy fiir jedes k € {1,...,d}, ux € [0, 1].

3. Folgende Ungleichung (sogenannte Rechtecksungleichung) gilt fiir alle (ai,as,...,aq),
(b1,ba,...,bq) €0, 1]d mit a < by, Vk € {1,2,...,d}:

2 2
Z Z(—l) 1rR2 dC(ulkl,u%g,...,udkd) Z 0,
ki1=1 kqg=1

wobei uj1 = a; und u;z = b;.

Anmerkung: Fiir 2 < k < d sind die k-dimensionalen Randverteilungen einer d-dimensionalen
Copula wieder Copulas, k-dimensionale Copulas.

Lemma 6.1.2. Sei h: R — R eine monoton steigende Funktion und h* : R — R die verall-
gemeinerte inverse Funktion von h. Es gelten dann folgende Aussagen:

M~

. h ist stetig <= h*" ist streng monoton steigend.
. h st streng monoton steigend <= h* ist stetig.
h=(h(x)) < x.

. h ist streng monoton steigend = h*" (h(z)) = =.

T S

. h st stetig = h(h"(y)) = y.
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Lemma 6.1.3. Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. FEs gqilt:
P(X =2: F<(F(z)) =2) = 1, d.h. F<(F(z)) 2 2.

Satz 6.1. Sei G eine Verteilungsfunktion in R.

1. Quantil-Transformation:
Wenn U ~ U(0,1) (standard Gleichverteilung), dann gilt P(G*(U) < z) = G(z).

2. Wahrscheinlichkeits- Transformation:
Sei Y eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion G. Es gilt G(Y) ~ U(0,1).

Beweis. 1) G(x) >y < G (y) <z (G bel. Verteilungsfunktion).
= G (y) =inf{z: G(z) > y}.

Gz)>y=>ze{z: G(z) >y} = G (y) =inf{z: G(z) >y} < =z

,= G (y) <x = inf{z: G(z) >y} < =x.

x> G (y): = Fr1: G (y) <z <z sodass G(r1) >y = G(x) > G(x1) > y.

z =G (y): Ang. G(x) < y. G ist rechtsstetig = 30 > 0Vz € (z,z+ ) : G(2) < y. § zu
xr =inf{z: G(z) > y}.

Somit gilt:

PG (U) < 2) "2 b7 < () UL G(a).
2) P(G(Y) < u) & PG (G(Y)) < G (u) 2 P(Y < G+ (u) = GG () "= u
=G(Y)~U(0,1),
(%) G* streng monoton steigend (Lemma [6.1.2) Punkt 1).
(%) Lemma [6.1.3]
(# % %) Lemma [6.1.2] Punkt 5. O

Satz 6.2. (Sklar, 1959)
Sei F: R — [0,1] eine Gesamtverteilungsfunktion mit Randverteilungsfunktionen Fi,... Fy.
FEs existiert eine Copula C, sodass fir alle x1,x2,...,x4 € R = [—00, 0]

F(.%'l, Ty vn ,{L‘d) = C(Fl(xl), FQ(J)Q), ce ,Fd({de». (61)

Wenn F1,. .., Fy stetig, dann ist C eindeutig.

Vice-versa, sei C eine Copula und F,....Fy; Verteilungsfunktionen. Dann ist die Funk-
tion F' aus eine Gesamtverteilungsfunktion mit Randverteilungsfunktionen Fi,... Fy.

C aus heifit Copula von F. Fir einen Zufallsvektor X € R? mit Gesamtvertei-
lungsfunktion F heifit C auch Copula von X.

Beweis. Der Beweis wird nur fiir stetige F;, 1 < i < d, betrachtet.
Sei (x1,...,245) € R* und F die Verteilungsfunktion von (Xi,...,X4). Weiters sei C die
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Gesamtverteilungsfunktion des Zufallsvektors (Uy,...,Uy) und U; = Fi(X;) ~ U(0,1),1 <
1 < d. Dann gilt

F(zy,...,2q) = P(X1<aq,...,Xg < zg) =P(F1(X0) < Fi(21),..., Fa(Xa) < Fy(zq))
—— ——
Ui Uqg

= C(Fi(21),...,Fa(za))

C ist eine Copula, denn Yu € [0,1]? Iz € R? : (uy,...,uq) = (Fi(21),..., Fy(zq)) und somit
C: 10,11 = [0,1].

Damit ist die Existenz bewiesen.

Die Eindeutigkeit folgt aus z; = F (u;) V1 < i < d, denn (vgl. Korollar

C(ul,...,ud):F(Ff(ul),...,Fj(ud)).

Vice versa: Konstruiere einen Zufallsvektor mit Verteilungsfunktionen F;. Sei U ein Zufalls-
vektor mit Gesamtverteilungsfunktion C'. Betrachte den Zufallsvektor (Fy (U1), ..., Fy (Ug)).
—— ——

X1 X,

F(le,...,l’d) = ]P)(Xl < l‘l,...,Xd < :L’d) :P(Ff(Ul) < xl,...,Ff(Ud) < xd)
= PU < Fi(z1),...,Uq < Fy(xa)) = C(Fi(21), - . ., Fa(za))-

O

Korollar 6.1.4. Sei F' eine Gesamtverteilungsfunktion mit stetigen Randverteilungsfunktio-
nen Fi,...,Fy. Die eindeutige Copula von F ist folgendermaflen gegeben:

C(ul,uQ,...,ud) :F(Ff(ul),Ff(uQ),...,Fj(ud)). (62)

Beweis. Fj stetig Vi = C(uq,...,uq) = F(F{ (u1), ..., F; (uq))-

Sei X = (Xy,...,Xy) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion F' und Randverteilungsfunk-
tionen F;. Setze U; = F;(X;) ~ U(0,1). Betrachte (Uy,...,Uy). Die dazugehérige Verteilungs-
funktion C ist eine Copula und erfiillt O

Satz 6.3. (Copula-Invarianz bzgl. streng monotonen Transformationen)

Sei X = (X1, Xa,...,Xq)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen Fy, Fy, ..., Fy und
Copula C. Seien T1,15,. .., Ty streng monoton steigende Funktionen in R. Dann ist C auch
eine Copula von (T1(X1), To(X2),. .., Ta(Xa)) .

Beweis. Sei Fj die Verteilungsfunktion von Tj(X;).

Fy(z) = P(Ty(X;) < 2) = P(X; < T; ' (2)) = F(T; ()

— )

= E=FoT, 'Vi<i<d. i
T; ist streng monoton steigend < Tfl ist stetig (Lemma , Punkt 2), F; ist stetig = F;
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ist stetig = es existiert eine eindeutige Copula C fiir (T (X1),...,Ta(Xq)).
Mit Satz [6.2] folgt

C(Fi(z1),..., Fy(za)) = P(Ti(X1) <a1,...,Ta(Xa) < aq) =P(X1 < Ty Han),. .., Xg < T
= C(F(T (1)), -, Fa(Ty N (2a))) = C(Fy(a1),. ., Fulza))

und somit die Gleichheit von C und C in [Fj(R)]% = [0,1]? (F} ist stetige Verteilungsfunktion).
O

Beispiel 6.1.5. Sei X ~ Ny(0,%), wobei ¥ = R die Korrelationsmatrix von X ist. Seien ¢z und
¢ die Verteilungsfunktionen von X bzw. X;. Die Copula von X ist die so genannte Gauss’sche
Copula C’ga:

CR*(ur,uz, .. ua) = OR(9™ " (ur), ¢ (uz), .., & (ua))-
C§ ist auch die Copula jeder nicht degenerierten Normalverteilung Ng(0,Y) mit Korrelati-
onsmatrix R.

Fir d =2 und p = Ry2 € (—1,1) gilt:

¢~ t(ur) o' (u2) 1 —(22 -2 2
a 1 pr1T2 + T3)
o= [ [ i exp{ 20— ) }d”“d“

Satz 6.4. (Fréchet Schranken)
Fiir jede Copula gilt

d
max {Zuk —d+ 1,0} < C(uy,ug,...,uq) < min{ug, ug, ..., uq}.
k=1

Notation: Untere Schranke =: Wy und obere Schranke =: My, fiir d > 2. Fir d = 2 setzen wir
M := My, W :=W,.

Beweis. e obere Schranke:

d
Clus, ... ,ug) =P(U1 < ui,...,Ug S ug) =P(({Ui Sui}) <PU; < wg) =u; Vi
i=1

e untere Schranke:

Cui,...,ug) = ﬂ{U <wup)=1-P U{U > ui})

i=1
< P(U>w;)
d d d
> 1= PUi>w)=1-) (I—w)=1-d+> u
i=1 i=1 i=1

Andererseits ist C' > 0, da Wahrscheinlichkeitsfunktion = C(uq,...,uq) > max{l —d +
Yoy i 0} O
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Anmerkung: Ein analoges Ergebnis wie im Satz gilt fiir allgemeine multivariate Verteilun-
gen F mit Randverteilungen F;, 1 <¢ < d:

d
max {Z Fy(xy) — d + 1,0} < F(xy,29,...,2q) < min{F|(z1), F2(22), ..., Fy(xq)}.
k=1

Beispiel 6.1.6. Zeigen Sie, dass die Fréchet untere Schranke Wy fiir d > 3 keine Copula ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Mengenfunktion @,

2 2 2
Q([al, bl] X [CLQ, bg] X ... [ad, bd]) = Z Z e Z (—1)k1+k2+"'+ded(u1kl,'LLka, .. ,udkd),
k1=1ko=1 kq=1

wobei (ay,as,...,aq), (bi,ba,...,bg) € [0,1]¢ mit aj < by und uj1 = a; und ujp = b; fiir
je{1,2,...,d}. &

Satz 6.5. Fir jedes d > 3 und jedes u € |0, 1]d, eristiert eine Copula Cgq,, sodass
Cd,u(u) = Wd(u)

Anmerkung: Fiir jedes d > 2 ist die Fréchet obere Schranke M, eine Copula.

Beispiel 6.1.7. M und W sind Copulas.

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Seien Y = T'(X) und Z = S(X) zwei
Zufallsvariablen, wobei T und S zwei streng monotone Funktionen, T steigend und S fallend,
sind. Zeigen Sie, dass M die Copula von (X,T(X))" und W die Copula von (X,S(X))" ist.

e 7' streng monoton steigende Funktion:

Clur,up) 2" F(F (w), B (ug)) = P(X < Fi (1), Y
= P(Fx(X) <u, Fy(Y) < ug) = P(Fx(X)
——"

(*)
= P(Fx(X) < wup, Fx(X) < wug) = min{uy, us},

denn Fx(X) ~ U(0,1) und fiir () gilt, dass Y = T(X) und Fy = Fx oT~!, denn
P(Y <a)=P(T(X)<a) =P(X <T Ya)) = Fx(T"(a)).

e S streng monoton fallende Funktion: analog. &

6.2 Co-Monotonie und Anti-Monotonie

Definition 6.2.1. X; und X heifen co-monoton, wenn M eine Copula von (X1, X3)" ist.
X1 und X3 heiflen anti-monoton, wenn W eine Copula von (X7, Xo) T ist.
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Satz 6.6. Angenommen eine Copula von (X1, X2)" ist W oder M. Es existieren dann zwei
monotone Funktionen o, 5: R — R und eine Zufallsvariable Z, sodass

(X1, X:) £ (a(2),8(2)).

Falls M die Copula von (X1, Xo)" ist, dann sind o und 3 monoton steigend, falls W die
Copula von (X1, X2)" ist, dann ist o monoton steigend und 3 monoton fallend.

Wenn die Randverteilungen Fy und Fy von (X1, X2)' stetig sind, dann gilt:

C=W <= Xy=T(Xy) fast sicher ,T = F; o (1 — F) monoton fallend
C=M <= Xo=T(X1) fast sicher ,T = F5 o F| monoton steigend .

Beweis. In McNeil et al., 2005. 0l

Satz 6.7. Sei (X1,X2)' ein Zufallsvektor mit Randverteilungsfunktionen Fy, Fy und einer
nicht spezifizierten Abhdngigkeitsstruktur.
Sei Var(Xy),Var(Xz) € (0,00). Dann gilt:

1. Die Menge der maoglichen linearen Korrelationen von X1 und Xo ist ein abgeschlossenes
Intervall [pr min; PL,max] Mit 0 € (PL min} PLmax)-

2. Die minimale lineare Korrelation wird dann und nur dann erreicht, wenn X1 und Xs
anti-monoton sind. Die maximale lineare Korrelation wird dann und nur dann erreicht,
wenn X1 und X9 co-monoton sind.

Im Beweis wird die H6ffding’sche Gleichung verwendet:

Lemma 6.2.2. (Die Hoffding’sche Gleichung)
Seq (Xl,Xg)T ein Zufallsvektor mit Gesamitverteilung F und Randverteilungen Fy, Fo. Wenn
Cov(X1, X2) < oo, dann gilt:

COU(Xl,XQ) = /_OO /_OO (F($1,l’2) — F1<IL‘1)F2<IL‘2))d:L‘1dl’2.

Beweis. In McNeil et al.,2005. O
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Beweis. (Satz)

oL, Xa) = \/vijv)(()f)lx}sz X2)
_ f f xl,xQ F1($1)F2($2>)d$1d.1‘2
\/Var (X1)Var(Xs)
sutar oo J oo (C(F1(x1), Fo(2)) — F1(21) Fy(2))darday
\/VCL’I“(Xl)VCLT(Xg) '

Mit den Fréchet-Schranken folgt:

f f max{F1 xl) + FQ(J;’Q) -1 O} Fl(xl)F2($2))d.%'1diL'2
\/Var(Xl)Var(Xg)

< pr(X1, X2)

PL,min

und

ffooo ffooo(min{Fl(xl), Fy(z2)} — Fi(x1) Fo(xe))dxidxs
pr(X1, Xa) < \/Var(Xl)Var(Xg) ’

PL,max

® prmax wird fiir C = M (Co-Monotonie) angenommen und es gilt PL,max = 0, denn
min{Fl(xl),Fg(xg)} Z Fl(fL'l)FQ((L'Q).

® o1 min Wird fiir C = W (Anti-Monotonie) angenommen und es gilt pr, min < 0, denn wird das

Maximum in 0 angenommen, folgt die Behauptung trivialerweise, wird jedoch das Maximum in

Fy(x1)+ Fa(z2) — 1 angenommen, so bleibt zu zeigen, dass Fy(x1)+ Fa(z2) —1 < Fy(x1)Fa(x2)
gilt:

Fl(l'l) + FQ({EQ) —1- F1<$1)F2($2)

Fl(xl)(l — FQ(.%’Q)) + F2(x2) -1

(1 — Fi(z1)) (Fa(w2) — 1)

>0 <0

IN A IA

e Konvexe Kombinationen zweier Copulas sind wieder Copulas:

. 2 P (CaFi(a), Fa(w2)) — Fi(1) Fa(2))daydwy
Va € [pL,rmm pL,maX] dC,: \/VGT(Xl)VaT(Xz) —

Co = AW+ (1—-X)M fiir ein A, sodass @ = Apr, min+ (1 —X)pL max, und Cy, ist eine Copula. O

Beispiel 6.2.3. Sei X1 ~ LN(0,1) und X3 ~ LN(0,02), o > 0. Bestimmen Sie p, ;min (X1, X2)
und pL,maz(Xla XQ):

Sei Z ~ N(0,1), dann gilt X; 2 eZ und X, L 7% = (eZ)° = X7. Xy ist also eine monoton
steigende Transformation von X7 = Co-Monotonoie!

Z o7 e’ -1
= PL, =prie”,e = .
e P e )

74



Ist jedoch Xo L e=0Z = ()77 = X7, dann ist X5 eine monoton fallende Transformation
von X; = Anti-Monotonie!

e 7 -1
Vie=1)(e” - 1)
In Abb. sind die obere bzw. untere Schranke pr max und pr min in Abhéngigkeit von o
aufgetragen. O

= pLmin = pr(e?,e77%) =

1.0

0.5

0.0

Carrelation values

-0.5

Sigma

Abbildung 6.1: pr, max und pr,min in Abhéngigkeit von o

Beispiel 6.2.4. Betrachten Sie zwei ZV Z; und Zs, die die Verluste zweier Portfolii darstellen.

Sei Zl ~ N(O, 1), Z2 ~ N(O, 1) und pL(Zl, ZQ) = 0.
Geben Sie zwei Zufallsvektoren (X1, Xs)" und (Y7,Y2)" mit unterschiedlichen Gesamtver-
teilungsfunktionen an, die die obigen Annahmen erfiillen, d.h. X7, X5,Y7,Ys ~ N(0,1) und

pr(X1,X2) =0, pr(Y1,Y2) = 0.
Bestimmen Sie die Quantile F'y | v (o) und Fy (o) der Gesamtverluste und vergleichen
Sie diese miteinander.

. 1 mit W! 0.5
(Xl,XQ) ~ NQ(O,IQ), Y1 ~ N(O, 1) und Y2 = VYl, wobel V' = { 1 mit W05 °

z.z.: Yo ~ N(0,1).
P(Ya<z) = P(VYi<2)=P(VY; <z|V=1)P(V =1)+P(VY; < 2|V = —1)P(V = —1)
———

0.5 0.5
= 05(P(Y; <2)+P(-Y; <)) =PB(Y; < z)
~—_—
P(Y;<z)
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Z.7Z.. pL(Yl,YQ) = 0.
pr(Y1,Y2) = pr(Y1,VY1) = E[(Y1 —EM))(VY1 —E(VY))] = E(Y: - VY7)

SN—— S——
=0 =0

= EYR)P(V =1 +E(-Y2)P(V=-1)=05-1-05-1=0.
N—_———
X1+ Xo ~ N(0,2):
& VaRa (X1 + X2) = ¢x1, x, (@) = V207 ().

Y1 + Yo: Fiir alle a > 0 gilt
PYi+Ys>a) = PVi4+ VY1 >aV=1PV=1)4+PY1+ VY] >a|V=-1)PV

= 08PV > )+ 05P0 > a) = ~3(2).
2 — YT 5%
=0
- I e
Prnle) = 50(3)
1 «
1= dyanle) = 5(1-6(3)
11
dvisn(@) = 5+356(3)

Pvitva(a) =B & a= ¢;11+Y2 (B):

S =B 1ta(0) =260 =215 a=267"(26-1).
Insgesamt gilt also
¢)_(1+X2 (B) = \/5‘2571(6)
Oy (B) = 207(28-1)

und 28 — 1> 0.5 < B > 0.75.

A
VaR,

Y.+Y,

X+X,

0.90 0.93 0.98 B
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Fazit: Aus den Verlustverteilungen der zwei Teile eines Portfolios und aus der Korrelation der
jeweiligen Verluste lassen sich keine Schliisse iiber die Verlustverteilung des Gesamtportfolios
ziehen.

o

6.3 Kendall’s Tau und Spearman’s Rho

Seien (x,y)" und (#,7)" zwei Beobachtungen von einem Zufallsvektor (X,Y)". (z,%)" und
(#,7)" heifen iibereinstimmend, falls (xz — &)(y — §) > 0, und nicht iibereinstimmend, falls

(z—2)(y—7) <O0.

Definition 6.3.1. Sei (X1, X5) " ein Zufallsvektor. Kendall’s Tau ist fiir (X1, X2) ' folgender-
mafsen definiert:

pr(X1, Xz) = P((X1 — X1)(X2 — X3) > 0) = P((X; — X7) (X3 - X3) <0),
wobei (X}, X3)T eine unabhingige Kopie von (X1, Xo) " ist.
Aquivalent: p, (X1, X2) = E(sgn[(X1 — X]) (X2 — X5))).

Im d-dimensionalen Fall X € R% p.(X) = Cov(sgn(X — X')), wobei X’ € R? eine unab-
hingige Kopie von X € R? ist.

Kendall’s Tau der Stichprobe:

Sei {(z1,y1) ", (x2,92) ", ..., (zn,yn) "} eine Stichprobe von n Beobachtungen des Zufallsvek-
tors (X,Y)T, dessen Randverteilungen stetig sind. Sei ¢ die Anzahl der iibereinstimmenden
Paare und d die Anzahl der nicht iibereinstimmenden Paare aus der Stichprobe.

c+d nn-1)/2

pr(X.Y) =

Definition 6.3.2. Sei (X1, X3)' ein Zufallsvektor. Spearman’s Rho ist fiir (X1, X2)' folgen-
dermafien definiert:

ps(X1,X2) = 3(P((X1 — X7)(X2 — X3) > 0) — P((X1 — X1)(X2 — X3) <0)),
wobei (X}, X5)T, (X{, X%)T unabhingige Kopien von (X1, X3)" sind.

Aquivalent: Seien F; und F, die stetigen Randverteilungen von (Xl,Xg)T. Es gilt
ps(X1,X2) = pr(F1(X1), F2(X2)), d.h. Spearman’s Rho ist die lineare Korrelation der ein-
deutigen Copula von (X1, X3)T.

Im d-dimensionalen Fall X € R%: pg(X) = pr(F1(X1), F5(Xs), ..., Fy(Xq)) ist die Korrelati-

onsmatrix der eindeutigen Copula von X, wobei Fi,Fs,....F; die stetigen Randverteilungen
von X sind.
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Satz 6.8. (ohne Beweis)
Sei (X1, Xo) " ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und eindeutiger Copula C. Fiir
die Rangkorrelationen pr (X1, X2) und ps(X1, Xo) gilt:

1 1
pT(X17X2> = 4/ / C(ul,UQ)dC<U1,U2) -1
0 0

1 1 1 1
pS(Xl,XQ) = 12/ / (C(ul, UQ) — ulug)dulduQ = 12/ / C’(ul,uQ)duldug -3
0 0 0 0

Eigenschaften von p, und pg

e p; und pg sind symmetrische Abhéngigkeitsmake mit Wertebereich [—1, 1].

e Falls X;, X5 unabhéngig, dann p, (X7, X2) = pg(X1, X2) = 0.
Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

e X, X2 co-monoton dann und nur dann, wenn p (X1, Xo) = ps(X1,X2) = 1. X1, Xo
anti-monoton dann und nur dann, wenn p, (X1, X2) = ps(X1, Xo) = —1.

e Seien Fy, Fy die stetigen Randverteilungen von (Xl,Xg)T und Ty, T» zwei streng
monotone Funktionen in [—o00,00]. Dann gilt p- (X1, X2) = p-(T1(X1),T2(X2)) und
ps(X1, X2) = ps(T1(X1), To(X2)).

(Siehe Embrechts et al., 2002).

6.4 Tail-Abhiingigkeit

Definition 6.4.1. Sei (X1, X5)" ein Zufallsvektor mit Randverteilungen Fy und Fy. Der
Koeffizient der oberen Tail-Abhéngigkeit von (X1, X2)" wird folgendermafen definiert:

A (X1, Xo) = lim P(Xy > - (w)| X1 > Ff(u),

u—1-

vorausgesetzt der Limes existiert.
Der Koeffizient der unteren Tail-Abhéngigkeit von (X1, X2)" wird folgendermaken definiert:
)\L(X1,X2) = lim ]P)(XQ < F;(u)]Xl < Ff(u)),
u—0t
vorausgesetzt der Limes existiert.

Wenn Ay > 0 (A > 0) heifit es, (X1, X2)" hat eine obere (untere) Tail-Abhingigkeit.

Definition 6.4.2. Sei die Copula C die Verteilungsfunktion von (Uj,Us,...,U) mit
Ui ~ U[0,1], i = 1,2,...,d. Die Verteilungsfunktion von (1 — Uy,1 — Us,...,1 — Uy) heifst
“survival” Copula von C' und wird mit C' bezeichnet.
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Lemma 6.4.3. Sei X ein Zufallsvektor mit multivariater  Tail-Funktion F
(F(x1,29,...,24) = P(XL > 11,X9 > x9,...,Xq > x4)) und Randverteilungsfunktio-
nen F;, i =1,2,...,d. Set F; =1—F;, i=1,2,...,d. Es gilt

F(.%'l, Ty vn ,xd) = C’(Fl(xl), FQ(I’Q), e ,Fd(xd)).

Lemma 6.4.4. Es gilt C’(l —up, 1 —ug) =1—u; —ug + C(uy,uz).

Satz 6.9. Sei (X1, X5)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungsfunktionen und Copula
C. Es gilt

1 —2u+ C(u,u)

AU<X1,X2) = lim und
u—1- 1—u
)\L<X1,X2) = lim 7C(u,u)7
u—0t u

vorausgesetzt die Limita existieren.

Beweis.
N0 i B < B < F) = i TORS T S
—F\(F{ (w)=u
— +—
= ulir& F(F} (ui, Fy~(u)) KorrBId UILT&C(Z’U).
v (X7, X7) folgt analog. -

Beispiel 6.4.5. Die Gumbel Familie von Copulas:
1/0
C§"(uy,us) = exp <— [(—lnul)e + (—lnuz)e} > , 0>1
Es gilt \y =2 — 2% \;, = 0 (also keine untere Tailabhingigkeit), denn

O (u,u) = exp (— [2(—1n u)ﬂ 1/9) = exp (21/9 In u) — 2

A= g S gy T8
u—0+ U u—0+ 1
wen _ o 1=2utCftwu) 1—2u+u?”
U = im = lim ——
u—1— l1—u u—1— 1—wu
, —9 4 9 2101
deri gy, 2RZCTTE s
u—1— —1
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Beispiel 6.4.6. Die Clayton Familie von Copulas:

CS ur,u9) = (u +uy? =)V >0
Es gilt Ay = 0, A, = 271/ (also keine obere Tailabhéngigkeit). (Analog zu Bsp. 6.4.5]) &
In Abb.[6.2]sind zwei Stichproben mit Gamma(3,1)-Randverteilungen und linearer Korrelation

0.5 abgebildet. (X1,Y7)" und (X, Y2)" haben unterschiedliche Abhingigkeitsstrukturen und
so kommt es, dass (X1,Y1)" eine Gumbel-Copula und (Xz,Y2)" eine Clayton-Copula hat.

Gumbel Clayton
- =4
= & |
|
e 2 |

Y1

1] 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 B8 10 12 14

Abbildung 6.2: Zwei Stichproben mit Gamma(3,1)-Randverteilungen und linearer Korrelation
0.5, aber unterschiedlichen Copulas

6.5 Elliptische Copulas

Definition 6.5.1. Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor, seien x € R? und 3 € R¥*? zwei
Konstanten, und sei ¢: [0,00) — R eine Funktion. Wenn ¢x_, = 1(t' $t) gilt, wobei ¢x_,
die charakteristische Funktion von X — p ist, dann ist X ein elliptisch verteilter Zufallsvektor
mit Parameter u, X, ¢¥: X ~ Eg(p, X,1).

1 heifst erzeugende Funktion (oder Generator) von X.

Fiir d = 1 stimmen die elliptischen Verteilungen mit den symmetrischen Verteilungen iiberein,
denn wenn X elliptisch verteilt ist, besitzt es die stochastische Darstellung X = yu+ RAS. Es

gilt also
X —p=|X— plsgn(X — p)
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und wenn X — 4 pu— X (X also um g symmetrisch ist), dann gilt
P(sgn(X —p) =1) =P(sgn(X —p) =—-1)=0.5
und somit mit RA = |X — pu| und S = sgn(X — pn)
X —p=RAS = |X — plsgn(X — p).

Satz 6.10. (Stochastische Darstellung)
Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X ist elliptisch verteilt, X ~ E4(u,X,), mit rang(X) = k,
dann und nur dann, wenn es eine Matriz A € R>*F AAT = %, sowie eine nichtnegative

Zufallsvariable R und einen k-dimensionalen, auf der Einheitskugel S*1 = {z e RF: 2Tz =

1} gleichverteilten, Zufallsvektor S gibt, sodass R und S unabhingig sind und X 4 i+ RAS.

Definition 6.5.2. Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungsvektor u.

X heillt radial symmetrisch genau dann, wenn X — p 4 w—X.

Anmerkung: Eine elliptische Verteilung X ist radial symmetrisch, denn es existieren R, A und
S, sodass X — = RAS und somit

§— X =-RAS = RA(-S) £ RAS = X — pu.

Definition 6.5.3. Sei X ~ E;(u, X, 1) mit Verteilungsfunktion F' und stetigen Randvertei-
lungen F, Fy, ..., Fy. Die eindeutige Copula C von F, C(u) = F(F{ (u1),..., Fy (uq)), heifst
elliptische Copula.

Beispiel 6.5.4. Gauss’sche Copulas
Sei C’g“ die Copula einer d-dimensionalen Standardnormalverteilung mit Korrelationsmatrix
R:

CR*(u) "7 R (w), -, 67 (ua),
wobei qﬁ‘é die Gesamtverteilungsfunktion einer d-dimensionalen Normalverteilung mit Erwar-
tungsvektor 0 und Korrelationsmatrix R und ¢! die Inverse der Verteilungsfunktion einer
univariaten Standardnormalverteilung ist. C’g“ heilst Gauss’sche Copula.
Da die Normalverteilung eine elliptische Verteilung ist, ist die Gauss’sche Copula Cga eine
elliptische Copula.

Im bivariaten Fall gilt:

¢~ (u1) po(uz) 1 _(x2 _9 2
Ga _ 1 — 2pr122 + 75)
Cr(uy,u2) = /_OO /_OO ol )1 exp{ 20— 2) }d:mdm?

wobei p € (—1,1). &

Definition 6.5.5. Sei X < A+ %Z ~ ta(p, v, X)), wobei p € R4, v e N, v > 1, 8 ~ 2
und Z ~ Ny(0,%), und S und Z unabhéngig sind. Es heifft, X hat eine d-dimensionale ¢-
Verteilung mit Mittelwert p (fiir v > 1) und Kovarianzmatrix Cov(X) = %X (fiir v > 2).
Cov(X) existiert nicht fiir v < 2.
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Definition 6.5.6. Die Copula Cf,yR von X heifst t-Copula. Fiir die t-Copula gilt:

Cl p(u) = tg,R(t;l(ul)v oty N (ug)).

o . . . . . . d . . . _
R;; = NS ,,j = 1,2...,d, ist die Korrelationsmatrix von Y, ¢ p ist die Verteilungs

funktion von %Y, wobei S ~ x2 und Y ~ Ny(0, R) unabhingig sind, und ¢, sind die

Randverteilungen von t,‘i R
Bivariater Fall (d = 2):
tr ' (w)  pty (uz) 1 22 — 20w 29 + 12 —(v+2)/2
Chnlmnun) = [~ [ {1 e dirydes,
v r(u1, U2) . e 2n(1— )2 v(1— p2) L1ax2

fir p € (—1,1). Rjo ist der lineare Korrelationskoeffizient der dazugehorigen bivariaten
t,-Verteilung fir v > 2.

6.6 Weitere Eigenschaften von Copulas

Definition 6.6.1. (Radiale Symmetrie oder Kugel-Symmetrie)
Ein Zufallsvektor X (oder eine Verteilungsfunktion) heifit radial-symmetrisch (oder kugel-

symmetrisch) um den Punkt a, wenn X —a 24— X.

Beispiel 6.6.2. Ein elliptisch-verteilter Zufallsvektor X ~ Eg(p,¥,%) € RY ist radial-
symmetrisch um . &

Definition 6.6.3. (Radiale Symmetrie von Copulas)
Eine Copula C heift radial-symmetrisch wenn

U1 —05,...,Us—05) 2 (05-Uy,...,05-Uy) = UZ1-1,
wobei (Uy,Us, . ..,Uy) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion C' ist.
Fiir eine radial-symmetrische Copula gilt: C' = C.

Beispiel 6.6.4. Elliptische Copulas sind radial-symmetrisch.
Die Gumbel und Clayton Copulas sind es nicht, da die obere und untere Tail-Abhéangigkeit
nicht gleich ist. Es gilt ndmlich fiir radial-symmetrische Copulas:

Ao = lim Cl—u,1—u) ~ lim C(t,t)

= A\L.
u—1— 1—u t—0+ ¢ L

Definition 6.6.5. (Bedingte Copula Verteilungen)
Sei C' eine zweidimensionale Copula und (Uy,Us) ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion
C.
Cu, v, (u2lur) == P(Uz < ua|Uy = uy) Ls 515(1)1+ P(Us < ugluy < Uy < uy +96)
C(uy + 9,u2) — C(ug,u2) fs. 0C(u1,us)

6—1>%1“' ) ouq

Cu,|u, ist eine Verteilung in [0, 1]; sie ist eine Gleichverteilung d.u.n.d., wenn C' die Unabhéin-
gigkeitscopula ist (siehe Nelsen 1999).
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Die Dichtefunktion einer Copula
Copulas haben nicht immer eine Dichtefunktion. Z.B. die Co-Monotonie-Copula M bzw. die
Anti-Monotonie-Copula W haben keine Dichtefunktion.

Wenn die Dichtefunktion ¢ einer Copula C existiert, dann gilt

o 8C(U1,UQ,...,ud)

c(uy,ug, ..., uq) =

aU16UQ e 8ud

Sei C' die Copula einer Gesamtverteilung F' mit stetigen Randverteilungsfunktionen Fi,. .. Fy.
Dann kann die Gleichung

C(ul,...,ud) :F(Ff_(ul),,FC;—(ud))

differenziert werden um die Dichte ¢ von C zu erhalten:

_ SE ) By ()
AEFT () - fa(Fy (ua))

f ist die Gesamtdichtefunktion, f; sind die Dichtefunktionen der Randverteilungen, 1 <17 < d,
und Ffl ist die inverse Funktion von Fj.

(6.3)

c(ul, PN ,ud)

Definition 6.6.6. Ein Zufallsvektor X heifit vertauschbar (“exchangeable”), wenn (X1, ..., Xy) 4

(Xr(1ys -+ » Xn(a)) fiir jede Permutation (7(1),7(2),...,7(d)) von (1,2,...,d).
Definition 6.6.7. Eine Copula C heift vertauschbar, wenn sie die Gesamtverteilung eines
vertauschbaren Zufallsvektors (mit Gleichverteilungen als Randverteilungen) ist.

Fiir eine solche Copula gilt:

d

C(ula uz, - .- ,Ud) = C(uﬂ'(l)ﬂ Ur(2)y - - - 7u7r(d))

fiir jede Permutation (7(1),7(2),...,7(d)) von (1,2,...,d).

Beispiele von vertauschbaren Copulas sind z.B.: Gumbel, Clayton, Gauss’sche Copula C$®,
t-Copula C’IR, fiir den Fall, dass R eine Aqui-Korrelationsmatrix ist: R = pJy + (1 — p)Ig.
Jg € R4 igt eine Matrix bestehend aus lauter Einsern und I; € R%*? ist die d-dimensionale
Einheitsmatrix.

Fir bivariate vertauschbare Copulas gilt:

P(Uz < us|Uy = u1) = P(Ur < ua|Uz = up).

Satz 6.11. Sei (X1, X2) ! ein normalverteilter Zufallsvektor. Dann gilt:

A (X1, Xo) = Ap(X1, X2) = 0.
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Beweis. Sei R = ( /1) p ) die Korrelationsmatrix und Cga die Copula von (X1, X2) .

1
1
u=0+ U u—=0+  du u—0+ du ouq Ous
- lim [P(Uz <ulUy = u) +P(U; <ulUz = )] =2 lim P(Us < ulU; = u)
u—0+ w0t

oL UD=X;

2 lim P(¢ 1 (Up) < ¢ Hu) ¢~ (U) = ¢ Hu) =2 lim P(Xy < t/X; =t)
u—0+ —— t——o00
=:t

OBdA:,u,: < 0 >,E— </1) p > = (Xl,XQ)NNQ(O,Z) :>X2|X1:x~N(px,1—p2).

0 1
. t—pt : (VI=p)*t : 1—p
A = 21 — ] =21 — | =21 th/— | =0
L Jm ¢ ( ﬂ) Jm ¢ <m\/m Jm ¢ 1+p
No(p, X) ist radial-symmetrisch = Ay = A\, = 0. O

Korollar 6.6.8. Sei (X, X5)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer
Gauss’schen Copula C/?a, wobei p der Koeffizient der linearen Korrelation zwischen X1 und
Xo ist. Dann gilt: Ay (X1, X2) = Ap (X1, X2) = 0.

Satz 6.12. Sei (X1, Xo)" ein t-verteiller Zufallsvektor mit v Freiheitsgraden, Mittelwert 0
und linearer Korrelationsmatriz R: (X1, X2)" ~ t2(0,v, R). Fiir Ryy > —1 gilt:

_ v1— R
Ay (X1, Xo) = A\ ( X7, Xo) = 2t, 1—=.
(X1, X2) (X1, X2) 41 <VV+ T,

Beweis. Ahnlich wie der Beweis von Satz Hinweis:

v+1\Y2 X9 — px
X9l X1 =2~ ~tyyg.
2 =o (V + w2> Jiop
1
AL - g S0 gy, 0wy L (C) 00w
u—0+ u—=0+  du u—0+ du ouq Ous
= lim [P(Uz <ulU; =u)+PU; <ulUz =u)] =2 lim P(Us < ulU; =u)
u—0-+ u—0-+
¢71([£):Xi . -1 -1 1 .| N . i
= 2 lim P(¢™"(Uz) <97 (u) [¢7 (V1) = ¢7 (u)) = 2 lim P(Xy < z[X; =)
u—0+ —— T——00

. v+1\"? 2 —px . Vi +1 z(1—p)
2 lim t,41 =2 lim ¢,
T——00 2 © —l‘\/1+V/a:2 \/1_0\/1‘1‘!’

Vv +1 1—p _ 1—0p
= 2 lim t — =2t V 14/ —— .
xirfnoo v+l ( 1 +v/z? 1+p vl v 14+p




Korollar 6.6.9. Sei (X1, X5)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer
t-copula 0571% mit v Freiheitsgraden und ewner Korrelationsmatrix R. Dann gilt:

7 1-R
v (X1, Xo) = A (X1, Xo) = 2t (mx/\/%) ‘

Satz 6.13. Sei (X1,X2)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer
Gauss’schen Copula Cfa, wobei p der Koeffizient der linearen Korrelation zwischen X1 und
X ist. Dann gilt:

2 6 R
pr (X1, X2) = —arcsin Ry2 und ps(X1, X2) = — arcsin 712
T T

Satz 6.14. Sei (X1, X2)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer ellipti-
schen Copula 0521/1' Dann gilt:

212

2
pr (X1, X2) = — arcsin R1o, wobei Rjo = ———.
o ) ™ V211222

Korollar 6.6.10. Sei X ~ Ey(u, X, 1) ein elliptisch-verteilter Vektor mit stetigen Randver-
teslungsfunktionen. Dann gilt:

2 i
pr(Xi, X;) = = arcsin R;j, wobei R;j = ——=—— fiiri,j =1,2,...,d.
7'(- .

V 252

Beweise von Satz [6.13] Satz und Korollar [6.6.10} siche McNeil et al. (2005).

6.7 Archimedische Copulas
Nachteile elliptischer Copulas:
e [.A. keine Darstellung in geschlossener Form méglich

e kugel-symmetrisch

6.7.1 Bivariate Archimedische Copulas

Definition 6.7.1. Sei ¢: [0, 1] — [0, +o0] stetig und streng monoton fallend, sodass ¢(1) = 0.
Die pseudo-inverse Funktion ¢l=1: [0, 00] — [0,1] von ¢ wird folgendermafen definiert:

_ o7l(t) 0<t<¢(0)
¢ ”“):{o 6(0) < t < o0
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¢!~ ist stetig und monoton fallend in [0, oc], streng monoton fallend in [0, $(0)] und es gilt:
¢l ((u)) = u fiir u € 0, 1]

. ¢ 0<t<a()
¢(¢[ ”(t)) = { (25(0) ¢(0) <t < 400

Falls ¢(0) = +o00, dann ¢l=1 = ¢~1.

Satz 6.15. Sei ¢: [0,1] — [0,+00] stelig und streng monoton fallend in [0,1], sodass
d(1) = 0, und sei ¢~V die pseudo-inverse Funktion von ¢. Sei C: [0,1]*> — [0,1], sodass
Clur,uz) = ¢ ((ur) + d(uz)).

C ist eine Copula dann und nur dann, wenn ¢ konvex ist. Copulas dieser Form heiffen Ar-
chimedische Copulas. ¢ heifit Generator von C. Falls ¢(0) = 400, dann ¢l=1 = ¢~ und

C(ur, uz) = ¢~ (P(w1) + P(uz))-

Beweis. Siehe Nelsen 1999. O

Beispiel 6.7.2. Gumbel Copulas
Sei (t) = (—1Int)?, 0 > 1, € [0,1].

CGGU(U17U2) = exp (—[(— Inuy)? + (— lnu2)9]1/0>
ist die Gumbel Copula mit Parameter 6.

Fiir = 1: CF" = uqus.
limg_,0e C§* = M (uy, uz) = min{uy, ug}.

Die Gumbel Copulas haben eine obere Tail Abhéngigkeit. &

Beispiel 6.7.3. Clayton Copulas
Sei ¢p(t) = (t=9 —1)/6, 6 > 0.

C’gjl(ul,uQ) = <u1_6 + u;e — 1>_1/‘9
ist die Clayton Copula mit Parameter 6.
limg_so C@Cl = ujug und limg_, oo C’QCl = M = min{uy, us}.
Die Clayton Copulas haben eine untere Tail Abhéngigkeit. &

Beispiel 6.7.4. ¢(t) =1—t,t € [0,1]. pI=1(t) = max{1 —t,0}. $(t) ist stetig, streng monoton
fallend und konvex, erfiillt also die Voraussetzungen von Satz und es gilt somit

Cy(u1,uz) = max{u; +ug — 1,0} = Wuq, ug).

D.h. die untere Fréchet Schranke ist eine Archimedische Copula. &
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Satz 6.16. Sei (X1, Xo)' ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer Archi-
medischen Copula C, generiert von ¢. Dann gilt p-(X1,X2) =1+ 4f01 ;f,t) dt.

Beweis. Siehe Nelsen 1999. O

Beispiel 6.7.5. Kendall’s Tau fiir Gumbel und Clayton Copulas

Gumbel Copulas: ¢(t) = (Int)?, § > 1.
pr(0) =1+4[] ‘é“dt 11

Clayton Copulas: ¢(t) = (7% —1)/6, 6 > 0.
PT(Q)—1+4II qbf(t)dt— 7+2° %

6.7.2 Multivariate Archimedische Copulas
Definition 6.7.6. Eine Funktion g: [0,00) — [0, 00) heifst vollstdndig monoton, wenn g stetig

ist und folgende Ungleichung fiir £ =0,1,2,... gilt:

0 (5009

> 0,Vt € (0,00).

s=t

Satz 6.17. (Kimberling 1974)
Set ¢: [0,1] — [0,00] eine stetige und streng monoton fallende Funktion, sodass ¢(0) = oo
und ¢(1) = 0. Die Funktion C: [0,1] — [0,1], C(u) = ¢~ (p(u1) + d(uz) + ... + ¢(ug)), ist

eine Copula fiir d > 2, dann und nur dann, wenn ¢~ wollstindig monoton in [0, 00) ist.

Lemma 6.7.7. Eine Funktion 1¢: [0,00) — [0,00) ist die Laplace-Stieltjes Transformation
einer Verteilungsfunktion G in [0,00) (¥(s) = fooo e **dG(z), s > 0), dann und nur dann,
wenn 1 vollstandig monoton und ¥ (0) = 1.
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Satz 6.18. Sei G eine Verteilungsfunktion in [0, 00), sodass G(0) = 0 und sei ¢ die Laplace-
Stieltjes Transformation von G,

P(s) = /000 e **dG(x), firs>0.

Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion G und seien Uy, Us, ..., Uy bedingt unabhdngige Zu-
fallsvariablen in [0, 1] fir ein gegebenes X = x mit folgender bedingter Verteilungsfunktion:

FUHX::I:(“) = exp(—xw_l(u)) fﬂ;’l" u € [07 1]
Es gilt dann
P(Ul § ui, UQ S U2y vy Ud S ud) = w(wfl(ul) + ’L/Jfl(UQ) 4+ ...+ ¢71(Ud)).

und die Verteilungsfunktion von U = (Uy,Us,...,Uy) ist eine Archimedische Copula mit Ge-
nerator 1.

Beweis. Sei F' die Gesamtverteilungsfunktion von (Uy, Us, ..., Uy).
Z.z.: F(uy,u, ... uq) =~ (uy) + ¥ N ug) + - + " ug)), V(u, ..., ug) € [0,1]%

Fluy,... ug) = P(Ulgul,...,Udgud):/OooP(UlSul,.--,UdSUd)dG(w)
o d 00 d
®) exp{—xp! U; T) = exp{—=x -1 U z
_/ng{¢<>}dc<>/o p{= Y v )0

d
= (> w)).
2

)

Das ist laut Satz eine Copula.
() U; ist bedingt unabhéngig mit gegebener bed. Verteilung. O
6.7.3 Vorteile und Nachteile Archimedischer Copulas

e Modellierung einer breiteren Klasse von Abhéngigkeitsstrukturen

e Darstellung in geschlossener Form méglich

e Wenige freie Parameter vorhanden

e Technische Voraussetzungen fiir die Generator Funktionen multivariater Archimedische
Copulas.

6.8 Simulation elliptischer und archimedischer Copulas

6.8.1 Simulation von Gauss’schen Copulas und t-Copulas

Sei R € R%*? eine symmetrische positiv definite Matrix. Sei AAT = R die Cholesky-Zerlegung
von R (A € R¥™9). Falls Zy,2s,...,Z4 ~ N(0,1) unabhiingig sind, dann gilt p + AZ ~
Nd(,uv R)
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Algorithmus 6.1 zur Erzeugung eines Zufallsvektors U = (Uy,Us,...,Uy), dessen Vertei-
lungsfunktion die Copula C’g“ ist.

e Berechne die Cholesky-Zerlegung A von R: R = AAT.

Simuliere d unabhéngige standard-normalverteilte ZV Z1, Zs, ..., Z3 ~ N(0,1).
o Setze X = AZ ~ N4(0, R).

Setze Uy = ¢(Xy) ~ U(0,1) fir k = 1,2,...,d, wobei ¢ die Verteilungsfunktion der
standard-Normalverteilung ist.

o U= (Up,Us,...,Uy) hat Verteilungsfunktion C§¢ (Satz (6.2)).

Algorithmus 6.2 zur Erzeugung eines Zufallsvektors U = (Uy, Us,...,Uy), dessen Vertei-
lungsfunktion die Copula Cl’; R ist.

e Berechne die Cholesky-Zerlegung A von R: R = AAT.

e Simuliere d unabhéngige standard-normalverteilte ZV Zy, Za, ..., Zq ~ N(0,1).
e Simuliere eine ZV S ~ x2 unabhingig von Z1,..., Zy.

o Setze Y = AZ ~ Ny4(0, R).

o Setze X = %Y (Def. einer multivariaten t-Verteilung).

e Setze Uy = t,(Xx) ~ U(0,1) fiir k = 1,2,...,d, wobei t, die Verteilungsfunktion einer
standard-t-Verteilung mit v Freiheitsgraden ist.

o U= (U1,Uy,...,Uy) hat Verteilungstunktion C}, , (Satz (6.2)).

6.8.2 Simulation von Gumbel und Clayton Copulas

Aus Satz ldsst sich ein Algorithmus zur Erzeugung dieser Copulas konstruieren.

Algorithmus 6.3 zur Erzeugung eines Zufallsvektors U = (Uy, Us,...,Uy), dessen Vertei-
lungsfunktion die Archimedische Copula C(u) = ¢~ (¢d(u1) + ¢(uz) + . .. + ¢(ug)) mit Gene-
rator ¢ ist.

e Simuliere eine Variable X mit Verteilungsfunktion G, sodass die Laplace-Stieltjes Trans-
formation 1 von G die inverse Funktion des Generators der gesuchten Copula ist,

b =¢""
e Simuliere unabhéngige gleichverteilte Zufallsvariablen V;,Va,. .., Vy in [0, 1].

o Setze U = (Y(—In(V1)/X), ¥(—In(V2)/X),...,¢¥(—In(Vg)/X)). U hat Verteilungsfunk-
tion C(u).
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Beweis. von Punkt 3 aus Algorithmus
Zz.. U = (Y(=In(W)/X),...,¥(—In(Vy)/X)) hat die Verteilungsfunktion C(u) =
qb*l(z?:l o(u;)), d.h. die Bedingungen von Satz sind erfiillt:

Fx=o(ui) = exp{—z¢~"(us)} Vi, Va.

P(U; <wuy,...,Ug < ug) = P(y(=In(V1)/z) <ug,...,0(=In(Vy)/z) < ug)

i P(—In(Vi)/z > ¥ w), ..., —In(Vy)/z > ¢ (ug))
_ P(Vi < exp{—ay " (w1)}, ..., Va < exp{—azp" (uq)})

) d
VO TTexp{av @)} (+)
i=1
Damit gilt:
FUi|X:x(ui) = P(U1§u2|X:x):IP’(U1§1,,Ulgul,,UdgllX:x)
2 expl—av (w)} [T expl -2 (1)} = exp{—aw~ (u)}.

=0

O

Der Generator ¢(t) = (t7% —1)/6, & > 0 erzeugt die Clayton Copula CS'. Aber auch
d(t) = t=% — 1 ist ein Generator der Clayton Copula.

Fiir X ~ Gamma(1/0,1), d.h. fx(z) = 21912 /T(1/6), gilt:
00 1 0 6_(5+1)xl‘1/9_1
E(e™sX = / e % o0 ey = / —_——dx
) o T/ o T/

(s+2x:t 1 /OO ot $1/6-1 dt _ (S + 1)71/9 /OO e—ttl/ﬁ—ldt
I(1/6) Jo (s+DVots+1  T(1/0) Jo

I'(1/6)
= )TV =671(s).

Algorithmus 6.4 zur Erzeugung eines Zufallsvektors U = (Uy,Us,...,Uy), dessen Vertei-
lungsfunktion die Clayton Copula ng b ist.

e Simuliere X ~ Gamma(1/6,1).

e Simuliere unabhéngige gleichverteilte Zufallsvariablen V;,V5,. .., Vg in [0, 1].

e Die Verteilungsfunktion des Vektors

U = ($(=In(V1)/X), (= In(V2)/X), ..., (= In(Va)/ X))

ist die Clayton Copula CGC L
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Fiir die Simulation von Gumbel Copulas C(,Gu gelte folgendes:
Sei X eine positive stabile ZV, X ~ St(1/6,1,~,0), mit v = (cos(7/(260)))?, 6 > 1.
Die Laplace-Stieltjes Transformation von F ist th(t) = exp(—t!/?).

Fiir eine Simulation von Z ~ St(«, 3, 1,0) siche Nolan 2002.
Fir v # 1 gilt: X =0 +~vZ ~ St(«a, B,7,9).

Eine Alternative zur duferst komplizierten Simulation von stabilen ZV ist folgende (nur fiir
d=2):

Sei § > 1 und F(z) =1 — F(z) = exp(—z/?) fiir 2 > 0.

Sei V.~ U(0,1) und S eine von V unabhéngige ZV mit Dichtefunktion

h(s) =(1—-1/0+ s/6)exp(—s).

Sei (Zl, ZQ)T = (VSG, (1 - V)Se)
Die Verteilungsfunktion von (F(Z1), F(Z2))" ist O™

Algorithmus 6.5 zur Erzeugung eines Zufallsvektors U = (Uy, Us), dessen Verteilungsfunk-
tion die Gumbel Copula 090“ ist.

e Simuliere zwei unabhéngige ZV Vi, Vo ~ U(0,1).

Simuliere zwei unabhéngige ZV Wy ~ I'(1,1), Wy ~T'(2,1)

Setze S = Iy,<1/0W1 + Lyp>1/0Wo.

Setze (Zy, Zy) = (V1.S?, (1 — V1)S9).

Die Verteilungsfunktion von U = (exp(—le/g), exp(—Zzl/g)—r ist C5.

6.9 Schatzung von Copulas

Gegeben sei ein Satz multi-dimensionaler Daten. Gesucht ist eine Copula und die Randvertei-
lungen die diesem Datensatz am besten entsprechen.

1. Frage: Welche Familie von (bekannten) Copulas eignet sich am besten?

Antwort: Visueller Vergleich der graphischen Darstellungen von Daten bzw. bekannten Co-
pulas, Berechnung der empirischen Koeffizienten der Tail-Abhingigkeit und Auswahl von dazu
passenden Copula Familien.

2. Frage: Schitzung der Parameter einer vorspezifizierten Copula Familie.

Gegeben: Eine Stichprobe {X;, Xo,..., X,,} aus einer Gesamtverteilung F' mit stetigen Rand-
verteilungen Fy, Fs,..., Fy.

Gesucht: Ein Schiitzer 6 des Parameter-Vektors 6 der eindeutigen Copula Cy, fiir die F(z) =
C(Fl(itl), cee ,Fd(xd)) gﬂt.
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6.9.1 Die Schiitzer 0 fiir C§*, Cl gy C§' und C§*
CG* = ¢h(d~ (ur), ..., ¢ (ug)) Rij = sin(m(pr)ij/2)
O g =t p(ty Y (w), . 1, (ua)) R;j = sin(7(pr)ij/2)
Cg(u) = exp (~[(=Inwr)? + ... + (= lnuf)]V?) 6 =1/(1—(pr)y;)
CSM u) = (uy? + ..+ ug? —d 4+ 1)1/ 0 =2(pr)ij /(1 = (pr)is),
wobei
(pr)ij = pr(Xki, Xkj)

= P((Xki — X1.0)(Xgj — Xi15) > 0) = P((Xpi — Xi4)(Xpj — Xij) <0)
= E(sgn((Xi,; — X15)(Xkj — X15)))-

Standard Schéitzer fiir Kendalls Tau:

—1
"N n
prij = <2> > sen((Xei — X1 (Xkj — Xi1)).

1<k<I<n

Bei der Schitzung fiir die Gauss’sche und t-Copula kann es zu Problemen kommen, wenn
R = (R;;) nicht symmetrisch und positiv semidefinit ist.

Auch bei der Schitzung fiir die Gumbel und Clayton Copula kénnen Schwierigkeiten auftreten,
da viele verschiedene Werte p;; fiir die Berechnung eines einzigen Parameters 0 zur Verfiigung
stehen. Gibt es also eine grofe Streuung in den Werten von p;j, so ist die Verwendung der

Gumbel und Clayton Copula nicht angebracht.

6.9.2 Schitzung von Gauss’schen Copulas und ¢-Copulas
Wie schon angefiihrt kann es passieren, dass R= (Rm) nicht positiv definit ist, wobei
T

Rj; = sin (2 (p?)z‘j) :

R wird durch eine Korrelationsmatrix R* ersetzt, wobei R* junweit" von R liegt.

Algorithmus 6.6 Eigenwert-Ansatz, siehe Rousseeuw und Molenberghs 1993

e Berechne die Spektralzerlegung R = TAT' von R, wobei A eine Diagonalmatrix ist,
die die Eigenwerte von R enthilt, und I' eine orthogonale Matrix, deren Spalten den
Eigenvektoren von R entsprechen.

e Ersetze die negativen Eigenwerte in A durch eine kleine Zahl § > 0 um A zu erhalten.

e Berechne R = TAT'". R ist symmetrisch und positiv definit, aber nicht unbedingt eine
Korrelationsmatrix, weil die Diagonal-Elemente R;; ungleich 1 sein kénnten.

e Setze R = DRD, wobei D eine diagonale Matrix mit Dypr=1/ Rk,k ist.
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t-Copulas: Schitzung des Parameters v der Freiheitsgrade

1. Schitzung der univariaten Randverteilungsfunktionen Fy, Fs, ..., Fy. Seien Fl, e Fy
die dazugehorigen Schitzer.

2. Bildung einer Pseudo-Stichprobe der Copula:

A

Ui = U1, Uk, -, Uka) = (F1(Xp 1), - - Fa(Xka),
fir k=1,2,...,n (siche Genest und Rivest 1993).

F}, kann folgendermafen erzeugt werden:

e Parametrische Schitzung: Fy, ist eine parametrische Verteilungsfunktion, wobei der Pa-
ramter zB. mit einem Maximum Likelihood (ML) Ansatz geschétzt wird.

e Nicht Parametrische Schitzung: Fj ist die empirische Verteilungsfunktion Fj(z) =
n%i-l Z?=1 IXt,iSI: 1< <d.

ML-Schitzung von v: v = arg maxg In L(§; U1,U0s, ..., Un), wobei

L(& U, Us, ..., Up) = _y¢d p(Uy)
und ch die Dichte der t-Copula CE,R ist.

Daraus folgt:

IHL(S;Ul,UQ,H'?Ud) =

~

2 B3 < In(9573(%1(01@1)"'-atgl(Ak,d))>
 \ et Urn)) - g6t (Una))

k=

3
3

In Hggt YTes)
1

d

= > (gente U)o 17 (Oka)

3
3

TT

—_
N N

=

I

= In (gg,R(tg_l(Uk,l), ot (U,

In (ge(t (On)) )
1

wobei g¢ g die Gesamtdichte einer standard d-dimensionalen ¢-Verteilung mit Verteilungsfunk-
tion tg g, und ge die Dichte einer univariaten standard ¢-Verteilung mit § Freiheitsgraden ist.

ol
—_

k=1 J:

6.10 Die wichtigsten Familien von Copulas im Uberblick
Gumbel: C§(u1,us) = exp{—[(—Inu1)? + (— Inu)?]/*}, 6 > 1.

A (X1, Xo) =2 -2, Ap(X1,Xs) =0und p,(0) =1 — 3.

Z3ahlt zu den archimedischen und vertauschbaren Copulas.

Clayton: C§'(u1,us) = (up? +uy? —1)7°, 0 > 0.
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A (X1, Xs) =0, Ap(X1, Xp) =27 und p-(0) = 5%5.

Zahlt zu den archimedischen und vertauschbaren Copulas.
Gauss: CF*(ur,u2) = ¢3(¢~(u1), ¢ (ug)).

)\U(Xl,XQ) = )\L(Xl,XQ) =0 und pT(Xl,XQ) = %arcsiang mit R12 = \/%

Z3ahlt zu den elliptischen und vertauschbaren Copulas.

t: Cf plur, u) = 15 5t (wr), 8, (u2)).

Ao (X1, Xo) = AL(X1, X)) = 2£V+1( y+1vl*312) und pr(X1,X2) = Zarcsin Ry mit
Rip = =12,
V311vV222

Zihlt zu den elliptischen Copulas. Ist R eine Aqui-Korrelationsmatrix, so ist die Copula auch
vertauschbar.
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Kapitel 7

Kreditrisiko

Credit risk is the risk that the value of a portfolio changes due to unexpected changes in the
credit quality of issuers or trading partners. This subsumes both losses due to defaults and
losses caused by changes in credit quality such as the downgrading of a counterparty in an
internal or external rating system

Zitat von McNeil, Frey und Embrechts (2005)
Beispiele fiir Kreditrisiko-behaftete Finanzinstrumente sind z.B.:
e Portfolios von Unternehmensanleihen
e OTC (,over the counter) Transaktionen

e Handel im Bereich der Kreditderivate

7.1 Modelle

7.1.1 Ein einfaches Modell

Sei P ein Portfolio bestehend aus n risikoreichen Anleihen in der Héhe L;, i =1,2,...,n und
p; die Wahrscheinlichkeit, dass Kreditnehmer ¢ zahlungsunfahig wird. Der Anteil des Verlustes
aus Anleihe 4, falls Kreditnehmer i zahlungsunfiahig wird, ist 1 — A;. A; € [0, 1] heift ,recovery
rate von Anleihe i.

Der Verlust im Falle von Zahlungsunfahigkeit (,loss-given-default®) ist:
LGD; = (1 — ;) L.
Sei X;, der Status des Kreditnehmers ¢ zum Zeitpunkt T, eine Bernoulli-ZV, dh.:

X - 1 Kreditnehmer i ist zahlungsunfihig
‘| 0 Kreditnehmer i ist nicht zahlungsunfihig

und p; = P(X; = 1). Dann gilt fiir den Gesamtverlust zum Zeitpunkt T’
n n
L=) X;-LGD; =) X;(1-\)L;.
i=1 i=1
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Die Verteilung von L héngt also von der Gesamtverteilung von (Xi,..., X, A1,..., )\n)T ab.

Das einfachste Modell wire demnach:
e die L; sind identisch, d.h. L; = L, Vi,
e die recovery rates sind deterministisch und A\; = Ay, Vi

e die X; sind i.i.d. mit Wahrscheinlichkeit p.
Dann gilt L = LGD; - N mit N = >""" | X; ~ Bin(n,p).

7.1.2 Modelle mit latenten Variablen

Die Kreditnehmer werden in m + 1 homogene Kategorien geteilt und alle Kreditnehmer einer
Gruppe haben dieselbe Wahrscheinlichkeit zahlungsunfihig zu werden (default Wahrschein-
lichkeit).

Aus historischen Beobachtungen der Anzahl der Kreditnehmer einer Kategorie, die zahlungs-
unfihig werden folgt eine Schitzung der default Wahrscheinlichkeit fiir Kreditnehmer der
entsprechenden Kategorie.

Sei S = (51,852,...,5,), Si € {0,1,...,m}, eine Status Variable fiir die gilt, dass S; = 0
der Zahlungsunfahigkeit und S; = j € {1,2,...,m} den unterschiedlichen Einteilungskatego-
rien entspricht (z.B. Rating Klassen). Dann gilt

[0 Si#0
XZ_{1 ;=0

Die Status Variable S = (S1,Ss,...,5,)" wird mit Hilfe der latenten Variablen ¥ =
(Y1,Ys,...,Y,)" modelliert (Y; kénnte zB. der Wert der Aktien von Kreditnehmer i sein).
Seien d;;,1=1,2,...,n,7=0,1,...,m+1, Schwellwerte, sodass d; o = —oo und d; 41 = oo.
Dann gilt:
S; = j<=Y; € (di,jadi,j+1]-
Wenn F; die Verteilungsfunktion von Y; ist, dann gilt fiir die default Wahrscheinlichkeit
pi = Fi(d;iq1).
Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten k& Kreditnehmer zahlungsunfihig werden, ist:
P2,k = PY1<di1,Yo<do1,...,Y < dp)

= C(Fl(dl,l)v FQ(dQ,l)a ceey Fk(dk,1)7 17 17 SRR ]-)

= C(p17p27”'7pk717"'71)
D.h. die Gesamt-default-Wahrscheinlichkeit hingt wesentlich von der Copula C' ab.

7.1.3 Das univariate KMV Modell (siehe auch www.moodyskmv.com)

Die Status Variablen S = (S1,S9,...,5,) konnen nur zwei Werte 0 und 1 annehmen, d.h.
m = 1.

Die latenten Variablen Y = (Y1,Ys,...,Y;) " hingen mit dem Wert der Aktien der jeweiligen
Firmen folgendermafen zusammen:
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Das Modell von Merton

Die Bilanz jeder Firma besteht aus 2 Positionen, namlich Aktiva (Aktien) und Passiva (Lia-
bilities and Equities).
Die Passiva bestehen aus Schulden (,Liabilities*) und Stammkapital (,Equity*).

Va,i(T): Wert der Aktien der Firma i zum Zeitpunkt 7'
K;(T) =: K;: Wert der Schulden der Firma ¢ zum Zeitpunkt 7'
VE,i(T): Wert des Stammkapitals der Firma i zum Zeitpunkt 7'

Annahme: Zukiinftiger Wert der Aktien wird als geometrische Brown’sche Bewegung model-
liert:

o .
VAJ‘(T) = VAJ‘(Z‘,) exp { (ﬂA,i — ;’Z> (T — t) + oAy (WZ(T) — Wz(t))} ,

pa; ist der Drift, o4 ; ist die Volatilitdt und (Wi(t): 0 <t <T) ist eine standard Brown’sche
Bewegung (Wiener Prozess). Es gilt demnach

(Wi(T) = Wi(t)) ~ N(0,T —1).

Daraus folgt

o4 Wi(T) — Wi(t
IHVA,i(T) = IHVA,i(t) + (MA,i — 2’ ) (T —1t)+ oaiVT — tZ()T_tZ()
—_—
=1Y;~N(0,1)

= pu+oY;

und somit In Va;(T) ~ N(p,0?) mit

01241‘
o= InVa(t)+ | pai——== | (T —1)
o? = 012471-(T —t).

Weiters ist X; = I(oosc)(Vas(T)) und mit ¥; = WL~ N(0,1) gilt schlieklich
Xi = I(—oo,i,)(Vai(T)) = I(—0o,—DD;)(Yi), wobei

I Va(t) = K + (pag — ZAay (T — 1)

DD,
OAi T—1

; (7.1)

denn

InK; —pu

X, =1 VAJ‘(T) < K;<In VAJ‘(T) <K, s /L+UA7Z‘\/T —tY, <InK;, &Y, < ﬁ
OAi -

DD; heilst distance to default.

Die distance to default zu berechnen birgt einige Schwierigkeiten, denn weder V4 ;(t) noch

97



04,i(t) konnen beobachtet werden (pai(t) ,kann“ man aus historischen Daten schétzen). Al-
lerdings kann Vg ;(t) beobachtet werden! Im KMV Modell besitzen die Geldgeber die Firma
solange die Schulden seitens der Stammkapitalbesitzer (equity holders) nicht vollstandig be-
zahlt werden. Vg ;(T') ist daher der Preis einer Call Option iiber die Aktien der Firma mit
Strike Price dem Buchwert der Schulden zum Zeitpunkt 7™

VE7Z'(T) = maX{VAJ(T) — Ki7 0}
Aus der Black-Scholes Formel (Optionspreistheorie) folgt:
Vii(t) = C(Vau(t),r,00:) = Vai(t)d(er) — Kiem" T Dg(ey) (7.2)

wobei
In(Va,(t)) —In K; + (r + 0124,1;/2)(7“ —t)
UA,i(T — t)

¢ ist die Verteilungsfunktion der standard Normalverteilung und r ist der risikolose Zinssatz.

el = und ey = ey —o4,(T —t).

Im KMV Modell gilt weiters:

ori = 9(Vai(t),on,,7). (7.3)
Beobachtungen/Schétzungen von Vg ;(t) bzw. o ; aus historischen Daten werden in (7.2) und
(7.3) eingesetzt und das Gleichungssystem

VE,i (t) = C(VA,i (t)> r, UA,i) (74)
op; = g(Va(t),oa4,7)

wird geldst um V4 ;(¢) und 04, zu ermitteln. Diese Werte werden schlieflich zur Berechnung
von DD; aus (7.1]) verwendet.

Die erwartete Hiufigkeit der Zahlungsunfihigkeit (expected default frequency,
EDF)

Das KMV Modell evaluiert nicht direkt die Default Wahrscheinlichkeit p; = P(Y; < —DD;).
Stattdessen werden jene Firmen ermittelt, die historisch gesehen je einen ,distance to default”
von ca. DD; hatten. Fiir diese Firmen wird die Haufigkeit der Zahlungsunfihigkeit als Schét-
zer fiir die Default Wahrscheinlichkeit p; ermittelt. Dieser Schétzer wird expected default
frequency (EDF) genannt.

Zusammenfassung des univariaten KMV Modells zur Berechnung der Default
Wahrscheinlichkeit fiir eine Firma

e Ermittlung des Aktienwertes V4 ; und dessen Volatilitdt o4 ; mit Hilfe der Beobachtun-
gen tiber Marktwert und Volatilitét der Equities (Vg; bzw. g ;) sowie der Schulden Kj
als Losung des Gleichungssystems ((7.4]).

e Berechnung der ,distance to default* DD; aus (7.1).

e Berechnung der Default Wahrscheinlichkeiten p; mit Hilfe einer empirischen Verteilung,
die den Zusammenhang zwischen Default Wahrscheinlichkeit und ,distance to default®
modelliert (zB. mit Hilfe von EDF).
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7.1.4 Das multivariate KMV Modell: Berechnung von multivariaten
Default Wahrscheinlichkeiten

Seien W;(t), 0 <t < T, unabhéngige standard Brown’sche Bewegungen, j =1,2,...,m.
Das grundlegende Modell ist:

0.2 ) m
Vai(T) = Va,(t) exp (MAJ' - 2”) (T =)+ > oai; (Wi(T) = W;(b) ¢,
j=1

pa; ist der Drift und 012472- = E;”:l 01247147]- ist die Volatilitdt, wobei 04;; den Einfluss der
Brown’schen Bewegung j auf die Entwicklung des Aktienwertes der Firma i quantifiziert.

Sei Y, — ijl”A;;j(W;(_Tf‘Wf(t)), dann ist Y = (Vi,Ye,...,Ys) ~ Nu(0,%), wobei
X oaikTAs
Yij = S

Es gilt dann V4 ;(T) < K; <= Y; < —DDj, wobei

52
InVai(t) — In K; + (’“‘QA> (T —t)

OA T—1t

DD; =

Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten k£ Firmen zahlungsunféhig werden, ist
]P(Xl =1,Xo=1,..., X = 1) :P(ifl < —=DD1,....Yi < —DDk)

= CS¢(—DDy),...,¢(=DDy),1,...,1).

CS? ist die Copula einer multivariaten Normalverteilung mit Kovarianzmatrix 3.
Die Haufigkeit der multivariaten Zahlungsunféhigkeit (joint default frequency) ist

JDFy o 1 =CS“(EDF\,EDF,,...,EDF;,1,...,1),

wobei EDF; die Haufigkeit der Zahlungsunféhigkeit fiir die Firma i, ¢ =1,2,... k, ist.

Schitzung der Kovarianzen/Korrelationen o4 ;
Schwierigkeiten bei der Schatzung:

e 1 ist typischerweise sehr grof.

e Es sind wenige historische Daten vorhanden.

e Wenn n grof ist, dann bilden die paarweise geschitzten Korrelationskoeffizienten i.A.
keine positiv definite Korrelationsmatrix.

Eine mogliche Lésung ist ein Faktormodell fiir die latenten Variablen, in dem der Aktienwert
durch eine Reihe von gemeinsamen Faktoren (makro-6konomische globale, regionale, Sektor-,
Léander- und Branchen-spezifische Faktoren) und einem firmenspezifischen Faktor bestimmt
wird:

Y =(Y1,Ys,...,Y,) = AZ + BU,
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wobei Z = (Z1,...,Z;)" ~ Ni(0,A) die k gemeinsamen und U = (Uy,...,U,) " ~ Ng(0,1)
die firmenspezifischen Faktoren sind. Z und U sind unabhéngig und die Konstanten Matrizen
A = (a;;) € Rk B = diag(by, . .., b,) € R™*" sind die Modellparameter.

Es gilt dann Cov(Y) = AAAT + D, wobei D = diag(b?,...,b2) € R™™,

7.1.5 Credit Metrics

Dieses Modell wurde bei J.P.Morgan entwickelt und wird in erster Linie fiir die Evaluierung
von Bond Portfolios verwendet (siehe Crouhy et al. (2000), J.P.Morgan Inc. (1997)). Es ba-
siert auf einem Bonitiats-Einstufungssystem (zB. von Moody oder Standard and Poor’s) und
beriicksichtigt die Verdnderungen im PF-Wert aufgrund von Verdnderungen in den Bonitéts-
Einstufungen.

Sei P ein Portfolio von n Krediten mit einer fixen Laufzeit (zB. 1 Jahr). Sei S; der Zustand-
sindikator von Kreditnehmer i. Die moglichen Zustdnde werden mit 0,1,...,m bezeichnet,
wobei S; = 0 der Zahlungsunfihigkeit entspricht.

Beispiel 7.1.1. Finstufungssystem von Standard and Poor’s

m = T7; S; = 0 heilt Zahlungsunfihigkeit; S; = 1 oder CCC; S; = 2 oder B; S; = 3 oder BB;
S; =4 oder BBB; S; =5 oder A; S; =6 oder AA; S; =7 oder AAA. &

Fiir jeden Kreditnehmer wird die Dynamik der Bonitéts-Einstufungen mit Hilfe einer Markov-
kette mit Zustandsmenge {0,1,...,m} und Ubergangsmatrix P modelliert. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten werden mit Hilfe von historischen Daten geschitzt, zB.:

Urspriingliche | Einstufung am Ende des Jahres Zahlungs-
Einstufung | AAA | AA A BBB | BB B CCC | unfihigkeit
AAA 90.81 | 833 | 0.68 | 0.06 | 0.12 0 0 0
AA 0.70 | 90.65 | 7.79 | 0.64 | 0.06 | 0.14 | 0.02 0
A 0.09 | 227 | 91.05| 552 | 0.74 | 0.26 | 0.01 0.06
BBB 0.02 | 0.33 | 5.95 | 86.93 | 5.30 | 1.17 | 0.12 0.18
BB 0.03 | 0.14 | 0.67 | 7.73 | 80.53 | 884 | 1.00 1.06
B 0 0.11 | 0.24 | 043 | 6.48 | 83.46 | 4.07 5.20
CcCC 0.22 0 0.22 | 1.30 | 2.38 | 11.24 | 64.86 19.79

Recovery Rates

Im Fall einer Zahlungsunféhigkeit hingt die recovery rate von der Einstufung des Kredit-
nehmers ab. Der Durchschnittswert und die Standardabweichung der recovery rate werden
aufgrund von historischen Daten innerhalb jeder Einstufungsklasse geschitzt.

Evaluierung der Bonds im Falle einer Neueinstufung

Beispiel 7.1.2. Betrachten wir ein BBB Bond mit Laufzeit 5 Jahre. Er zahlt jedes Jahr einen
Kupon von 6% aus. Die forward Zinsstrukturkurven (forward yield curves) fiir jede Einstu-
fungsklasse sind wie folgt gegeben (in %):
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Einstufung | 1. Jahr | 2. Jahr | 3. Jahr | 4. Jahr
AAA 3.60 4.17 4.73 5.12
AA 3.65 4.22 4.78 5.17
A 3.73 4.32 4.93 5.32
BBB 4.10 4.67 5.25 5.63
BB 6.05 7.02 8.03 8.52
CCC 15.05 15.02 14.03 13.52

Fiir einen Nennwert von 100 zahlt der Bond 6 Wahrungseinheiten am Ende des 1., 2., 3. und
4. Jahres aus. Am Ende des 5. Jahres zahlt der Bond 106 Wéhrungseinheiten.

Es wird nun die Annahme getroffen, dass am Ende des ersten Jahres der Bond als A Bond
neu eingestuft wird. Der Wert des Bonds am Ende des ersten Jahres ist somit
6 6 6 106

= 108.64
1+3.73%  (1+432%2  (1+4,93%)7 © (1+5,32%)?

Analog wird der Wert des Bonds am Ende des 1. Jahres ermittelt, falls er zu diesem Zeitpunkt
zu anderen Klassen eingestuft wird. Es wird eine recovery rate von 51.13% im Falle von
Zahlungsunfihigekt angenommen.

V =6+

Einstufung am Ende des 1. Jahres | Wert
AAA 109.35

AA 109.17

A 108.64

BBB 107.53

BB 102.01

B 98.09

CCC 83.63
Zahlungsunfihigkeit 51.13

Wert und Risiko eines Bond-Portfolios in Credit Metrics

Die Abhéngigkeit der Neueinstufungen unterschiedlicher Bonds und die Wahrscheinlichkeiten
von Neueinstufungen von Gruppen von Bonds werden mit Hilfe der dazugehdrigen Rendite
berechnet. Die Rendite von Bond ¢ wird als Normalverteilung Y; modelliert.

Seien dpey, doce, - -, daaa = +oo Schwellwerte, sodass fiir einen Kreditnehmer die Wahr-
scheinlichkeit des Ubergangs in eine neue Stufe S; am Ende einer vordefinierten Periode fol-
gendermafen gegeben sind:

P(S;=0) = ¢(dpey)
P(S; =CCC) = P(dpes <Yi <dccc) = ¢(dcoc) — ¢(dpef)

P(S; = AAA) = P(Y; >daa) =1—¢(daa).

Die Renditen mehrerer Bonds werden mit Hilfe der multivariaten Normalverteilung modelliert.
Die Korrelationsmatrix dieser Verteilung wird in Credit Metrics mit Hilfe von Faktormodel-
len berechnet. Es kénnen dann Gesamtwahrscheinlichkeiten wie

P(S1=0,...,5, =3) =P(Y1 <dpey,...,dp < Y, < dpp)
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berechnet werden. Als Modell fiir die Abhéngigkeitsstruktur des Vektors (Y1, Ya,...,Y,) wird
die Gauss’sche Copula(!) verwendet.

Die Risikomafe eines Kreditportfolios werden mit Hilfe von Simulationen berechnet. Es werden
viele Szenarien generiert, aufgrund derer der empirische VaR oder CVaR ermittelt wird.

Die Bernoulli Mixture Verteilung

Der 0-1 Zufallsvektor X = (Xi,...,X,)" hat eine Bernoulli Mixture Verteilung (BMV),
wenn es einen Zufallsvektor Z = (Z1, Za,...,Zm) ", m < n, und Funktionen f;: R™ — [0, 1],
1 = 1,2,...,n, gibt, sodass X bedingt durch Z ein Vektor von unabhingingen Bernoulli
verteilten Zufallsvariablen ist und

P(X; =1|2) = fi(Z) , P(X; = 0|2) =1 = fi(2).
Fiir x = (x1,...,2,)" € {0,1}" gilt

X =a|2) = Ilﬁ yoe(1 = £i(2))1 "

Die unbedingte Verteilung ist

B(X = 2) = E(P(X = |2)) OIL —ﬁwWﬁ).

Annahme: alle Funktionen f; sind identisch, f; = f. Fiir die Anzahl der Zahlungsunf&higkeits-
fallen N = 3" | X; gilt dann N|Z ~ Bin(n, f(2)).

Die Poisson Mixture Verteilung

Der diskrete Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" hat eine Poisson Mixture Verteilung (PMV),
wenn es einen Zufallsvektor Z = (Z1,Z2,...,Zm)", m < n, und Funktionen \;: R™ —
(0,00),7=1,2,...,n, gibt, sodass X bedingt durch Z ein Vektor von unabhéngingen Poisson
verteilten Zufallsvariablen ist und

N ()%
P(X; = x;|2) = EE}@ A2 fir 2, e NU{0}.
Fiir ¢ = (z1,...,2,)" € (NU{0})" gilt
P(X =x|Z) = LeNil2),

Die unbedingte Verteilung ist

P(X = z) = E(P(X = z|2)) (f[ " >).

Annahme: X = (~X~'1, ..., X,)" ist PMV mit Faktoren Z, wobei X; € {0,1,...,m}.
Sei X; = Ijj o0)(X;). Dann ist X = (X1,...,X,) BMV mit f;(Z) =1 — e (%),
Fiir \;(Z) Klein gilt N = 37 | X; ~ 327", X;. N|Z ~ Poi(\(Z)), wobei A\(Z) = 320, \i(2).
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Beispiele von Bernoulli Mixture Modellen

Annahmen:
e 7 ist univariat (d.h. es gibt einen Risikofaktor)
o f; = f fiir alle ¢
Bs gilt: P(X; = 1)1Z) = f(Z), Vi; N|Z = 2", X; ~ Bin(n, f(Z)).

Die unbedingte Wahrscheinlichkeit, dass die ersten k£ Kreditnehmer zahlungsunfihig werden,
ist
PX;=1,..., Xy =1,X11=0,...,X,=0) =
E((X1 =1, X5 = L, Xpp1 = 0,..., X, = 012)) = E(f(2)"(1 - f(2))" 7).

Sei G die Verteilungsfunktion von Z. Dann gilt:
MXi:L“ng:LXM1:Q“WXﬁ:O%:/ FR(L = F(2))" k(G (2)).

Die Verteilung der Anzahl N der Zahlungsunfihigen Kreditnehmer ist

== (}) [ 1@ - e taGe),

e Die Beta mixing Verteilung
Es gilt Z ~ Beta(a,b) und f(z) = z. Die Dichte g von Z ist also

1
p(a,b)

fiir a,b >0, z € (0,1), wobei 5(a,b) = fol 2%71(1 — 2)’~1dz die Euler’sche Betafunktion ist.

Za—l(l _ Z)b_l,

9(z) =

Die Verteilung der Anzahl der zahlungsunfdhigen Kreditnehmer ist

P(N =k) = @)AZ%1zw*m@M

— (Z) ﬁ(i b) /01 Za+k—1(1 _ Z)n—k—l-b—ldz

(1) =

und diese entspricht der Beta-Binomial Verteilung.

e Probit-normal Mixture
Z ~ N(0,1), f(z) = ¢(ut0z2), u € R, 0 > 0und ¢ ist die standard Normalverteilungsfunktion.
e Logit-normal Mixture

Z ~N(0,1), f(z) = +exp{p+oz})", ueR, o >0.
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7.1.6 CreditRisk’ - Ein Poisson Mixture Modell

CreditRisk™ wurde von CSFB (1997) entwickelt, siche Crouhy et al. (2000), und
http://www.credit_suisse.com/investment_banking/research/en/credit_risk.jsp.

Seien m unabhéngige Risikofaktoren Z1,2s,...,Zy, Z; ~ I'(aj,B5), j = 1,2,...,m, gege-
ben sodass E(Z;) = 1 und sei weiters

m

m
)\z(Z):j\zZaszj, Zaij:]_ fﬁri:1,2,...,n.
=1 =1

E‘i > 0, aj, B sind Konstanten, wobei a; und ; meistens so gewéhlt werden, dass E (A\;(2)) =
Ai > 0 gilt. Die Dichte von Z; ist

2% exp{—2/B;}
BT (ay)

fi(z) =

Der Verlust bei Kredit ¢ durch die Zahlungsunfihigkeit des Kreditnehmers ¢ ist
LGD; =(1—-X\)L;, 1<i<n,
wobei \; die erwartete deterministische ,Recovery rate” ist und L; die Héhe von Kredit 4.

Ziel ist es nun, die Gesamtverlustverteilung durch eine diskrete Verteilung zu approximie-
ren und fiir diese die Erzeugendenfunktion zu ermitteln.

Sei Y eine diskrete ZV mit Wertebereich {yi,...,ymn} oder eine kontinuierliche ZV mit Dich-
tefunktion f(y) in R.

Definition 7.1.3. Die Erzeugendenfunktion von Y ist definiert als

m

gy (1) == E() = 3 B(Y = y)

i=1
bzw.

gy (t) == /OO tYf(y)dy

— 00

fir t € [0, 1].

Einige Eigenschaften von Erzeugendenfunktionen:
(i) Wenn Y ~ Bernoulli(p), dann gy (t) = 1+ p(t — 1).
(ii) Wenn Y ~ Poisson(\), dann gy () = exp{A(t — 1)}.

(iii) Fiir unabhéngige Zufallsvariablen Xi,..., X, gilt

n
I9X1+..+Xn (t) = H 9x; (t)
1=1
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(iv) Sei Y eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f und sei gx|y—,(t) die Erzeugendenfunk-
tion von X|Y = y. Dann gilt

gx(t) = /_OO Ix|y=y (1) f(y)dy.

(v) Sei gx(t) die Erzeugendenfunktion von X. Dann gilt

1 k
L J4(0), wobei g () = LI

PX=k) =559 dtk

Die Erzeugendenfunktion der Verlustverteilung

Jeder Verlust wird als ganzzahliges Vielfaches einer vordefinierten Verlusteinheit Ly (zB. Ly =
10% Euro) modelliert:

1—=XN)Li . 1—\N)L;
LGDI = (1 — )\z)Lz =~ 7( ) LO = UiLO mit v = 7< ) s
LO LO

wobei [z] = argmin{t —z: t € Z,t —x € (—1/2,1/2]}.
Die Verlustfunktion ist somit L = """ | X;v; Lo.

(a) Ermittlung der Erzeugendenfunktion fiir N = X7 + ...+ X,
Xi|Z ~ Poisson(Ai(Z)) Vi = gx,z(t) = exp{\i(2)(t — 1)} Vi =

gn|z(t HQX (¢ HeXp{)\ )t —1)} = exp{u(t—1)} (7.5)

mit p= Y0 N(Z) =30 (;\z‘ > az‘ij>~
gn(t) = /0 .. ./0 9N|Z:(z1,22,...,zm)f1(Zl) o fm(Zm)dz .. dz

= / / exp Z j\iZaijzj (t—1)p fi(z1) ... fm(zm)dz1 ... dzm,

J=1

- /OOO/O exp{t—l i(ZAa”) }fl(zl) fm(zm)dz1 .. dzm
—_——

Jj=1

K

- /0 T /0 " exp{(t — e} fi(e1)don - exp{(t = Dimm} fn(zn)dm

- oo 1 a;—1
= 1| ettt = D} o5 exp{—s/8)d (7.6)
Die Berechnung der einzelnen Integrale in ((7.6)) ergibt:
o -
———exp{zju;(t — 1)} z;7 " exp{—z;/B;}dz;
[y eotamtt = 0157 eot-z/8)ds
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- iy )y v (57 )™ T (87" = st =1)

_ 1 1 Ma) = < 1 )aﬂ
B;T(ay) (5;1 — it — 1))aj ’ 1= Bjujt + Bjm,

05 = Bjp /(L + Bjps)- (7.7)
(1 =8\
Es gilt also gy (t) = H ( 2 >
i 1—0,t

(b) Ermittlung der Erzeugendenfunktion fiir L = " | X;v; Lo.

Der bedingte Verlust aufgrund von Zahlungsunfiihigkeit von Kreditnehmer i ist L;|Z =
vi(X;|Z); L;|Z ist unabhangig fiir i = 1,2,.

9rz(t) = E(t"]Z) = IE(t”iX"IZ) = 9x,|z(t").

Die Erzeugendenfunktion des gesamten Verlusts bedingt durch Z ist also

901z(t) = 9014 Lot .t Lo 2(E HQL 1z (1 ng 1z (t

=1 \i=1
Ahnlich wie bei der Berechnung von gy (t) erhalten wir:

n

i 1—8; \% 1 <
gr(t) = <]> , wobei A;(t) = — ) A\a,t".
()" b= 2 S

S

d; und p; sind wie in ((7.7) bzw. (7.5]) gegeben.

Beispiel 7.1.4. Kreditportfolio mit n = 100 Krediten, Anzahl der Risikofaktoren m =1 oder
m=>5X=A=015firi=1,2,....n,a;=a=1,08=0=1,a;=1/m,i=1,2,...,n
j=1,2,...,m,
L (k) 1 d*gn
PIN=k) =195 (0) = 5—p
Fiir die Berechnung von P(N = k), k =0, 1,. .., 100, kann folgende rekursive Formel verwendet

werden:
— (b= 1\ k10, 1
= 2 ( } >9N (0) jE_ 'a]5 k> 1.
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(0%
mzl:gN(t):(1_61> 1,Wobeia1:B1:1,51: - :%und,ul:zloo)\aw—w Es

1-61t Tpur
gilt also
1
t =
on(®) 16 — 15¢
1
gn(0) = IP’(N:()):E:O.OG%
n(0) = P(N—l)—£—00586
an = =U=1z ="
N(0) = IF’(N*2)*1—52—00549
gn = =2)=1@ U
m=5: t) = ] 515 b"zﬁ‘zl(s‘:'uj:§V'd
m 9N j=1 1-9;t ,wo el «y j » 95 T, 7 VJ un

i =10 Nag; = 132190 0.015 = 3.

1-3/1\°
) = (i =5)
gv(O0= = P(N=0)=9.7-10"*

gh(0) = P(N =1)=0.0037
¢%(0) = PN =2)=0.165

In Abb. sind die Wahrscheinlichkeiten P(N = k) jeweils fiir m = 1 und m = 5 geplottet.
Jene fiir m = 1 fallen kontinuierlich, wohingegen jene fiir m = 5 zuerst ansteigen bevor sie
fallen. &

7.2 Monte Carlo Methoden im Kreditrisiko-Management

Gegeben ist ein Kreditportfolio P bestehend aus n Krediten mit der Verlustfunktion L =
>, Li, wobei die Verluste L; unabhéngig bedingt einem Vektor ) von dkonomischen Ein-
flussfaktoren sind.

Gesucht sind
VaR,(L) = qu(L), CVaR, =E(L|L > q.(L)),
CVaR; o =E(L;|L > qo(L)).

Bei der Anwendung von Monte Carlo (MC) Simulationen tritt das Problem der Simulation
von seltenen Ereignissen auf (,rare event simulation®), wie z.B. der VaR fiir a = 0,99. Nur
etwa 1% der standard MC Simulationen fiihrt zu einem Verlust L, sodass L > ¢, (L).

Der standard MC Schitzer ist

_—(MC)
CVaR, (L) = —= Lil g +00)(L3),
> i f(qa too) (L Z (G

107



0.05 0.06 0.07
] ] |

P(N=k)
0.03 0.04
L I

0.00
L

0 20 40 60 80 100

Abbildung 7.1: P(N = k) fir k=0,...,100 fir m =1 und m =5

wobei L; der Verlustwert im i-ten Simulationslauf ist.

CVaR((l )(L) ist sehr instabil, d.h. er hat eine sehr hohe Varianz wenn die Anzahl der Simu-

lationen n nicht sehr grof ist.

7.2.1 Grundlagen von ,Importance Sampling*

Sei X eine ZV in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit absolut stetiger Verteilungs-
funktion F und Dichtefunktion f.

Gesucht ist

fiir eine bekannte Funktion h.

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A erfolgt via h(z) = I4(x). Die
Berechnung von CVaR ist dann

hz) = xlsc(x) mit c¢=VaR(X).
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Algorithmus 7.1 (Monte Carlo Integration)

(1) Generiere X1, X, ..., X, unabhéngige ZV aus der Dichte f.

(2) Berechne den standard MC Schétzer

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt

lim 401C) — g,
n—oo

Im Falle von seltenen Ereignissen (h(x) = Ia(x), P(A) < 1) ist die Konvergenz sehr langsam!

Sei g eine Wahrscheinlichkeitsdichte, sodass f(z) > 0 = g(z) > 0.

Definition 7.2.1. Der Likelihood ratio wird definiert als

r(x) ::{ % 9(x) >0 .
0 g(x)=0

Es gilt damit:

Algorithmus 7.2 (Importance Sampling)

(1) Generiere X1, Xo,..., X, unabhéngige ZV aus der Dichte g.

(2) Berechne den IS Schétzer

. 1 &
015 = =3 " h(X)r(X;).
A P (Xo)r(X5)

g heifst Importance Sampling“Dichte.

Ziel ist es nun eine geeignete ,Importance Sampling“-Dichte auszuwihlen, sodass die Vari-
anz des IS-Schétzers wesentlich kleiner als die Varianz des standard MC Schétzers ist.

Vary (19 = (1/n) By (h*(X)r*(X)) - 62)

n

Var (049) = (1/n)(B(h*(X)) - 6?)

Theoretisch kann die Varianz des [S-Schétzers auf 0 reduziert werden! Sei dazu h(z) > 0,Vz.
Fiir g°(2) = f(2)h(2)/ E(h(x) gilt

B = h(X1)r(X1) = E(h(X)).
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Der IS-Schitzer gibt den richtigen Wert nach einer einzigen Simulation wieder!

Sei h(r) = I{x>c (), wobei ¢ >> E(X) (seltenes Ereignis).
Es gilt E(h?(X)) = P(X > ¢) und aus (7.8)) folgt:

Eg(hz(X)rz(X)) = /00 hQ(x)rz(x)g(x)dx = EQ(TQ(X)\X >c) = (7.9)

= / B2 (x)r(x) f(x)dx = / h(z)r(x)f(z)de = E(r(X)|X > ¢). (7.10)
Das Ziel ist es nun g so auszuwihlen, dass E,(h?(X)r?(X)) klein wird, oder sodass r(z) fiir
x > ¢ klein und das Ereignis X > ¢ unter der Dichte g wahrscheinlicher als unter der Dichte

f ist.

7.2.2 Exponential tilting: Bestimmung der IS-Dichte fiir ,light tailed“ Va-
riablen

Sei M,(t): R — R die momentengenerierende Funktion von X:

My (t) = E(e!) = /OO et f(x)dx.

—00

Die IS-Dichte ist g¢(z) = e](;){gf)) und der Likelihood Ratio ist r(z) = gft((‘?) = Mx(t)e .

Sei wr = E,(X) = E(Xe!™)/Mx(t). Wie withlt man ein geeignetes t fiir ein bestimmtes
IS Problem?
Z.B. fiir die Schitzung der Tail-Wahrscheinlichkeit: Das Ziel ist es ¢ so zu wéhlen, dass
E(r(X)|X > ¢) = E(Ix>cMx (t)e~ %) klein wird.

e <et fir x>ct>0 = E(IXZCMX(t)e_tX) < Mx(t)e '
Wir setzten t = arg min{Mx (t)e*: ¢t > 0}, denn

: —tc : —tc : _
min Mx(t)e " <= min In(Mx (t)e ") —= 12(121[1)1(111 Mx(t) —te)

N—
£ (t)
E[ze'®] !
F/ = —C =
———
1243

Daraus folgt t = t(c), wobei t(c) die Losung der Gleichung u; = c ist. (Eine eindeutige Losung
existiert fiir alle relevanten Werte von ¢ - ohne Beweis.)

Exponential Tilting fiir die Normalverteilung

Sei X ~ N(0,1) mit Dichtefunktion ¢(z).

al@) = S = S = T el = 1)
E(X exp{tX}) _y
et —MX(t) =
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D.h. unter der Verteilung g¢; gilt X ~ N(t,1). Die Gleichung u; = c lautet t = c.

7.2.3 IS im Falle von Wahrscheinlichkeitsmafien

Seien f und g Wahrscheinlichkeitsdichten. Definiere zwei Wahrscheinlichkeitsmafke P und Q:

= / f(x)dx und Q(A) = / g(z)dz.
€A €A
Die grundelegende Gleichung der IS ([7.8)) lautet dann:

0 = EF (h(X)) = EQ(h(X)r(X)).

Exponential tilting im Fall von Wahrscheinlichkeitsdichten funktioniert nun analog zu vorhin:
Sei X eine ZV in (Q,F,P), sodass Mx(t) = EF(exp{tX}) < oo, Vt. Sei weiters

Q:(A) :==EF (eﬁ){(té{)} ]A) ein Wahrscheinlichkeitsma® in (2, F).

Der IS-Algorithmus bleibt gleich: Simuliere unabhéngige Realisierungen von X; in (2, F, Q)

und setze
e

wobel 14(X) = Mx (t) exp{—tX}.

Anwendung von IS auf Bernoulli Mixture Modelle (siehe Glasserman und Li
(2003))

Sei L = Z;il e;Y; die Verlustfunktion eines Kreditportfolios. Y; sind die Verlustindikatoren
mit Default-Wahrscheinlichkeit p; und e; = (1 — \;)L; sind die positiven deterministischen
Exposures (\; sind recovery rates und L; sind die Kredithohen), i =1,2,...,m

Sei ¥ ein Vektor von okonomischen Einflussfaktoren, sodass Y;|¥ unabhingig sind und
Yi|¥ = ¢ ~ Bernoulli(p;(v)). Ziel ist es nun # = P(L > ¢) mit Hilfe des IS-Ansatzes fiir
ein gegebenes ¢, ¢ >> [E(L), zu schétzen.

Vereinfachter Fall

Seien die Y;, ¢ = 1,2,...,m, unabhéngig und sei Q = {0,1}" der Raum der Zusténde von Y.
Das Wahrscheinlichleitsmaf P in €2 ist

{y} szz 1 - 1 yla Yy € {07 1}m

Die momentenerzeugende Funktion von L ist My, (¢) = [T, (e*ip; + 1 — p;).

Das Wahrscheinlichkeitsmaf Q; ist

o) - [T et ot
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Seien g ; neue Default-Wahrscheinlichlichkeiten:

exp{te; };
exp{te;}p; + 1 — p;

Gt i =

Dann gilt:

Qyh) =[a"—-a)' ¥, ye{o1pm
=1

D.h. nach der exponential tilting sind die Default-Indikatoren unabhéngig mit neuen Default-
Wahrscheinlichkeiten g ;. Des weiteren gilt limy o ¢;; = 1 und limy,_ @;; = 0 und somit
nimmt E (L) fiir t € R alle Werte in (0,7, e;) an.

Fiir IS-Anwendungen wihlt man ¢ so, dass Z;il €it; = C.

Allgemeiner Fall:

Y; sind unabhéngig bedingt durch W.

1. Schritt: Schitzung der bedingten Uberschuss-Wahrscheinlichkeit

0(¢) :=P(L > c|¥ =1v)

fiir eine gegebene Realisierung v der 6konomischen Faktoren W, mit Hilfe des im vereinfachten
Fall beschriebenen [S-Ansatzes.

Algorithmus 7.3 (IS fiir die bedingte Verlustverteilung)

(1)

Fiir ein gegebenes 1) berechne die spezifischen Default-Wahrscheinlichkeiten p; (1) basie-

rend auf dem spezifischen Modell und l6se folgende Gleichung:

i ei exp{teipi(y)
exp{tei}pi(¢) +1 — pi(y)

= C.
=1

Die Losung t = t(c, ) gibt den richtigen tilting-Grad.

Erzeuge n; bedingte Realisierungen des Vektors der Default-Indikatoren (Y7,...,Y,).
Die einzelnen Indikatoren Y; werden unabhéngig aus Bernoulli(g;), i = 1,2,...,m, si-
muliert, wobei

exp{t(c, ¥)ei}pi(v)
exp{t(c,¥)ei}pi(¥) + 1 —pi(v)

Sei My (t,v) := [][exp{tei}pi(v) + 1 — pi(¢)] die bedingte momentenerzeugende Funk-
tion von L. Seien LW, L&) . L) die ny bedingten Realisierungen von L fiir die n;
simulierten Realisierungen von Y7, Ys, ..., Y,,. Berechne den IS-Schitzer fiir die Tail-
Wahrscheinlichkeit der bedingten Verlustverteilung:

q; =

019) () = My (t(c, ), w>nll > I oseexp{—t(c, )LD}
Jj=1
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2. Schritt: Schitzung der unbedingten Uberschuss-Wahrscheinlichkeit 6 = P(L > c).

Eine naive Vorgangsweise wire, mehrere Realisierungen 1 der Einflussfaktoren ¥ zu erzeu-
gen und 0( )(w) fiir jede dieser Realisierungen zu berechnen. Der gesuchte Schitzer ist der

Durchschmttswert der Schétzer égls) (1) tiber alle Realisierungen 1. Diese Losung ist nicht
die beste, siehe Glasserman und Li (2003).

Eine bessere Herangehensweise ist folgende: IS fiir die Einflussfaktoren.

Annahme: ¥ ~ N,(0,%) (zB. Probit-normal Bernoulli mixture)

Die IS-Dichte g ist die Dichte von Np(u, ) fiir einen ,neuen Erwartungswertvektor 1 € RP.
Eine gute Wahl von p sollte zu hiufigen Realisierungen 1 fiilhren die zu hoheren bedingten

Default-Wahrscheinlichkeiten p; (1) fithren.

Der Likelihood Ratio ist dann:
exp{—3 V'S 1T}
exp{—5(¥ — p)/SH(¥ — )}

1
ru(¥) = = exp{—p/2 710 + §u’21u}.

Algorithmus 7.4 (vollstédndige IS fir Bernoulli mixture Modelle mit Gauss’schen Faktoren)

(1) Erzeuge 91,12, ...,%n ~ Np(p, X) (n ist die Anzahl der Simulationsrunden)
(2) Fiir jedes v; berechne HA%S) (1;) wie in Algorithmus .

(3) Berechne den IS-Schitzer fiir die unbedingte Uberschuss-Wahrscheinlichkeit:

H(IS ZTM 1/11 915 wz)

Die Auswahl von u:

u soll so gewidhlt werden, dass die Varianz des Schiitzers klein ist. Die Idee von Glasser-
man und Li (2003) ist folgende (Skizze):

HA,(flS)(w) ~ P(L > ¢/ = 1) = suche eine gute IS-Dichte fiir die Funktion
b — P(L > c|T = 1h).

Die optimale IS-Dichte g* ist proportional zu
1 Iy—1
P(L > ¢|¥ =) exp —in (R

Man sollte also eine IS-Dichte mit demselben Modus wie die optimale Dichte g* wihlen. Das
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fiihrt zu folgendem Optimierungsproblem:
1 Iy—1
,u:argmgx P(L > |V = ) exp —51/)2 (I

Eine exakte Losung ist hier schwierig, weil P(L > ¢|¥ = %) i.a. nicht in analytischer Form
verflighar ist (siehe Glasserman und Li (2003) fiir Losungsansétze).
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