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Kapitel 1

Elementares

1.1 Permutationsstatistiken

Notation: Bezeichne S, die Menge der Permutationen von n Elementen,
Sp={m:{1,...,n} — {1,...,n} | 7 bijektiv},
und [k; ¢] das ganzzahlige Intervall
[k; 0] ={k,k+1,...,0}, k<t klcZ,

sowie
[n] =[1;n] ={1,...,n}.
Notation: Schreibweisen fiir Permutationen:

e Zuordnungsvorschrift:

T 1—-4, 2—3, 3—=>1, 4—=5 5H—=>2

e Darstellung als Wort:
43152

e Zyklendarstellung:
(14523)

Freiheiten in der Zyklendarstellung:
(142)(35)(6) = (6)(53)(421) = (421)(53)(6)

Letzteres ist die “Standard-Zyklen-Darstellung”: pro Zyklus steht das gréfite Element an
erster Stelle, und die Zyklen sind aufsteigend nach diesem ersten Element sortiert.

Die Klammern sind (formal) iiberfliissig, es ist eindeutig 421536 = (421)(53)(6) (da 5 > 4,
6 > 5). 4, 5 und 6 sind hier die “links-nach-rechts-Maxima”.

Ein Wort mit lauter verschiedenen Ziffern kann also Wortdarstellung oder auch Standard-
Zyklen-Darstellung sein, Bijektion!



Definition 1.1 (Zyklentyp): Der Zyklentyp (c1,...,c,) einer Permutation 7: ¢; ist die Anzahl
der j-Zyklen in der Zyklendarstellung von .

Beispiel: (421)(53)(6) hat den Zyklentyp (1,1,1,0,0,0).

Proposition 1.1 (Permutationen eines Zyklentyps): Sei (c1,...,c,) € Nj ein fester Zyklentyp.
Die Anzahl der Permutationen 7 € S,, von diesem gegebenen Zyklentyp ist

n!

101 . CI! . 202 . 02! ceemlno. cn!.

Beweis: Fixiere die Klammern fiir die Zyklen. Es gibt n! Mo6glichkeiten, die Zahlen 1,...,n auf
die freien Positionen zu verteilen. Dabei entstehen manche Permutationen mehrfach:

e Vertauschen von Zyklen gleicher Lénge egal,

!l el el

e Zyklische Permutation innerhalb eines k-Zyklus, k Moglichkeiten pro k-Zyklus, also ins-
gesamt
161 .92 ... pln. U

1.2 Stirling-Zyklen-Zahlen

Definition 1.2 (Stirling-Zyklen-Zahl): Die Anzahl der Permutationen m € S,, mit genau k
Zyklen nennen wir Stirling-Zyklen-Zahl. Dies ist (je nach Definition bis auf Vorzeichen) das
gleiche, was auch als Stirling-Zahl erster Art bezeichnet wird, allerdings vermeiden wir den
Begriff, zur Vermeidung von Unklarheiten. Die Literatur verwendet oft auch s, ; und ¢, als

)

Notation, mit [Z] = (=1)"Fc, 4.

Die Notation verwenden wir nach Knuth! als

n
il
Proposition 1.2 (Rekursion fiir Stirling-Zyklen-Zahlen): Es ist

M:L [2]:Ofﬁrk>0, [g]:()fﬁrn>0

[Z] - [g;ﬂ+<n_1>. [nﬂ.

Beweis: Moglichkeiten, in welchem Zyklus n auftaucht:

.

Moglichkeiten (n — 1 Zahlen auf k — 1 Zyklen).

und allgemein

e n in eigenem 1-Zyklus, dafiir gibt es

'Donald Knuth, Two Notes on Notation. http://arxiv.org/abs/math/9205211
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e baue n in einen bestehenden Zyklus ein, und zwar so, dass die ersten Elemente der Zyklen
gleich bleiben. Dann gibt es bei n — 1 anderen Elementen n — 1 Einfiigepositionen, also

insgesamt
n—1
—1).
=" ]

Moglichkeiten. U

Beispiel: Die ersten Stirlingzahlen:

n\k|[0 1 23 456
0[1 0 00000
1101 00000
2/0 1 100 00
3/0 2 3100 0
410 6 11 6 1 0 0

Proposition 1.3: Es gilt

i[:]fbk:m-(x+l)-(m+2)...(x+n_1) -
k=0

Dabei wird 2™ als steigende Faktorielle bezeichnet.

Es folgen drei Beweise dieser Proposition.
Beweis (Induktion mittels Rekursionsformel): Setze

o0
n
Fu(x) =) M ",
k=0
F,(z) ist also die erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen fiir fixes n.
e Basisn=0:1=1 V.

e Schritt n — 1 — n:

k=0
(e )
. g[z:ﬂxk—w(n 1 g[nﬂxk
— i[nkl}xk+(n—l) F_1(z)
k=0

Variablentransformation £ — k£ — 1 in erster Summe
Term k = 0 in zweiter Summe immer 0, auch fiir n = 1 wegen n — 1.
=z-Fh1(x)+(n—1) - F_i(x) = Fh1(x) - (x +n —1)

=zl (z4n-1D=z---(z+n-2)(z+n—-1)=2" O



Beweis (Koeffizientenbestimmung, Bijektion): Wir versuchen, die Koeffizienten von x auf der
rechten Seite, [2*]. .., kombinatorisch zu beschreiben und anschliefend eine Bijektion zur Per-
mutation aufzustellen.

Von der Klammer, deren Indizes in T enthalten sind, nehme nicht z, sondern den anderen
Summanden:

TC[n—-1]jeT
|T|=n—k

Diese Summe ist die Anzahl der Paare (T, f), mit einer Abbildung f : T'— N mit f(x) < z fur
alle z.

Beispiel: Sei T' = {2,3,5}. Dann f(2) € {1,2} (2 Moglichkeiten), f(3) € {1,2,3} (3 Moglich-
keiten) und f(5) € {1,2,3,4,5} (5 Moglichkeiten), also 2 -3 - 5 Moglichkeiten fiir f.

Wir beschreiben eine Bijektion von der Menge
{(T,f):TCn—-1,|T|=n—k,f:T—->NVjeT: f(j) <j}
in die Menge
{m € S, | m hat k Zyklen}.
Sei (T, f) gegeben. Seien 1 < a3 < az < ... < ap— <n —1 die Elemente von 7.

Wir setzen b; = n — a; (“Kunst”). Es gilt also n —1 > by > by > ... > by > 1. Sei
1<e¢ <ec<...<cp <nso gewahlt, dass {c1,...,¢k, b1,...0p—} = [n] (also die anderen
Zahlen).

Wir bauen eine Permutation wie folgt. Jedes ¢; beginnt einen der k Zyklen. Positioniere die b,
ba, ..., by_j so, dass f(a;) Zahlen groBer als b; links von b; stehen.

Beispiel: n =9, k =4, und sei

T =1{1,3,4,6,8}, f)y=1, fB)=2, f4)=1, f(6)=3, f(8 =6.

Also haben wir
a1:1 CL2:3 a3:4 a4:6 a5:8,
bi=8 by=6 b3=5 by=3 b;=1.

Es fehlen folglich
61:2 02:4 03:7 C4:9.

Baue die Zyklen:

e f(a1) =1, also ein Element grofier als by = 8 links von 8. Also muss 8 rechts von 9 sein.

e f(az) = 2, zwei Elemente grofler als by = 6 links von 6. In Frage kommen 7, 9, 8, also
muss 6 zwischen 9 und 8 liegen.

e f(a3) =1, also ein Elemente grofler als bs = 5 links von 5. Das sind 7, 9, 6, 8, also kommt
5 zwischen 7 und 9.

e f(as) =3, also 3 nach 5.
e f(as) =6, also 1 nach 9.



Damit haben wir insgesamt die Permutation
(2)(4)(753)(9168)
Die Permutation ist in Standard-Zyklen-Darstellung mit k& = 4.

Das funktioniert allgemein: f(a;) < a;. Alle n — b; = a; Zahlen groBer als b; wurden vor b;
eingefiigt, somit kann man immer passend einfiigen. Da f(a;) > 1, beginnt b; nie einen neuen
Zyklus. Damit liegt eine Bijektion vor: die Umkehrung identifiziert die ¢; als die Links-Rechts-
Maxima, die b; sind die iibrigen Zahlen und die a; ergeben sich daraus. Die Funktionswerte
f(a;) bestimmen sich als die Anzahl der Elemente grofier als b; links von b; (diese dndert sich
bei der Konstruktion nie, weil nach b; nur mehr Zahlen kleiner als b; eingefiigt werden). O

Beweis (Polynommethode): Zu zeigen ist
ok _m_ _
Z MEat =z-(z+1)---(z+n-1).
k>0
Tatsdchlich handelt es sich dabei um eine endliche Summe, da
n
Vk>n: =0.

ol

Um zu zeigen, dass die Polynome gleich sind, ist es hinreichend, zu zeigen, dass die Auswertung

in hinreichend vielen Werten von z gleich ist (oder fiir alle x € N).

Linke Seite:

Z |:Z:| .’Ek — Z x# Zyklen von

k>0 TESH

Wir zihlen Paare (7, f) mit f : Zyklen von m — [z].

1 n
Die Anzahl der Tupel (ai,...,a,) € Z"NPolygonist z - (z +1)--- (x +n —1).

Wir konstruieren eine Abbildung von diesen Tupeln auf die Menge der Paare {(r, f) wie oben}.
Weiters wird das Polygon in ein Dreieck und ein Rechteck zerlegt, die Werte von ¢ werden
verringert:

e Falls a; im Rechteck liegt, beginne einen neuen Zyklus mit ¢. Als Funktionswert dieses
Zyklus wird a; gesetzt.

e Andernfalls setze a; = x — 1+ k, wobei 1 < k <n — 1.

Platziere ¢ so, dass genau k Zahlen grofler als ¢ links von ¢ sind. Folglich ist ¢ kein Links-nach-
rechts-Maximum, daher wird kein neuer Zyklus (in der Standard-Zyklen-Darstellung) eréffnet.
Das ist eine Bijektion. O



Beispiel: n =9, x =4, (a1,...,a,) = (4,8,5,0,7,5,2,4,1).
e n=9: a9 =1 € Rechteck, (9), Zyklus 2
e n—1=28:ag=4¢ Rechteck, k =1, also (98), Zyklus 2
e n—2="T:a; =2 € Rechteck, (7)(98), Zyklen 3, 2
e n—3=0:as =5 ¢ Rechteck, (7)(968), Zyklen 3, 2
e n—4=>5: a5 =7 ¢ Rechteck, (7)(9685), Zyklen 3, 2
o n—5=4:as =0 € Rechteck, (4)(7)(9685), Zyklen 1, 3, 2
e n—6=3: a3 =>5¢ Rechteck, (4)(73)(9685), Zyklen 1, 3, 2
o n—T7=2 ay =8 ¢ Rechteck, (4)(73)(96285), Zyklen 1, 3, 2
e n—8=1:a; =4 ¢ Rechteck, (41)(73)(96285), Zyklen 1, 3, 2
o f(Al)=as+1=1,f(73) =ar+1 =3, f(96285) =ag + 1 = 2,

)
)
)
)
)
)

Insgesamt erhélt man (41)(73)(96285), Zyklen 1, 3, 2.
Spezialfall x = 1: Wir erhalten eine Bijektion zwischen den Permutationen von .S,, bzw.
[0,n—1] x [0,n—2] x ... x [0,1] x [0,0].

Die Anzahl der Zyklen ist dann die Anzahl der Nuller im Tupel.

Daraus ergibt sich eine andere Interpretation der Stirling-Zahlen:

Bﬂ = #n-Tupel in [0,n — 1] X [0,n — 2] X ... x [0,0] mit k£ Nullen.

Definition 1.3 (Inversion): Sei 7 = a; ...a, € S, in Wortdarstellung. Falls a; < a; fiir i < j,
dann heifit das Paar (i, j) Inversion. Mit i(7) wird die Anzahl der Inversionen (Fehlstellungen)
bezeichnet.

Wir benétigen eine weitere Bijektion zwischen S,, (in Wortdarstellung) und [0,n—1] X ... x [0, 0]
unter Verwendung der Anzahl der Inversionen.

Fir (a,...,a,), wihle eine Permutation 7 so, dass a; die Anzahl der Zahlen grofier ¢ links von
i in der Wortdarstellung von 7 ist (Inversionen, in denen i das kleinere Element ist).

Beispiel: n =9, (a1,...,a,) = (1,5,2,0,4,2,0,1,0). Das ergibt 417396285.
Lemma 1.4 (Erzeugende Funktion fiir Fehlstellungen): Es gilt

Y {reSuii(m)=k}d =D ¢

k>0 TESR
wobei N
-1
k = ]. oo k_l e qi
[Klg=1+q+...+4q p—
und
[n]q' = [”]q [n— 1]q mq



Beweis: Aufgrund obiger Bijektion ist

Z qi(ﬂ') — Z qa1+a2+...+an

TESy (a1,...,an)€
[0,n—1]x...x[0,0]

(£ (E) (£0) (50)

=(14+q+...+¢" N -Q+qg+...4+¢"H - (1+q)-1
= [nlg- [n—1g---[2lg - [Lg = [n]q! 0

1.3 ¢-Analoga

Notation: Wir schreiben

Fiir ¢ — 1 gilt

Proposition 1.5: Sei F; ein endlicher Kérper. Dann ist die Anzahl der k-dimensionalen Un-
terrdume des Vektorraums Fy' gleich (Z)q.

Beweis (Doppelzihlung): Es sei
N(n,k) = [{(v1,...,v) | v1,. .., v linear unabhéingig € Fy'}|.

Dabei ist

Nnk)=(q"-1) ("= ) (" =) (" = ¢").

Sei nun W ein Unterraum der Dimension k& von Fy. Wir zéhlen die geordneten Basen von W
(W ~ FI(; nach Wahl einer fixen Basis).

e Moglichkeiten fiir v;: alle Elemente von W aufler dem Nullvektor, also ¢* — 1.
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o Moglichkeiten fiir vo: alle Elemente auBer Vielfachen von vy, also ¢* — ¢
e ...

e Moglichkeiten fiir v: alle Elemente aufler Linearkombinationen von vy, . .., vg_1, also ¢* —
k—1
q .

Weiters
N(n,k)=|{V CF} | dimV =k} (" =1)- ("= q) - (¢" — d").

Dabher ist die Anzahl der Unterrdume von Dimension k gleich

n k71>

) (@"—q)---(¢"—¢

q (q" —
)-(qk—q)---(qk—qk—l)

~1
g~ —1

{V CF} | dimV = k}| :((

E—1 k—1 _
s A _Hq] ("7 —1)
= E_ (k=7 _
i —d (@ =)
k=1g"7-1 k-1
_ -1 [n — jlg
o k=i—1 _
j=0 qq—Jl j=0 [k 4
_[nq'[n—l]q"'[n—kJqu_(n) 0
[k]q ’ [k - 1]q mq k q.

Anmerkung: Was passiert fiir ¢ — 17 Endlicher Kérper mit einem Element (existiert natiirlich
nicht, mindestens 0 und 1)7? Siehe “leicht esoterisches Forschungsgebiet” F,,.

Anmerkung: [n],! ist die Anzahl der vollstéindigen Fahnen in Fy. Eine Fahne (Flag) eines Vek-
torraums ist eine Folge {0} = Wo G W1 G Wa & ... & W, =V von Unterrdumen. Eine Fahne
heifit vollstéindige Fahne, falls £ = dim V.

Beweis: Ubung. (]

Anmerkung: [n], ist die Anzahl der Punkte im projektiven Raum P(Fy).
Beweis: Ubung. (]

1.4 Stirling-Partitions-Zahlen

Definition 1.4 (Partition): Sei S eine Menge. Eine Partition { P, ..., Py} von S ist eine Menge
von Teilmengen mit

PU...UP, =S5, PZﬂPj:(Z)furzyé], Vi Py # (.

Beispiel: Eine Partition von S = {1,2,3,4,5} ist {{1,3,5},{2,4}}. Die Reihenfolge der Teil-
mengen und Elemente ist natiirlich irrelevant.

Definition 1.5 (Stirling-Partitions-Zahl): Die Stirling- Partitions-Zahlen (Stirling-Zahlen zwei-
ter Art) sind

{Z} = # Partitionen von [n] in & Mengen.



Proposition 1.6 (Rekursion fiir Stirling-Partitions-Zahlen): Es ist

{t}=0 n>o
{if=0 x>0
Gr=fo {7

Beweis: Fallunterscheidung:

e 1 bildet eine eigene Teilmenge, die Anzahl der Moglichkeiten dafiir ist
n—1
E—1)"
e 1 ist Element einer mehrelementigen Menge, die Anzahl der Moglichkeiten ist

n—1
k - . O
)
”?Ubung: Man berechne eine Tabelle der Stirling-Partitions-Zahlen und der Stirling-Zyklen-Zah-
len.

Proposition 1.7 (Erzeugende Funktion der Stirling-Partitions-Zahlen): Es gilt
>l =
k>0
wobei z die fallende Faktorielle ist,
=g (z-1) - (x—-2)---(x—k+1).

Beweis: Beide Seiten der Gleichung sind Polynome in z von Grad n. Wir beweisen die Aquiva-
lenz fiir x € N.

x™ ist die Anzahl der Abbildungen f : [n] — [z]. Wir zihlen diese Abbildungen nun auf andere
Weise. Sei nun f : [n] — [x]. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ iiber [n] durch

a~b e fla)=F(b).

Die Aquivalenzklassen bilden eine Partition von [n] in k Mengen, ein Wert von f pro Klasse
Py, ..., P Fir f(P) gibt es x Moglichkeiten, fiir f(P,) = — 1 Moglichkeiten, ..., fir f(Px)
noch x — k + 1 Moglichkeiten.

Fiir jede Partition von [n] in ¥ Mengen haben wir also
=z (z—-1) - (z—k+1)

Moglichkeiten fiir f. O



Unsere zwei Ergebnisse %1, x9 zu Stirling-Identitaten sind also

3 m DY {Z}xk -

k>0

Ersetzen von z — —z in der ersten Identitéit (x1) ergibt

Z [ﬂ (—1)kak

k>0

(—x) - (—z+1)---(—z+n-—1)
=(-D"z-(x—=1)---(z—n+1)
= (-1)ran

Wir haben also %1/,

St [t = e

k>0

Betrachte die Identitiiten (x1) und (xg) fiir 0 < n < N: 1,z,22%,...,2" bildet eine Basis des

Vektorraums der Polynome von Grad < n iiber Q. Auch 22, 2L 22, ...,z bildet eine Basis

desselben Vektorraums.

Die beiden Identitdten (x1/) und (%) beschreiben die Koordinatentransformation beim Basis-
wechsel. Die beiden zugehérigen Matrizen sind invers zueinander.

(0 [y = (g

0<n<N 0<n<N

Proposition 1.8: Seien ag,...,a, und bg,...,b, € K O Q. Dann

n n

b =S (—1)n [Z]ak & aj= Z{Z}bk

k=0 k=0

Beweis: Als Matrix-Vektor-Produkt anschreiben und obige Inversion verwenden. (]
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Kapitel 2

Siebmethoden

2.1 Mobius-Inversion

Gemeinsame Verallgemeinerung von
e Inklusion-Exklusion,
e klassische Mobius-Inversion (Zahlentheorie).
Seien A, B, C' Mengen mit der Eigenschaft ANB=BNC=CnNnA=AnNnBnC.
Die iibliche Inklusions-Exklusions-Formel lautet
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|BNC|—|CNA|l+|AnBNC]|.
In unserem Fall gilt wegen der geforderten Eigenschaft

JAUBUC| =|A|+|B|+|C| -2 [ANBNC]|.

Bildlich dargestellt gilt iiblicherweise
AUuBUC

Al B! Cc!t
o< <
ANB' Anc! BncCc!

ANBNC!

In unserem Fall haben wir, einfacher,

ANBNC™2

Allgemeine Idee: Berechne die Koeffizienten aus der Struktur dieser Partialordnungen.

11



2.1.1 Mobius-Inversions-Satz

Definition 2.1: Sei P eine Menge, < eine Partialordnung auf P, erfiille also die Eigenschaften
o <reflexiv:Vr € P:z <z,
o < transitiv:Vx,y,z€ P:x <yAy<z = x <z,
e < antisymmetrisch: Vz,y e Pz <yAy <z = x=y.

Dann heifit (P, <) Partialordnung oder “partially ordered set”, Poset.

Wie {iblich definieren wir z <y < x <y Az #y.

Fiir x <y sei weiters das Intervall [z,y] definiert durch
[z,y] ={z€ P |z <2<y}

P heiit lokal-endlich, falls [x,y] fiir alle 2 < y eine endliche Menge ist.

FEin Element z heifit kleinstes Element von P, falls Vz : 2z < x. Analog heifit z grifites Element,
falls Vz : z < z. “Generische Notation”: 0 ist das kleinste, 1 das gréfite Element.

Beispiel:

e (Z,<) ist ein Poset und lokal-endlich, obwohl Z nicht endlich ist. Es gibt kein grofites oder
kleinstes Element.

e (N, <) ist ebenfalls ein lokal-endliches Poset mit kleinstem Element (“Nullelement”) 1.

e Fiir eine Menge S ist (P(S), C) ein Poset, aber nicht notwendigerweise ein lokal-endliches.
Kleinstes Element ist (), grofites S.

e (N,|) (mit z |y & Jz € N:y=u=x-2)ist ein lokal-endliches Poset (da [z,y] = {z €
N | 2 | z | y} endlich), aber nicht endlich. Kleinstes Element ist 1, es gibt kein grofites
Element.

Definition 2.2: Sei P ein Poset mit x,y € P. y dberdeckt (covers) x, falls
o x <y
o [z,y] = {z,y}, dh. es gibt keine Elemente zwischen x und y.

Definition 2.3 (Hasse-Diagramm): Das Hasse-Diagramm eines Posets P ist ein gerichteter
Graph, dessen Knoten die Elemente von P sind. Zwei Knoten x, y sind durch eine Kante verbun-
den, falls y das Element x {iberdeckt. Konvention: alle Kanten werden “nach oben” gezeichnet.

Definition 2.4: Sei P ein lokal-endliches Poset. Int P ist die Menge der Intervalle von P,
nt(P) = {[z,y] | = < y}.

Inzidenzalgebra von P:
Z(P)={f:Int(P) — C}.

Wir schreiben f([z,y]) auch als f(z,y).

Fiir f,g € Z(P) und «a € C definieren wir die Operationen
o +:I(P) x I(P) = Z(P) als (f + g)(z,y) = f(z,y) + 9(z,y),
o :CXI(P) > I(P) als (o f)(zy) = a- (f(z.y).

12



Definiere weiters (Konvolution, Faltung)
o «:I(P) x Z(P) — Z(P) als (f * 9)(2,y) = > c(ny f(:2) - 9(2,9).
Damit diese Summe endlich ist, benttigen wir die Voraussetzung der lokal-Endlichkeit.

Proposition 2.1: Z(P) ist eine assoziative unitire C-Algebra mit Einselement 0 € Z(P) mit

1 z=y9

6(z,y) =z =y] = {

0 sonst

Z(P) ist also ein C-Vektorraum, * ist assoziativ, d ist neutrales Element beziiglich *, und +, -, %
sind kompatibel:

(f+a)«(f+a)=f+Ff+agxf+fxg+g*g
(af) * (Bg) = aB(f * g).

Beweis: Ubung. Beispielsweise

(f*o)(y)= > flx,2)8(zy)= > flz,2)=f(z,y). O

z€[z,y] ZG[VLCU<]
R=YVry

Proposition 2.2: Sei P ein lokal-endliches Poset, f € Z(P). Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

1. f hat ein Links-Inverses, dg : g * f = 0,
2. f hat ein Rechts-Inverses, g : f x g = 4,
3. f hat ein Inverses, dg: gx f = fxg =,
4. Vz € P: f(x,x) #0.

In diesem Fall ist

1
(z

~
~8

-1 _ —
@y = g=.y) { (y,y)Zx§z<y9<$vz)f(zvy) T<Y

= s

~

8

~

(z,z

- { Fam <<y /(2 2)9(2,y) <y

—_

Beweis:
e 3 — 1: trivial
e 3 — 2: trivial
e 1 — 4: Sei g ein Linksinverses von f. Dann ist
1=6(z,2) = (g+ [)(w2) = > g(x,2)f(z2) =g(z,2)- f(z,2)
zx<lz<zw

Also muss f(z,x) # 0, g(z,z) # 0 fiir alle x € P.

e 2 — 4: analog.

13



e 4 — 1: Wir konstruieren ein Linksinverses g fiir f. Definiere dazu g(x,y) rekursiv durch
die Anzahl der Elemente im Intervall [z, y].

Rekursionsanfang bzw. Abbruchbedingung fiir x = y:

L=0d@,2) = (g /) @,2) = g(2.0)f(2,2) = g(w,2) = 5.

Allgemeiner Fall:
0="0(x,y) = (g% Nx,y) = Y g 2)f(zy)

zix<z<ly
=g fy)+ Y. 9@ 2)f(zy)
zx<z<y
Dabher ist )
9(z,y) = ) m;@g(x,Z)f(%y)-

e 4 — 2 Konstruktion der rechten Inverse h von f: Anfang wie vorher,

1
h(z,z) = Faa)
Es ist
0= > fl@2)h(zy) = fl@,2)h(z,y)+ Y fl@,2)h(zy).
zw<a<y ziw<z<y
Also

h(sc,w:—f(;x) S flw )iz y).

r<z<y

Das ist leider nicht dasselbe Ergebnis wie vorher.
e 1,2 — 3: Sei g die Linksinverse, h die Rechtsinverse von f.
g=gx0=gx*x(f*h)=(gxf)xh=0+h=h. O
Definition 2.5: Sei P ein lokal-endliches Poset. Definiere die Zeta-Funktion ¢ € Z(P) durch
((z,y)=1 Vz<y
sowie ihre Inverse p € Z(P), die Mobius-Funktion. Wegen obiger Proposition ist

px, ) =1

pla,y)=— D pa,2)=— > uzy).

zix<z<y zx<z<y
Satz 2.3 (Mdobius-Inversion-Satz): Sei P ein lokal-endliches Poset sowie f : P — C, g : P — C.

1. Falls P ein kleinstes Element hat, dann sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:
ga) =) f(x) VaeP
z<a

und

fa) =Y g(@u(w.a)  VaeP.

z<a

14



2. Falls P ein grofites Element hat, dann sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:
gla)=S"fx) VaeP
r>a

und

(@)=Y pla,x)gx)  VaeP.

r>a

Beweis: Zeige die erste Aussage, die zweite folgt analog.

Wir definieren F,G € Z(P) durch

F(0,a) = f(a), G(0,a)=g(a) Va€P
F(z,y) =0=G(z,y) Vzr,y:0<z<y

Dann ist

g(a) =3 f(x)

r<a

genau dann wenn

Va € P:G(0,a) = Z F0,z)((x,a) AN YO<z<y:G(z,y) = Z F(x,2)((z,9)

0<z<a r<z<ly

Das ist dquivalent zu

G=Fx(,
was laut Definition von p dquivalent ist zu

Gxu=F.
Das gilt genau dann, wenn

F(0,a) = Z G(0,z)u(x,a) Yae€ P

0<z<a

F(z,y) = Z Gz, z)u(z,y) Y0 <z <uy.

z<z<y

Das wiederum ist dquivalent zu

2.1.2 Differenzen-Kalkiil

Spezialfall der Mobiusinversion fiir das Poset C; = {0 <1 <2< ... <j—1}:

plz,z) =1 Vo el

/L("E"'L‘ + 1) == Z u(xaz) = —M(ZL',ZE) =-1
r<z<z+1
/L(:L‘,IE—FQ) = —[L(ZL‘,IL‘) —,u(m,m—{— 1) =0
M($7y) = _.LL(:E"T) _H($7$+1) —/,L(:E,LU—G—Q) e _:U’(xay_ 1) =0 y>z+1

15



Damit haben wir insgesamt fiir dieses Poset

1 Yy==x
pwe,y) = -1 y=x+1
0 sonst

Laut Mobius-Inversion ist

VaeCj:gla) = Zf(x)

z<a

dquivalent zu

fla) =3 g(x)u(x,a)= Y gle)p(z,a) +g(a = Du(a — 1,a) + g(a)u(a, a)

x<a r<a—2

dh. es ist
fla) =g(a) —gla—1) VYa>0,  f(0)=g(0).
Das ist keine Uberaschung:

“=”  durch Subtrahieren

“«<”  Teleskopsumme:

Y f@) =F0)+ Y (9(x) — g(z — 1)) = g(a) — 9(0) + g(0) = g(a).

z<a 0<z<a

Weiteres zu Differenzenkalkiil: definiere den Differenzoperator

(Af) () = f(z+1) = f(a).
Ersetze g(a) = h(a + 1):

h(a) =) fx) & f(a) = h(a+1) = h(a) = (Ah)(a), f(0) = h(1).

Anmerkung: Kontinuierlicher Fall:

) = [ e = @)= (5000)

Beispiel (“Differentiation”): Sei n € N fix.

= h/(a).

Tr=a

Az = (z+1)% — 2% = (z + 1)22=L — 22 (2 —n +1)

Uns interessiert als nachstes x== fiir n € N.

Anmerkung: Die Funktion I'(x) ist meromorph und definiert auf C\ (—Np). Sie erfiillt
I(x+1) =aT(z) x € C\ (—Np).

Definition beispielsweise durch

I'(z) = / e vl dt Rez > 0.
0
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Fir n € Nist

wegen
Pz+1)=al(@)=a(z—-1(z-1)=...=z(@—1)---(z —n+1)D(z —n+1).
Fiir n € N setzen wir
o T@+1) D(z+1)
xf_r(x+n+1)_(;g+n)r(x+n)
— Iz +1)
S (xdn)(zd+n—1)---(z+D0(z+1)
1 1
(z+1)-(z+n) (z+1)7
—-n __ 1 _ 1 B 1
AIi_A(IH)*_(:H?)* (z+1)7
1
_(x+2 (x+2~|—n—1) (;p+1).(m+2)ﬁ
<x+1— £B+n+1)>
@42 T\ (+n+1)(z+1)
1-
_(x+2)n ! (x ) (x+n+1)
O e Gas)]
(x4 1)+

Also gilt fiir m € Z

Beispiel: Finde eine geschlossene Formel fiir
n—1
S
k=0

Es ist

Also ist



2.1.3 Mobiusfunktion von Produkten von Posets

Definition 2.6: Seien P;, P, Posets. Dann definiere < auf P; x P, durch
(a,b) < (c,d) & a<cANb<d,

“Produkt-Poset”, koordinatenweise (wobei a,c € Pi, b,d € Py).

Proposition 2.4: Seien P;, P» lokal-endliche Posets mit Mobiusfunktionen pq, po. Dann ist die
Mobiusfunktion g von P gegeben durch

p((a,b), (¢, d)) = m(a,c) - pa(b, d).
Beweis: Durch Induktion nach |[a, ¢]| + |[b, d]|.
e Basis: (a,b) = (¢,d), dann 1 = 1- 1, passt.
e Allgemein: Sei a # ¢ oder b # d.
:u'((a7b)7(c7d>) - Z M((a,b),(fﬂ,y»

(a,0)<(z,y)<(c,d)

- _ Z pi(a,x) - pa(b,y)

(a,b)<(z,y)<(c,d)

= Nl(aa c)lu‘Q(bv d) - Z ,ul((l,ﬂl‘) : M?(bv y)
(a,b)<(z,y)<(c,d)

= (@, ua(b,d) = >~ pwi(a,x) Y pa(by)

a<z<c b<y<d
= (av C)NQ(ba d) - (:ul * Cl)(a> C)(:U2 *® CQ)(b7 d)
= M1 (av C)MQ(ba d)?

wobei (1 bzw. (o die (-Funktion auf P; bzw. P, bezeichnen.

Beispiel: Sei P = Cj, x ... x Cj, ein Produkt von Ketten (Chains).

w((ar, ... ak), (b1, ..., b)) = pi(ar, bi)pa(asz, b2) - - - pr(ak, bi)
B {(_1)2;?_1(%'—%‘) wenn Vj : b <aj;+1,

0 sonst.

Beispiel (Beispiel zum Beispiel): Betrachte natiirliche Zahlen mit Teilerrelation, (N, - | -). Ge-
sucht ist p(k, ).

[k:,E]:{d‘ (kldnd|e)}

:{e-k|e€N/\e'k|€}:{e-k}e€N/\e|Ii}

14
~ |:17 ]{j:| ~ Cgl_;,_l X ... X Cgk+1,

wobei die Primfaktorzerlegung von % mit £; > 1 gegeben ist als

ey ¢
pop

18



Also ist

(=)t sonst

:{0
-1y

(wobei d € Z quadratfrei heifit, falls 2% | d = z =1 fiir alle z € N).

nicht quadratfrei,

s s

quadratfrei.

Das entspricht der klassischen M6bius-Funktion der Zahlentheorie,

0 sonst

p(k, £) = p (17 2) = (i) :

Unsere Mobius-Funktion ist folglich eine Verallgemeinerung der zahlentheorietischen M&bius-
funktion.

(@ {(1)” d ist quadratfrei und Produkt von r Primzahlen
ILL =

Also ist

Beispiel (Beispiel zum Beispiel zum Beispiel, ¢-Funktion): Betrachte

p(n) = [{k € [n] | ggT(k,n) = 1}|.

Beobachtung: gegeben seien die n rationalen Zahlen

1 23 n
R b CY
Falls ggT(k,n) = d, kann man kiirzen zu
k k/d
n  n/d

Dabei ist e = n/d ein Faktor von n. Gesucht ist die Anzahl gekiirzter Briiche ™. Diese ist genau

v(e). Also muss
n = Z o(e).

eln

Wir wenden hierauf die Mébius-Inversion an. Das ergibt

o) = e ple,n) =Y e-p(1,2)
eln

eln
n . n
— d) = = -1 # Primfaktoren von d o
Sud G- X :
dln din

d quadratfrei

Sei die Primfaktorzerlegung von n gegeben durch
n=p'p, G2l
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Dann haben alle d | n, d quadratfrei, eine Darstellung d = pi* - - - p% mit 0 < a; < 1. Also ist

Das ist die iibliche Formel zur Berechnung von ¢(n).

Anmerkung (Namen): Sei f eine Funktion in der Inzidenzalgebra von (N,- | -) mit der Ei-
genschaft, dass f(a,b) = f(1,b/a) fur alle a | b. Wir definieren die zugehorige Dirichletreihe

durch .
Ly =y ),

n>1

Es gilt fiir zwei Funktionen f und g mit obiger Homogenitétseigenschaft (selbst iiberpriifen):
Lyeg(s) = Ly(s)Ly(s),
C(1,n 1
L) = Y S 5 g(s)

n>1 n>1
(Riemannsche Zeta-Funktion).
Wegen p *x ¢ = § gilt auflerdem
L= Ly = Le()Lu(s) = — = L(s) = 3" 1)
¢(s) n

2.1.4 Inklusion-Exklusion

Sei S eine endliche Menge. Wir betrachten das Poset (P(S), C). Sei A C B C S. Wir berechnen
1(A, B).
[A,B]={C|ACCCB}={AUE |0 CEC B\ A}~ [0,B\ Al

Sei B\ A= {z1,...,z,}. Dann ist (mit r Faktoren Cs)
[@,B\A} ECQ X ... XCQ.
Also

(A, B) = u(0, B\ A) = p((0,...,0),(1,...,1))
= (e, (0,1))" = (1) = (=1)IB\A = (—1)BI=IA],

Mobius-Inversion:

fA) =3 9B) & gA) = ()P

BCA BCA
f(A) =" g(B) & g(4) =Y (-nIP-1r(B)
BDA BDA
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Beispiel (Typische Anwendung): Sei S eine endliche Menge von Eigenschaften und X eine
Menge, deren Elemente diese Eigenschaften erfiillen oder nicht.

Fir A C S, setze

f=(4) = ‘{x eX ‘ x erfiillt alle Eigenschaften in A und keine in S\ A}‘
(A ‘{x eX ‘ x erfiillt alle Eigenschaften in A (und ggf. mehr }‘
Dann ist
=Y f=(B)
BDA

Mobius-Inversion bzw. Inklusion-Exklusion ergibt
Z f~(B IBI |l
BDA

Bezspzel (Belsplel fiir diese Anwendung): Andere Variante der Berechnung von ¢(n). Sei n € N,
n=p--plr. Sei X = [n] und S = [r], wobei die j-te Eigenschaft fiir z ist, dass p; | z. Uns
interessiert

J=0) =[{z el [ #:p |} =
p(n) = f-0) =) [>(B)(-1)*.

B0

Mobius und Co. ergeben

Sei B = {ji1,...,jk} fiir irgendwelche j; < ... < jg. Damit
f2(B)={z el |pjy l2,pj [ 2,....0j | 2}
n
=Kz el pu-pila}] = —m
g1 """ Py,
Damit erhalten wir wieder
T
=X Y
k=0 1<j1 <. <jp<r P = Pix
1 1 1
n b2 Dbr
Beispiel (Weitere Variante): Sei X eine endliche Menge, M, ..., M} Teilmengen von X. Die
j-te Eigenschaft von x sei x € M;. Dann ist

f:(A):‘{xeX‘xeMjﬁirjEAundzL'géMjfﬁrjg_fA}‘,

frA)={zeX|xeMfirjecA}| =
jeA
Damit ist
f=(0) = > ()M M),
AC[K] JjeEA
X\ (AU UA) =X = Y (~pl!
AC[k] jeEA
AZD
und damit

AL UL UA = > (—plAiTt
ACIK]
A

ﬂMj’.

jEA
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2.1.5 Satz von Weisner

Definition 2.7 (Verband (Lattice)): Sei P ein Poset. Existieren fiir alle z,y € P Infimum
inf(z,y) und Supremum sup(z,y), dann heit P Verband. Man schreibt auch

x Ay :=inf(z,y) “r meet y”
x Vy:=sup(z,y) “x join y”
(d=1inf(x,y), fallsd < z,d <yund Vz € P: 2 <z,z <y = z <d, analog sup(z,y)).
Beispiel:
e (P(5),C),ANB=ANBund AVB=AUB.
o (N,]), 2"y =ggT(z,y) und z Vy =kegV(z,y).
e Sei V ein endlichdimensionaler IF4-Vektorraum und
S ={W | W Unterraum von V'}

mit der Relation <. Infimum und Supremum sind dann

UNW=UnNnW
UVW =U+W =span(UUW) ={u+w |ueUweW}

Satz 2.5 (Weisner): Sei L ein endlicher Verband, a > 0. Dann

Z w1(0,z) = 0.

zeL
zVa=1

Beweis: Es gilt

Z w(0,z) = Z 1(0,2)0(x V a, 1)

zeL zeL

zVa=1
_ Z“(O’x)(c xp)(zVa,l)

zeL
=Y u0,2) DY ((=Va,y) uy1)
—_——
x€L yeL -1
y€lzVa,l]
= Z M(Oa .CE),LL(y, 1)
r,yeL
z<y,a<y
yeL z€[0,y]
y>a
=> pu(y, (= )(0,)
yeL
y>a
=Y u(y,1) 50,y) =0 O
yeL —0 da y>
v>a =0 da y>a>0
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Lemma 2.6: Sei V' ein endlichdimensionaler F,-Vektorraum und U, W Unterrdume von V' mit
U C W. Dann ist _ '
(U W) ( )dlmW dlqu(dlmW;d'm U)'

Beweis: Es ist
[U,W]~[{0},Fi],  k=dimW —dimU.

Wir beweisen via Induktion nach k, dass
p({0}, ) = (~1)*q(2).

e Basisk=0:1=1.

e Schritt £ — 1 — k: Sei a ein eindimensionaler Unterraum von IFZ. Aus dem Satz von
Weisner folgt
0= Y u({0},0).
U<F%
U+a:]F§

Also
p{0}L,F) == > u({0},0).

U<F%
U#F¥
U+a:F§

k = dimF} = dim(U + a) = dim U + dim g — dim(U N a)
=1
k—1=dimU—-dim(UNa)<k—-1-0=k—-1
<k-—1 >0

= dimU =k -1, dim(UNa)=0 < aZ U

n({0},F5) = — (1) gD [{U <V [ dimU =k —1,a ¢ U}|

(1),
SO65), (7))

1)F
HU<V\mmU_k—1a<UH)
=04ﬁq2(%q [k

Ja)
= (fl)kq(kgl) 14+q+...+¢" Jqu_l—l—qf...qu_Z)
k—1 . (k—1)(k
_ (_l)kq( ') gl = (— 1)kq7+(k 1)
_ (_Dkq%(kdﬂ) _ (_1)kq(§)' 0

Proposition 2.7: Sei m,n € N. Dann ist die Anzahl der Epimorphismen von Fy nach Fp’

gleich -
> () ottt

k=0
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Beweis: Fir U < F", definiere

f(U) =|{F:F} - U | F Epimorphismus}|
g(U) = HF Fy = U ’ F Homomorphismus}}

Offensichtlich gilt

g(U)=>_ f(W)

W<U
gU) =|U|-|U|---|U| = U|" = g™ ™7,
wobei |U| jeweils die Anzahl der Auswahlmoglichkeiten fiir F'(e;) ist.
Mobius-Inversion ergibt
FU)= > (W, U)g(W)

w<U
dim U

- Z Z (_DdimU—kq(dimg*’“)Mn

k=0 WU
dim W=k

dim U .
=S (1m0 Cappmeon e -
k=0 q

Korollar 2.8: Die Anzahl von m x n-Matrizen mit Rang r iiber F, ist

() B o

q4 k=0

Beweis: Die Anzahl der Unterrdume U von ]FZ” mit Dimension r ist

(")

"/ q

Fiir jeden dieser Unterrdume U haben wir die Anzahl der Epimorphismen von F’; nach U
berechnet, das entspricht der Anzahl der Matrizen mit Bild U. (]

2.2 Involutionsprinzip

Angenommen, wir wollen die Elemente einer Menge Sy zdhlen. Idee: Erweitere Sy zu einer
Menge S = STWSeUS~. Finde eine Involution f (Bijektion mit f? = id), so dass

x T €Sy
flx)=9€8S™ xzeS*
€St zeS™

Daraus folgt |S~| = |S*|, daher ist

‘So| = ‘S+ US{]l — ‘S_‘ .
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Beispiel (Catalan-Zahlen): Sei n € N. Wir wollen die Anzahl der Gitterpfade (Lattice Paths)
von (0,0) nach (2n,0), so dass jeder Schritt die Form (1,1) oder (1, —1) hat, und so dass die
Pfade nie unter die 2-Achse reichen.

€S

]

c St 2n

€S

Wir setzen
e Sy die Menge der giiltigen Gitterpfade,
e ST US, die Menge aller Pfade ohne die z-Achsen-Einschrinkung,

e S~ die Menge der Gitterpfade von (0, —2) nach (2n,0) mit den erlaubten Schritten.

1S+ U S| = (2”>
n

da man aus den 2n Schritten diejenigen wéhlen kann, die nach oben gehen, und

L 2n
1= ()

da jetzt n + 1 nach oben und n — 1 nach unten gehen.

Es ist

Sei S = ST USyUS™. Definiere f: S — S wie folgt:
o falls P € Sy, dann f(P) = P.

e falls P € S*, dann reflektiere den Pfadteil bis zum ersten Vorkommnis von y = —1 an
der Linie y = —1. Damit ist f(P) € S™.

e falls P € S—, analog, also f(P) € ST.

1 2n

Offensichtlich ist f? = id, also ist f eine Involution und wir erhalten

si= () - (1)
_ (2n)! (2n)! (2n)!

T T o T e T TR LR

- n!((sz)!l)! - nil (2:)
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Beispiel (Vandermonde-Determinante): Wir zeigen mittels Involutionsprinzip, dass fiir die Van-
dermonde-Determinante gilt

1 ... 1
T Tn
. = H(wj )
: j>i
n—1 n—1
L L

Die linke Seite ergibt (mit n! Summanden)
Z signo - a;‘lf(l)_l A
UES’n

Rechts steht

n
S (-1, a1+...+an=(2),

wobei m die Anzahl der Male ist, dass der zweite Summand ausgew#hlt wurde. 2(3) Summanden.

Ein Turnier (Tournament) ist eine Orientierung des vollstdndigen Graphen auf [n], wobei eine
Kante i — j bedeutet, dass ¢ gegen j gewinnt.

2/ 3\4

NS

Ein Turnier heifit transitiv, falls aus Kanten ¢ — j und j — k eine Kante i — k folgt.

Falls ein Turnier eine Kante ¢ — 5 hat mit ¢ > j, dann ist das Vorzeichen der Kante +1,
ansonsten —1.

Wir definieren a; als den Ausgangsgrad von Knoten ¢, dh. die Anzahl der Siege von i.

Das Gewicht eines Turniers ist das Produkt der Gewichte der Kanten,

an

a1 az
xl .x2 -..xn.

Das Vorzeichen des Turniers ist das Produkt der Vorzeichen der Kanten, dh.

(_1)Anzah1 Siege des zweiten Teams

Rechts steht also
Z sign(7T") weight(7T'),

Turnier T
links
Z sign(T") weight (7).

transitives Turnier T’

Wir brauchen eine Involution f auf der Menge aller Turniere, die transitive Turniere fix lésst,
fiir die sign(f(T)) = —sign(T) sowie weight(f(T)) = weight(7T) gilt. Das wiirde die Formel
beweisen.
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Falls T' transitiv ist, setze f(T") = T. Falls T nicht transitiv ist, dann gibt es ¢ # j mit a; = a;
(ansonsten gébe es eine Permutation o von [0,n — 1] mit a; = 0y, also ist das Turnier transitiv,
Widerspruch).

Wihle ip minimal, so dass es j mit a;, = a; gibt. Dann wihle jo minimal, so dass jo > 79 und
Qjq = Gj,-

OBdA gibt es eine Kante ig — jo. Betrachte die drei Knoten ig, jo, k. Es gibt vier verschiedene

Situationen:

k k k k
O [ -
o ,Jo o _ ,Jo o _ ,Jo o, Jo

Die letzten beiden Situationen sind “langweilig”. Die Anzahl der Vorkommnisse der zweiten
Situation ist gleich der Anzahl der Vorkommnisse der ersten Situation plus 1 (ansonsten wire
ai, = aj, falsch).

I II II1 IV

f kehrt nun die Richtung aller drei Kanten in den ersten beiden Situationen um.

Es gilt
weight(f(7T')) = weight(T), sign(f(T)) = —sign(7T),

und f ist eine Involution.

2.3 Gessel-Viennot-Lindstrom-Lemma

Sei (V, E) ein gerichteter azyklischer Graph (keine gerichteten Kreise). Seien {A1,..., A,} und
{Bi,..., By} zwei Teilmengen von V' von Kardinalitét n (nicht notwendigerweise disjunkt).

Jede Kante e hat ein Gewicht w(e). Das Gewicht eines Pfades von A; nach A; sei das Produkt
der Gewichte der Kanten.

Ein Pfadsystem P ist eine Permutation o € S, und ein n-Tupel von Pfaden (P,...,P,), so
dass P; ein Pfad von A; nach B,;) ist.

Eine Pfadmenge heifit knotendisjunkt (vertex disjoint), wenn keine zwei Pfade einen gemein-
samen Knoten haben. Das Vorzeichen einer Pfadmenge ist das Vorzeichen der zugehérigen
Permutation, das Gewicht der Pfadmenge ist das Produkt der Pfadgewichte.

Definiere auflerdem

mgj 1= Z Weight(P), M = (mij)1§i7j§n.
P Pfad von A; zu B;

Lemma 2.9 (Gessel-Viennot-Lindstrom): Mit der obigen Notation ist

det M = Z sign(P) weight(P).
P knotendisj. Pfadmengen

Anmerkung: Betrachte einen bipartiten Graphen mit dem Gewicht m;; der Kante von A; nach
Bj, alle Kanten von links nach rechts.
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Dann besagt das Lemma

det M =) sign(0)mas(1) = Mg (n)s
aGSn

die {ibliche Determinantenformel ist also ein Spezialfall dieses Lemmas.

Beweis:

det M = > sign(a)ﬁ< > weight(Pz‘))

TESn =1 “Pi:A;—Bg)
n
= Z sign(o) Z Hweight(Pi)
0ESH (Pryee,Pn) =1

Pi :AiHBo'(i)

= Z sign(P) weight(P).

P Pfadsystem

Wir miissen die Eigenschaft der Knotendisjunktheit noch einbringen. Definiere eine Involution
f auf der Menge von Pfadsystemen. Sei P = (o, (Py,...,P,)).

e Falls P knotendisjunkt ist, setze f(P) = P.
e Ansonsten:
1. Wihle ¢ minimal, so dass sich P; mit einem anderen Pfad schneidet.

2. Wihle einen Knoten x von P; minimal (beziiglich der Distanz von der Quelle des
Pfads), so dass P; in = einen anderen Pfad schneidet.

3. Wihle j > ¢ minimal, so dass sich P; mit P; in = schneidet.

Ajo—s — — Bog)
Pj, Pj b, P

P! ist also zwischen A; und z gleich P;, danach zwischen z und B (j) gleich Pj, und

umgekehrt. Auerdem P] = P, fiir k ¢ {i, j}. Dann setze
f(P)=((i,j)oo,(P,...,P))).
Es gilt
sign(f(P)) = —sign(P), weight(f(P)) = weight(P),

und f ist eine Involution. O

Beispiel (Rhombische Tilings eines Hexagons): Wie viele mogliche Konfigurationen gibt es, je
zwei benachbarte Dreiecke in dem Hexagon zu Rhomben zu kombinieren, so dass das Hexagon
vollstandig abgedeckt ist?

Beispiel: Ein mogliches Tiling ist folgendes:
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Es gibt eine Bijektion zwischen den Konfigurationen zu den knotendisjunkten (kreuzungsfrei-
en) Pfadmengen von {A1, Ay, A3} nach {Bj, Be, B3} (die Identitdtspermutation ist die einzige
Permutation, die zu knotendisjunkten Pfaden fiihrt), mit der Abbildungsvorschrift

Jepg Qey <&

Beispiel: Das obenstehende Tiling wird auf diese Pfade A; — B; abgebildet:

Ay By

As Bs

<<§

Das Gewicht ist immer 1. Laut dem Gessel-Viennot Lemma ist

det M = Z 1 = Anzahl knotendisjunkter Pfadmengen

knotendisj.
Pfadmengen

= Anzahl rhombischer Tilings.
m;; = Anzahl Pfade von A; nach B; (ohne Einschrénkungen)

By
By
Bs

Aq

A
As

Die Koordinaten in diesem Koordinatensystem sind dann
Ai=(i—1,1—14)
Bi=n+j—-1n—-j+1)
Bj—Ai=(n+j—in—j+1i).
Von den 2n Schritten sind n 4+ j — ¢ nach rechts. Damit ist

2n
My —
i n+j—i )



und die Anzahl der Konfigurationen ist daher

n—1 .
2n &
(055 )) e - T

Hinweis zur letzten Umformung: leichter ist

o ((05)) -

Jj=0
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Kapitel 3

Enumeration von Mustern

3.1 Symmetrien und Muster

Beispiel (Halsketten): Wir betrachten Halsketten mit n Perlen in r Farben.

Fiir n =4 und r = 2 gibt es beispielsweise 6 verschiedene Ketten (Rotationen sind erlaubt).

SRORGRGRERG

Der Einfachheit halber ist Spiegelung verboten. Wir wollen die Anzahl der verschiedenen Muster
(Konfigurationen) zéhlen.

Beispiel (Wiirfel): Wir farben die sechs Flichen eines Wiirfels in r Farben. Erlaubt sind Rota-
tionen an allen drei Symmetrieachsen.

Beispiel (Alkohole): Wir zdhlen die Anzahl einfacher azyklischer Alkohole. Diese Alkohole ha-
ben eine HO-Gruppe sowie C- und H-Molekiile, siehe Beispielabbildung.

Wieder gibt es einige Symmetrien.

Definition 3.1 (Gruppenwirkung (Group Action)): Sei X eine Menge, G eine Gruppe. Eine
Gruppenwirkung ist ein Gruppenhomomorphismus von G nach S(X),

S(X) ={m: X — X | 7 bijektiv}.

Sei 7 diese Wirkung, ¢ € G, = € X. 7(g) ist eine Permutation von X, 7(g)(x) ist auch ein
Element aus X. Wir schreiben der Einfachheit halber gz fiir 7(g)(z).

Definition 3.2: Sei G eine Gruppe, die auf x operiert. Dann definiere fiir z € X den Orbit
von x unter G,

Iz{gaz’gEG}

31



und den Stabilisator von x
G.={9€G|gz=ua}

Umgekehrt sind die Fixpunkte von g € G
Xg={z € X |gz=ua}.

Fiir z,y definiere die Aquivalenzrelation z ~g y < 3g € G : gr = y. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen ist

X/ ~g= {f‘ x e X}
Anmerkung: ~¢ ist eine Aquivalenzrelation. T ist die Aquivalenzklasse von z.

Wir betrachten im Folgenden eine Gruppe G, die auf einer Menge N operiert. Fiir eine Menge
R von Eigenschaften (oben: Farben) sei

F={f| N - R}

Wir definieren eine zusétzliche Gruppenwirkung auf F: Fiir g € G, f € F definieren wir gf € I
durch

gf ==fog™ ',  gf(x)=flg”"(2)).

Das ist ein Homomorphismus: Sei g, ¢’ € G. Dann ist

(99)f=folgg) ' =folgd " -g7"
=(fog Nog'=g(fod™)
=9(d'f).

fraf ©39eGigf=f & f=fog "
Uns interessiert die Anzahl der Orbits von F' in Bezug auf diese Wirkung.

Beobachtung zu Gruppenwirkungen: Fiir eine endliche Gruppe G, die auf einer endlichen Menge
X operiert, gilt

DICEED 35 SEEID SINED 3D SEE SiEAl

zeX rzeX geG geG,xeX geG zeX geG
gr=x gr=x gr=x

Lemma 3.1: Sei GG eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge X operiert. Fir z € X
gilt
_ 1G]

7| =
= 1a]

(=[G : Gg]).

Beweis: Betrachte die Folge (g9x)4ec (|G| Elemente).
Wann gilt gx = hx fiir g,h € G? Es ist

gr=kxr & hlgr=2 & hlgeqG,.
Jedes Element gz wird also genau |G| mal in der Folge erreicht. Also
G| =[] - |Gl O
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Satz 3.2 (Burnsides Lemma): Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge X

operiert. Dann gilt
1
[ X/ ~| = el > 1Xql.
geG

Der linke Ausdruck ist dabei die Anzahl der Orbits bzw. Muster, der rechte die durchschnittliche

Anzahl von Fixpunkten.
Beweis (Durch Frobenius): Fiir die Summe gilt

1 1 1
Xyl = — Gac - irp—r

@g reX

1 1
=2 X m- X Xpn- X =
MeX/~zeM MeX/~zeM MeX/~

Wir konnen die eingangs formulierten Fragen also durch Berechnen von |X,| fiir alle g € G

beantworten.
Beispiel (Halsketten, Teil 2): G = ({), wobei

= ()

primitive n-te Einheitswurzel. Weiters N = (() alle n-ten Einheitswurzeln.

G operiert auf N durch komplexe Multiplikation, dh. Rotation,
F={f:N—Ir]}.

G operiert auf F' wie oben definiert.

Fiir jedes g € G miissen wir |Fy| bestimmen.

e Fall g =1:
(Bl ={f: N[ f=r}=r"

e Allgemeiner Fall: g = ¢¥,
Fy={f:N=[]|fog™ =
={f: N = [r]|x=g""(y) fiwx zwei 2,y € N, dann f(z) = f(y)}.

Wann gilt z = g~ !y? Wir kénnen x,y schreiben als
v=¢ y=¢

r=gly Ck:C_“Ce S k=/—a modn & a=/¢—k modn.

Falls

T = (_g)b Y,
dann f(x) = f(y). Wir brauchen auch f(z) = f(y), falls ba = ¢ — k mod n fiir ein b.
Setze d = ggT(n,a). Dann d | £ — k.

{—k
d

mod

a3

b-

ale



Also: Falls k = ¢ mod d, dann finden wir b, so dass = = (g_l)b (y), dh. f(x) = f(y).

Wir diirfen nur Farben fiir ¢°, ¢!, ..., (%! aussuchen,

|Fy| = regT(n.a) g =%

Die Anzahl der Patterns ist also gegeben durch

1 1 n—1
Anzahl Muster = - Z |Fy| = - Z ‘Fck‘
e a=0

1n_1 ggT(n,a) 1 d
ma =00 )
a=

dln  0<a<n
ggT(a,n)=d

Seia=0b-d.

1 d
=-> " >, 1
dln 0<b<
geT(bn/d)=1

a2 (3)

Uberpriifung fiir n = 4,r = 2:

% (2'0(4) +2%p(2) + 2'(1)) = 3(4 +4+16) = % = 6.

3.2 Podlya-Counting

Soll einfacher und allgemeiner werden als obige Methode.

Fiir jedes r € R fiihren wir eine Variable x, ein; das Gewicht einer Farbung f : N — R ist

definiert als
w(f) = ] =)
JEN
Angenommen f ~¢g f', dh. f' = fog™ L

w(f) = 11 zro) = 1 2700y = 11 270y = w()-

JEN JEN JEN

Fiir jedes Muster M € F/ ~ ist w(f) gleich fiir alle f € M. Definiere also das Gewicht eines
Musters M als

w(M) = w(f).

Uns interessiert die (endliche) erzeugende Funktion



Extrahiere |F/ ~| durch z, = 1 fiir alle r, oder beispielsweise die Anzahl der Halsketten mit

zwei roten Perlen als Koeffizient von 2, in

Z w(M).

MEeF/~

Definition 3.3 (Zyklenindex, Cycle Index): Sei G eine endliche Gruppe, die auf N operiert,

|N| = n, Unbestimmte (z1,..., 2z,). Definiere den Zyklenindex
Z(G5z1,. ..y 2n) GZ . n(9),
el =

Dabei bezeichnet c,...,c, den Zyklentyp der Permutation g, ¢;(g) ist also die Anzahl der

j-Zyklen der Permutation g in N.

Satz 3.3 (Pdlya, Redfield): Die endliche Gruppe G wirke auf der endlichen Menge N und

damit auf F:= {f : N — R}, alle Muster M € F/ ~¢ seien endlich. Dann gilt
Z w(M):Z(G;Zxr,Zx%,...,fo)
MeF/~ reR reR reR

Insbesondere ist
|[F/ ~| = Z(G;|R|,|R],...,|R]).

Beweis: Sei M € F/ ~. G operiert auf M. Burnsides Lemma ergibt fiir M
= 1a - Z =g X1
geG  feM
fog=t=f
Multiplikation mit w(M) ergibt

CaE T

geG  feM
fog~l=f
1
S oe-gE ¥ X s ¥ o
MEeF/~ €G MeF/~ feM geG feF
fog~t=f fog~t=f

Sei g € G fix. Sei c1(g),...,cn(g) der Zyklentyp von g. Was bedeutet f o g=!
(a,ga,ga?,...,g° ta) ein j-Zyklus von g. Die Bedingung f o g~ = f bedeutet, dass

fla) = f(ga) = f(g°a) =

f ist also konstant auf jedem Zyklus. Wihle also eine Farbe fiir jeden Zyklus.

S wn=(Xa) () (X))

fer reR reR reR
fog='f=f
1 c1 c2 Cn
> 0= () (54) ~(5)
MEeF/~ €G “reR reR reR
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Beispiel (Halsketten, Teil 3): Wir brauchen
1 c1(g) cn(g)
Z(G,Z1,...,Zn)=@221 coe g9
geG

Sei g = (* € G. Ein Zyklus von g hat die Form

<<k, chra cht2a 7Ck+(d71)a)
mit
=" o k+da=k modn < da=0 mod n,
d > 0 minimal.
Wir sehen bereits, dass
calg) ==, ¢ =0fir j#d.

7 Zyklen der Linge d und sonst nichts. Also weiters

a n n
=t e nldo o ggT(n,a) 4 ggT(n,a)  ggT(n,a) [d & d= ggT(n,a)’
Also erhalten wir
2(6) = 157 st _ 1§ o S 1= 1Y)
n din ‘ 0<a<n " ¢ o

ggT(n,a)=%5
Folglich
1 n
)~ = = 3,

dn
Beispiel (Wiirfel, Teil 2): Zahlen die Drehungen eines Wiirfels nach ihren Drehachsen:
e 1 Identitét, ¢c; =6
e 3 gegeniiberliegende Seiten
— Drehung 90°: ¢; = 2,¢4 = 1.
— Drehung 270°: ¢; = 2,¢c4 = 1.
— Drehung 180°: ¢; = 2,¢c9 = 2.
e 6 gegeniiberliegende Kanten
— Drehung 180°: ¢ = 3
e 4 gegeniiberliegende Ecken
— Drehung 120°: ¢3 = 2
— Drehung 240°: ¢3 = 2
Berechnung:

1
Z(G, 21, .. 2n) = 21 (20 + 62724 + 32725 + 625 +823) .
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Beispiel (Alkohole, Teil 2): Wir betrachten weiterhin einfache azyklische Alkohole, allerdings
abstrahiert als terndren Wurzelbaum (jeder Knoten ist entweder Blatt oder hat drei Kinder). Die
Reihenfolge der Kinder ist irrelevant (Baum ist nicht planar). Die OH-Gruppe ist die Wurzel,
Bléitter sind H-Molekiile, innere Knoten sind C-Molekiile.

Wir setzen also
N ={1,2,3}
G=25;
R=AT ! T nicht-planarer terndrer Wurzelbaum}

Wir haben also unendlich viele Farben und weisen einem Alkohol als Farbung die Farben seiner
drei Kinder zu.

Zu jedem T € R definieren wir . .
Ty = l‘# Nicht-Blatter in T
dh. falls ein Alkohol f den Baumen 17,75, T5 entspricht, haben wir

# Nicht-Blatter in T1+T2+T3 _ 33(# Nicht-Blétter in 7)—1

)

w(f) = I TTXTy = &

M Muster
Sei A(x) die erzeugende Funktion von nicht-planaren ternidren Wurzelbdumen,

Az) = Z(# n.-p. t. W.-biume mit k Nicht-Blittern) - z*.
k>0

L4z > wM)=A@),

M Muster
wobei 1 fiir den Baum mit Ordnung 1 dazukommt.

1
Z(S3,21,22,23) = 6 (zi3 +3-21220+2- Z3)

mit Summanden fiir id, 2-Zyklen und 3-Zyklen, resp. Pdlya ergibt

Alz) =1+z ) w(M)
M

=1 +;UZ<S’3, Z T, Z :U%, Z x%)

TeR TeR TeR
=1+ 2Z (S3,A(x), A(z?), A(z%))

—14 % (A(2)? + 3A(z) A(2?) + 24(2%))
Wir haben also eine Funktionalgleichung fiir A(z) erhalten. Einzelne Koeffizienten kann man
rekursiv extrahieren, auch erhilt man asymptotische Information.

Alternativ kann man auch einen rein auf erzeugenden Funktionen basierten Ansatz wéhlen
(“symbolische Methode”).

Sei A die Menge aller non-planaren d-adischen Wurzelbdume. Sei A,, die Anzahl solcher Badume
mit n inneren Knoten (d.h., Nicht-Bléttern).

A(z) = Z Apx”.

n>0
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Wir betrachten Multisets von Baumen und zidhlen die Kardinalitdt der Multisets mit einer
neuen Variable u. Es sei A, die Anzahl von Multisets der Kardinalitit & iiber A mit insgesamt
n inneren Knoten. Dann gilt fiir die bivariate erzeugende Funktion

Z Ankukfn — H (1 _ Ul‘# Innere Knoten von T)—l

n,k>0 TeA
o0 oo
= H H (1 —ux™ H (1 —ux™
m=0 TeA m=0

T hat m innere Knoten

Wir kénnen nun die Elemente von A folgendermafien symbolisch darstellen:

A= o + N

Damit ergibt sich (wir bendtigen also Multisets der Kardinalitit d)

Alz) =1+ afu] [T (1 —uam) A
n=0
=1+ z[ul]exp (Z —A; log(1 — u:c”))

n=0

Wegen —log(1 —2) = Y0, &
— 1+ zfuf] exp (ZA ; )
=1+ z[u?] exp (Z % 3 An(xk)x")

E>1 " n>0
=1+z[u exp (Z —A(x )
k>1
Setze d = 3 fiir unsere Anwendung.
3 u u? ooy, W s
A(z) =1+ z[u’] exp <1A(:n) + ?A(m )+ EA(Z' )>

=14 T (A +3A(@)AR?) +24()
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Kapitel 4

Ramsey-Theorie

4.1 Fundamentale Ramsey-Sitze

Beispiel (“Ubliches Spielzeugbeispiel”): Eine Party mit 6 Personen; dann gibt es entweder drei
Personen darunter, die sich gegenseitig kennen, oder drei Personen, die sich gegenseitig nicht
kennen.

Aquivalent dazu: Sei G ein Graph mit 6 Knoten. Dann enthélt G eine 3-Clique (K3 als Teilgraph)
oder eine 3-Anticlique (das Komplement von G enthélt K3). Dabei ist K, der vollstindige Graph
mit n Knoten.

Aquivalent dazu: Férbe die Kanten von Kg jeweils blau oder rot. Dann gibt es immer entweder
ein rotes oder ein blaues Dreieck.

Definition 4.1: Sei s, > 2. Dann ist R(s,t) definiert als kleinstes n € Z, so dass jeder
Graph mit n Knoten eine s-Clique oder eine ¢-Anticlique enthélt (Ramsey-Zahl). Abkiirzend ist
R(s,s) = R(s). Farb-Bezeichnung: s blau, t rot.

Beispiel: Aquivalent zu obigen Beispielen ist also R(3,3) < 6.
Beweis: Wahle einen Knoten = in Kg. OBdA gehen von x drei blaue Kanten aus, zu Knoten
v1, V9, v3. Falls K¢ kein blaues Dreieck enthilt, dann miissen vivo, vovs, v3v1 rot sein, fertig.

Satz 4.1 (Erdds, Szekeres 1935): Sei s,t > 2. Dann gilt
R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1).

Insbesondere gilt R(s,t) < oo und

R(s,t) < (ttiz 2).

Beweis: Betrachte zuerst den Fall s = 2. Offensichtlich gilt

R(2,1) =t = G)

denn entweder es gibt eine blaue Kante (K» blau), oder alle Kanten sind rot, das enthélt K
fiir n > t¢.
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Induktion nach s + ¢: Angenommen,

s+t—3 s+1t—3
—1,t) < t—1) < .
-1 (1) mee-n< ()

Sein = R(s—1,t) + R(s,t — 1) und betrachte K. Sei x ein Knoten von K, und K, blau und
rot gefdrbt. Wir suchen also einen blauen K oder einen roten K; in K,. Der Grad von x ist

deg(x) =n—1=R(s—1,t) + R(s,t — 1) — 1.
Sei ny die Anzahl der zu z inzidenten blauen Kanten, no analog die der roten.
Es kann nicht ny < R(s — 1,t) und ng < R(s,t — 1) sein, denn dann wire
ni+mn2 <R(s—1,t) -1+ R(s,t —1)—1=n—2,

Widerspruch zu deg(z) =n — 1.

OBdA sei n; > R(s — 1,t). Der von den Nachbarn von x aufgespannte Graph enthilt dann
entweder einen blauen K _; (blaue Kanten zu x hinzufiigen fiir blauen K,) oder einen roten
K;.

Also gilt
s+t—3 s+t—3 s+t—2
t)<n= —1,t t—1) < = . O
R(s,t) <n=R(s—1,t)+ R(s, )_<5_2>+<S_1> <8_1>
Im Speziellen gilt
25 — 2 228—2
R(s,s) < ( ° ) < .
s—1 NG
Wir werden (im folgenden Kapitel) zeigen
R(s,s) > 2°/2.
Definition 4.2: Sei ¢ > 2, s1,..., sy > 2. Dann ist Ry(sq,. .., s¢) definiert als kleinstes n € Z, so

dass es fiir jede Farbung des K, mit ¢ Farben ein j € {1,... ¢} gibt, sodass es einen j-gefiirbten
Teilgraphen K, gibt.
Die in Definition 4.1 definierte Ramsey-Zahl R(s,t) ist also nach dieser Notation R(s,t).
Korollar 4.2: Sei £ > 2, s1, ..., s > 2. Dann ist Ry(s1,...,s¢) endlich.
Beweis: Induktion nach #.

e Basis ¢ = 2 ist bekannt (Satz 4.1).

e Es gilt

Rg+1(51, ey Sg+1) S Rg(RQ(Sl, 52), 8350y Sg_,_l).

Wir identifizieren zunéchst zwei Farben, dann K, der Farbe j fiir j > 3 (gewonnen)
oder Ra(s1, s2)-elementiger vollsténdiger Graph der identifizierten Farbe, der anschlieffend
aufgeteilt wird.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 4.3 (Erdds, Szekeres, 1935 + 1960): Seien k, ¢ > 2.
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1. Jede Menge mit mindestens
k+0¢—4 41
k—2

Punkten in R? in allgemeiner Lage (keine zwei Punkte mit gleicher x-Koordinate) enthélt
ein k-Cup oder ein ¢-Cap. (Eine Menge von Punkten (z1,1),..., (g, yx) in allgemeiner
Lage heifit k-Cup, falls es eine konvexe Funktion h gibt, so dass y; = h(x;). Analog ¢-Cap

mit konkaver Funktion).
k+¢—4
k—2

Punkten in R? in allgemeiner Lage, die weder k-Cup noch /-Cap enthilt.

2. Es gibt eine Menge mit

Beweis: Wir setzen
k+0—4
k,0) =
p(k, 0) ( 9 >

und halten fest, dass p(k, ) = ¢(k — 1,¢) + p(k, ¢ —1).

1. Sei k = 2. Zwei beliebige Punkte bilden bereits einen 2-Cup, und

240—4
1=2.
()

Sei nun k > 2, £ > 2. Angenommen, jede Menge von ¢(k —1,¢) + 1 Punkten enthélt einen
(k —1)-Cup oder einen ¢-Cap, und jede Menge von ¢(k,¢ — 1) + 1 Punkten enthilt einen
k-Cup oder einen (¢ — 1)-Cap (Induktion).

Sei S eine Menge von Punkten mit Kardinalitit ¢(k, £)+1. Angenommen, S enthélt weder
k-Cup noch ¢-Cap. Definiere L als die Menge der letzten Punkte von (k — 1)-Cups in S.
S\ L kann also keinen (k — 1)-Cup enthalten (sofern es kein k-Cup in S war, wére das
letzte Element in L und daher aus S entfernt worden). S \ L enthélt keinen ¢-Cap. Also

muss
IS\ L| < p(k—1,0).
|L| =1|S|—|S\L| > ok, l)+1—@k—1,0) =p(k,{—1)+ 1.
Also muss L ein (¢—1)-Cap enthalten, ansonsten gébe es einen k-Cup in S. Sei g1, ..., q—1

ein ({ —1)-Cap in L. Da ¢; € L, muss ¢ das letzte Element eines (k — 1)-Cups sein,
P1,-- s Pk—1 = q1-

Falls die Steigung von (pg_2,q1) kleiner ist als von (¢1,¢2), haben wir einen k-Cup
P15y Pk—1 = 41,42,
Widerspruch. Andernfalls haben wir einen ¢-Cap
Pk—2,Pk—1 = q1,---,q0-1,

Widerspruch.

2. Wir konstruieren rekursiv Mengen Sy, = {(1,41),...,(n,yn)} mit n = ¢(k, ¢), die weder
einen k-Cup noch einen ¢-Cap enthalten.
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Zwei Mengen: Sj_1 ¢ sowie, nach rechts und weit oben verschoben, S ¢—1. Der vertikale
Abstand muss so grofl gewiahlt werden, dass die obere rechte Menge oberhalb aller Geraden
durch irgendwelche zwei Punkte der linken unteren Menge liegt (und umgekehrt).

Angenommen, diese Vereinigung der Punktemengen enthilt einen k-Cup. Da die linke
untere Menge nach Voraussetzung keinen (k—1)-Cup enthilt, miissen zumindest die beiden
letzten Punkte in der oberen rechten Menge sein. Dann muss der gesamte k-Cup oberhalb
der Gerade durch diese Punkte sein. Alle Punkte des k-Cups miissen dann oberhalb dieser
Linie sein, also in der oberen rechten Menge. Widerspruch zu den Annahmen. O

2k —4 41
k—2

Punkten in allgemeiner Lage. Dann enthélt S ein konvexes k-Eck.

Beweis: Es gibt einen k-Cup (oder k-Cap), Schliefen ergibt ein k-Eck. O

Korollar 4.4: Sei S eine Menge von

4.2 Ramsey-Theorie in N

Satz 4.5 (Hilbert 1892): Sei N mit k£ Farben gefdrbt und ¢ > 1. Dann gibt es einen monochro-
matischen ¢-Wiirfel, der unendlich oft verschoben in derselben Farbe auftritt.

Hier heifit eine Teilmenge S C N ein ¢-Wiirfel, wenn es sg, s1, ..., 5S¢ € N gibt, so dass

14
S = {80 +Zéj8j ‘ €5 € {0,1}},
j=1

wobei 5; > 51+ ...+ ;1 flir 1 <5 < /L.

Beweis: Behauptung: es gibt ein N (abhéngig von k und ¢), so dass jede k-Farbung von [N]
einen monochromatischen ¢-Wiirfel enthélt. Das reicht fiir den Satz: partitioniere dazu N in
Intervalle der Lénge N; in jedem Intervall kommt irgendein monochromatischer Wiirfel vor.
Laut Schubfachschluss haben unendlich viele Intervalle einen ¢-Wiirfel derselben Farbe, da es
nur endlich viele /~-Wiirfel im Intervall [N] gibt, muss ein Wiirfel unendlich oft vorkommen.

Beweis der Behauptung mittels Induktion nach £:
e Basis ¢ = 1: ein 1-Wiirfel ist genau ein Punktepaar. Bei N = k + 1 gibt es bereits zwei
Punkte derselben Farbe.
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e Schritt £ — ¢+ 1: Sei n so gewéhlt, dass jede k-Farbung von [n] einen monochromatischen
{-Wiirfel enthélt.

Setze N = kn‘*l. Sei eine k-Firbung von [N] gegeben. Teile [N] in k - n® Intervalle der
Lénge n auf.

Jedes dieser Intervalle enthélt einen monochromatischen /-Wiirfel. Laut Schubfachschluss
gibt es eine Farbe, nenne diese rot, so dass n’ der Teilintervalle einen roten ¢-Wiirfel
haben.

Es gibt héchstens (7;) Auswahlen fiir die Ecken des Wiirfels (abgesehen von der Translation
um sg), also < n! verschiedene Wiirfel. Also gibt es einen roten ¢-Wiirfel, der mindestens
in zwei Intervallen auftritt. Das ergibt einen roten (¢ + 1)-Wiirfel (s;y; ist die Differenz
zwischen beiden Kopien). O

Satz 4.6 (Schur 1916): Fiir alle k& gibt es ein m € N, so dass jede k-Férbung von [m] drei
Elemente x,y, z derselben Farbe enthélt, so dass

z=r+y.

Beweis: Sei n = Ry(3,3,...,3) die minimale Zahl n, so dass jede k-Farbung des vollstindigen
Graphen K, ein monochromatisches Dreieck enthélt.

Setze nun m = n — 1. Sei ¢ : [m] — [k] eine k-Farbung von [m]. Wir betrachten den K, und
farben dessen Kanten wie folgt:

dij)=c(i—j) firi>j,  ij € B(Ky,).
Es gibt folglich ein monochromatisches (rotes) Dreieck im K, mit Knoten h < i < j. Setze
r=1—h, y=7j—1, z=j—h,
dann gilt 1 <z,y,2 <n—1. Es gilt
z=x+vy, c(z) = d(jh) =rot = ' (ji) = c(y) = ... = c(x).

Also sind z,y, z rot und erfiillen z = = + y. O

Satz 4.7 (van der Waerden 1927): Seien k,¢ € N. Dann besitzt jede k-Férbung von N eine
arithmetische Folge der Lénge ¢, die nicht-konstant und monochromatisch ist.

Beweis: Zwei m-Tupel (z1,...,2,) € [0,£™ und (y1,...,Ym) € [0,]™ heiflen ¢-Aquivalent,

wenn sie bis zum letzten Auftreten von ¢ iibereinstimmen, dh. es ein j € {0,...,m} gibt, so
dass
1 =Yy, ..., xj=y;=~oderj=0,
$j+1,...,$m€[0,€*1], yjH,...,ymE[O,f—l].

Das ist eine Aquivalenzrelation. Wir werden die zugehorigen Aquivalenzklassen brauchen.

Aussage S(¢,m): Fiir alle k € N gibt es eine Zahl N = N (¢, m, k), so dass es fiir jede k-Fiarbung
von [N] Zahlen a,dy,...,d, gibt, so dass die Farbe von

m
a+ Z x jdj
j=1
konstant fiir = (z1,...,2,,) aus einer /-Aquivalenzklasse ist.
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Was heifit S(£,1)? Die Farbe von a+x1d; ist konstant auf jeder /- Aquivalenzklasse. Es gibt zwei
Aquivalenzklassen, namlich {(¢)} sowie {(j) | j € {0,...,£—1}}. Somit ist a+ jd; fiir 0 < j < ¢
eine monochromatische arithmetische Folge der Linge ¢ in [N]. Das ist van der Waerden und
damit gesucht.

Wir beweisen S(¢,m) durch eine doppelte Induktion,
e 1. Schritt: aus S(¢,1) und S(¢,m) folgt S(¢,m + 1).
e 2. Schritt: aus S(¢, m) fiir alle m folgt S(¢+1,1).
Basis S(1,1): monochromatische arithmetische Folgen der Lénge 1 gibt es.

1. Schritt: Fiir ein £ und ein m gelten S(¢,1) und S(¢,m). Sei k fest. Wéhle
M = N(t,m,k), M' = N(,1,kM).
Behauptung: S(¢,m + 1) gilt mit
N(,m+1,k) = M- M.

Beweis der Behauptung: Sei ¢ eine Féarbung von [M - M'] mit k Farben. Wir teilen [M - M'] in
M’ Intervalle der Linge M auf. Diese heiflen Iy,..., Iyy.

Es gibt &M mogliche Farbkonstellationen in so einem Intervall.

Wir fiarben [M’] wie folgt durch eine Funktion ¢’ : [M’'] — [kM]. Es gelte ¢/(i) = ¢/(j) < I; und
I; haben die gleichee Farbkonfiguration beziiglich c.

Laut zweiter Induktionsannahme gilt van der Waerden fiir ¢/, es gibt also a’ und ein d’, so dass
d(d +dx)

nicht von z € {0,...,¢ — 1} abhéngt.

Im Intervall I,/ gilt die erste Induktionsannahme, es gibt also a,d, ..., d,,, so dass
m
c <CL + Z djﬂfj)
j=1
konstant fiir (x1,...,2,,) aus einer Aquivalenzklasse ist.

Setze dp,+1 = d'M. Zu zeigen ist

c(a + Z d;jx; +d'Mxm+1> = c<a + Z d;y; +d’Mym+1),

=1 =1
hj,_/ EJ,_/
=:b =:d
falls
(x17 ey xm+1) ~ (y17 o 7ym+1>'

o Fall 1: 41 = Ymy1 = £. Tupel gleich, also Farbe gleich, also fad.

e Fall 2: x,,, 11 < £und Y41 < £, alsoist (z1,...,2m) ~ (Y1, .., Ym), also laut Konstruktion
c(b) = ¢(d). Zu zeigen ist

c(b+dMxyi1) = c(d+d Mymyi1).
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Dabei ist +d' Mz, 11 eine Verschiebung um d'z,,+1 Intervalle, +d' My,,+1 analog eine um
d'ym+1 Intervalle, dh. der erste Wert liegt in Iy i gy, 41> der zweite in Iy ygry, . . Laut
Konstruktion von a’,d" gilt, dass diese beiden Intervalle die gleiche c-Farbkonfiguration
wie I, haben. Also ist

c(b+dMzyi1) =c(b) =c(d) = c(d+ d Mymi1).

Damit ist der erste Induktionsschritt gezeigt.

2. Schritt: S(¢,m) gilt fiir festes £ und alle m. Zu zeigen ist S(¢ + 1,1). Sei k fest, setze M =
2N (0, k, k).

Sei ¢ : [M] — [k] eine k-Férbung von [M]. Laut Induktionsannahme gibt es a, d, . .., dj, so dass
k
C <(I + Z djxj>
j=1
nicht vom Reprisentanten (z1,...,x)) innerhalb einer festen ¢-Aquivalenzklasse abhingt, und

k
M
. <
a+ Z djx; < 5
7j=1
Wir betrachten die Folge

c(a+ Z&g) fiir u € {0,...,k}.
j=1
Laut Schubfachschluss (nur k£ Farben werden angenommen) gibt es 0 < u < v < k mit
c(a + Zﬁdj> = c(a + Zﬁdj).
j=1 j=1
Setze

A:a+§u:£dj, D= Z d;.
j=1

j=u+1
Behauptung: ¢(A + D) ist konstant fiir z € [0, £].

Beweis der Behauptung:

e Fall 1: 0 < x < 4. Das entspricht dem Tupel
,....0x,...,x,0,...,0).
| I e

u v—u k—v

k
c (a + Z xjdj> .
j=1
Diese Tupel sind alle in derselben Aquivalenzklasse, also hier konstant.

e Fall 2: x = £. Es gilt

c(A+ (D) = c<a+é€dj) = c<a+§&zj>

=c(A) =c(A+0D).

Damit sind zweiter Induktionsschritt, Behauptung und Satz gezeigt. (]
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Kapitel 5

Probabilistische Methode —
Zufallsgraphen

5.1 Einfiihrung und einfaches Beispiel

Idee: Falls die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses positiv ist, existiert das zugehdrige Item.
Wir verwenden Wahrscheinlichkeit, um nicht-probabilistische Ergebnisse abzuleiten.

Satz 5.1: Sei & € N. Dann gilt
R(k,k) > 23,

wobei R(k, k) die Ramsey-Zahlen bezeichnet, dh. die minimale Ordnung eines Graphs, so dass
dieser eine k-Clique oder eine unabhéngige Menge der Kardinalitéit k& enthélt.

Beweis: Sei n fix, wir betrachten K,. Die Kanten des K, seien probabilistisch blau und rot
gefirbt, so dass fiir eine Kante e

1
P(e rot) = P(e blau) = 7

Die Farben der Kanten seien unabhéngig.
Sei W eine Teilmenge der Knoten V' (K,,) mit |W| = k. Bezeichne G[W] den von W induzierten
Teilgraph. Dann ist

k

2)

P(G[W] ist rot) <;>( ,

wobei (g) die Anzahl der Kanten von G[W] ist. Weiters

P(G enthilt roten Kj) = P( U Glw] ist rot>

WCV (Kn)
W=k



P(G enthélt monochromatischen Kj) < <Z> 21-(3).

(Z) 21-(3) < 1,

P(G enthilt keinen monochromatischen Kj) > 0,

Falls

dann ist

es gibt also eine Farbung der Kanten von K,,, die keinen monochromatischen K enthélt. Folglich
ist

R(k,k) > n.
Sei jetzt n < 25/2. Dann
k k2/2 2
n 1— k n 1_’9(’9*1) 2 1_k7_,’_5 . 4
<k>2 R R
fiir £ > 5. Auch fiir kleine k£ stimmt die Aussage,
R(3,3)=6>2%%  R(4,4) > 4. O

5.2 Methode des ersten Moments

Wir nehmen an, dass unsere Variablen endliche Erwartungswerte haben.
Lemma 5.2: Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Dann ist
P(X >E(X)) >0

und

P(X <E(X))> 0.
Beweis: Beobachtung: Falls Y > 0 eine Zufallsvariable ist, ist auch E(Y) > 0.
Beweis der Beobachtung aus mafitheoretischer Sicht: Der gesamte Mafiraum ist gleich
1
U {Y > } :
n
neN
1
1=P( )= EIn:]P(Y>> >0
n

Unter Verwendung von Iversons Notation ist

s 5 (v [rs2]) s 2a(frs 1)) = e (v> 1) >0

Angenommen P(X > E(X)) = 1. Dann ist
E(X)=E(X -[X > E(X)])
— B((X — E(X)) [X > E(X)]) + E(X)P(X > E(X))
—_—

>0
> E(X)P(X > E(X)) > E(X),

Widerspruch. Also ist
PX >E(X)) <1 = P(X <E(X)) > 0. O
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Lemma 5.3: Sei X eine Zufallsvariable auf Ny mit endlichem Erwartungswert. Dann ist
P(X > 0) <E(X).

Beweis:

=Y k-P(X=k >) PX P(X > 0). O

k>0 k>1
Beweis (Beweisvariante fiir Satz 5. 1) Wir féarben wieder die Kanten von K, rot und blau,
unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit 5
X,, = |{monochromatische K} in K, }|
= Z [G[W] monochromatisch].

WC Knoten
W=k
P(X, > 0) ZIP’ W] monochromatisch) = " 21*(126),
k
weiter wie oben. O

Anmerkung: Wir haben also aus den Sétzen 5.1 und 4.1 die Schranken

Leider sind % und 2 die besten bekannten Koeffizienten im Exponenten.

Satz 5.4: Sei vy,...,v, € R" mit [jvj[|, = 1. Dann gibt es (e1,...,e,) € {£1}", so dass
lervr + ... 4+ eqvn| < Vn,

und es gibt andere (e1,...,e,) € {£1}", so dass
le1vr + ... + envnll > Vn.

Beweis: Sei (e1,...,ey,) € {£1}" gleichverteilt,

Sei

= leror+ ... envnlly =D i (vi v5).
.3

Dann ist der Erwartungswert von X

E E(eie;) - (vi,vj)

_Z Z 5] Uz,?}g —l—ZE 'Uz,Uz =n.

i=1 j= 1,]751 0 :1

Wegen Lemma 5.2 ist P(X >n) >0, P(X <n)>0. O
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Satz 5.5: Sei G ein Graph von Ordnung n mit m Kanten, m > 5. Dann ist

2
a(G) > n—,

m

W

wobei a(G) die Independence-Zahl von G ist, dh. die maximale Kardinalitdt eines Independent
Sets.

Beweis: Wir wéhlen zufillig eine Teilmenge S der Knotenmenge von G, wobei jeder Knoten
von G unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p ausgewéhlt wird, wobei

n
P=on

Sei X die Kardinalitdt von S und Y die Anzahl der Kanten in G[S].

n2

E(Y) = Z E(beide Enden von e sind in S)

e€E(G)
2
n
=2 AF=mt=gy
m
e€E(G)
2 2 2
E(X — ):L_L: n

Laut vorigem Lemma ist

Es gibt also ein S C V(G) mit

n2
dm’

S| = |E(GIS])] =

Fiir jede Kante in G[S] entfernen wir einen Endpunkt aus S. Im schlimmsten Fall entfernen wir
einen Knoten pro Kante, dh. wir erhalten ein Independent Set mit Kardinalitat > %. O

Satz 5.6 (Erdds 1959): Fiir alle positiven k, ¢ gibt es einen Graph mit chromatischer Zahl
X(G) > k und Taillenweite girth(G) > ¢. Die Taillenweite von G ist die minimale Lénge eines
Kreises in G.

Anmerkung: Ein Graph mit grofler Taillenweite hat lokal die Form eines Baums. Ein Baum ist
bipartit mit chromatischer Zahl < 2. Daher ist obiges Ergebnis etwas unerwartet.

Beweis: Sei

n ist grof, siehe unten. Sei G ein Zufallsgraph auf [n], wobei jede Kante mit Wahrscheinlichkeit
p unabhéngig ausgewahlt wird.
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Sei X die Anzahl der Kreise mit Liange < £ in G.

E(X)

500 22 (x> 3]

E

¢
Z Z Z [C' Teilgraph von G]

=3 WC|n] Zyklen CCW
|W|=i |C|=i

( )

also ist die Wahrscheinlichkeit fiir viele kleine Kreise

P (X > g) = o(1).

Wir haben
G < X(G) - a(G)
wegen
|G| = Z |{Knoten von Farbe C}| < x(G)a(G).
Farbe C' <a(@)
Nun gilt
P(a(G) > a) =P (35 C [n] | |S| = a mit S Independent Set)
< Z P(S ist Independent Set)
SCln]
|S|=a
S o = ( ><1 _p)®
SCin] ¢
|S|=a

IN

a—1

)

Verwendet wurde noch exp(z) > 1+ « fiir z € R.

Wir wollen, dass




und setze

Uberpriife, dass

Dann ist
) =o0(1) n — 0o.

Damit ist
IP’(oz(G) > q oder X > g) <1
IP’(a(G)<aundX<g> > 0.
Also gibt es einen Graphen der Ordnung n, so dass
a(G)<a und X < g

Entferne einen Knoten aus jedem kurzen Kreis (Kreis mit Linge < ¢), wir erhalten also einen
neuen Graph G* mit Ordnung > 5 und

Wir haben also

und fiir grofle n

5.3 Eigenschaften fast aller Graphen

Bis jetzt: deterministische Resultate iiber probabilistische Methode. Aber warum sollten wir
nicht gleich probabilistische Resultate selbst betrachten?

Definition 5.1: Sei p : N — [0, 1] (reelles Einheitsintervall), G(n,p) der Wahrscheinlichkeits-
raum der Graphen der Ordnung n, wobei jede Kante unabhéngig und mit Wahrscheinlichkeit p
eintritt.

Eine Eigenschaft P gilt fiir fast alle Graphen G(n, p), wenn

lim P(G hat Eigenschaft P) = 1.

n—0o0

Analog heifit “fiir fast keinen Graphen in G(n,p)

lim P(G hat Eigenschaft P) = 0.

n—o0
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Proposition 5.7: Sei p € (0,1) konstant, H ein fester Graph. Dann enthalten fast alle G €
G(n,p) eine isomorphe Kopie von H.

Beweis: Sei k = |H|. Fiir n > k und U C [n] Teilmenge der Knoten mit |U| = k ist
P(GU)~H)=r

fiir ein passendes r € (0,1), wobei G[U] der von U induzierte Teilgraph von G ist. Dieses 7 ist
fix und unabhéngig von n. Dann ist

P(keine Kopie von H in G) <P(G[{1,...,k}] #HANG[{k+1,....2k}] 2 HA...)

[n/k
= [[Ta-rn=0-nH,
J=1
und
Tim (1 - ryl/kl = o, O

Lemma 5.8: Seien ¢, j € N. Die Eigenschaft P;; sei, dass es fiir alle Teilmengen U C V(G) mit
|U| < ¢ und fiir alle Teilmengen W C V(G) mit |W| < j einen Knoten z € V(G) \ (U U W)
gibt, so dass x zu allen Knoten in U adjazent ist und zu keinem Knoten in W.

Fiir konstantes p € (0, 1) haben fast alle Graphen in G(n,p) die Eigenschaft P;;.

Beweis: Vorlaufig seien U, W fest und z € V(G)\ (UUW). Bezeichne x als gut, wenn x adjazent
zu allen Knoten in U und keinem in W ist. Dann ist

P(x ist gut) = plVlg"l > pip/

wobei ¢ =1 — p, und o
P(z ist schlecht) < (1 — p'q?).

Bezeichne (U, W) als schlecht, wenn alle z € V/(G) \ (U U W) schlecht sind.

P((U, W) schlecht) = P(alle z in V(G) \ (U U W) schlecht) < (1 — pig? )"~ (+9),

P(mind. ein (U, W) schlecht) < Z P((U, W) schlecht)

Uw
n\ /n— |U\> o
< (1= pigf ) )
2 <|U\> ( W
Uliw|
<@+ )G+ (1 - piqj)n_(zﬂ) —0firn—o00. 0O
~—_——

[-|<1

Proposition 5.9: Fiir jedes k¥ € N und fixes p € (0,1) ist fast jeder Graph G € G(n,p)
k-zusammenhéngend (dh. Entfernen von bis zu k£ — 1 Knoten ergibt immer noch einen zusam-
menhéngenden Graphen).

Beweis: Fast jeder Graph hat nach dem vorigen Lemma die Eigenschaft Ps ;.
Behauptung: Ein Graph G mit Eigenschaft P, ;_; ist k-zusammenhéngend.

Beweis der Behauptung: Wir entfernen eine Teilmenge W mit k — 1 Knoten aus G. Seien
v,w € V(G)\ W. Setze U = {v,w}. Wegen P, existiert z € V(G)\ (W UV), so dass
xv € E(G),zw € E(G). Also existiert ein Pfad der Lénge 2 zwischen v und w. O
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Anmerkung: Es stellt sich heraus, dass fixes p eher langweilig ist, da fast alle interessanten
Eigenschaften fast immer oder fast nie zutreffen.

Frage: Gegeben eine Eigenschaft P, gibt es eine Funktion ¢ (Threshold function, Schwellen-
funktion), so dass fast kein G € G(n,p) die Eigenschaft P fiir p(n) = o(t(n)) hat, und fast alle
G € G(n,p) haben die Eigenschaft P mit t(n) = o(p(n)).

“Wachstumsprozess”:

e fiir p = 0 isolierte Knoten

o fiir f/(z; — oo gibt es fast sicher eine Kante

e ... Dreiecke?
e ...zusammenhédngender Graph?

e ... Hamiltonscher Kreis?

5.4 Methode des zweiten Moments und Schwellenfunktionen

Wir verwenden, sofern vorhanden, die Varianz, um bessere Schranken zu erhalten.
Lemma 5.10 (Cebysév): Sei X eine Zufallsvariable mit
V(X) =E(X —E(X))?) < .

Dann gilt fiir alle A > 0

B(X ~E(X)| 2 ) < L),
Beweis:
V(X) = B((X —E(X))2) > E ([ X ~E(X)| > A]- ) = 2 B(X —E(X)| > )). O

Lemma 5.11: Sei X eine Zufallsvariable auf G(n, p) mit Werten in Ny. Falls

) V(X)
lim — 2 =0
e (E(X)) T
dann gilt X > 0 fiir fast alle G in G(n, p).
Beweis:
P(X =0)<P(X -EX)|>E(X)) < V(X) -0 n— oo
T - ~ E(X)2 ’
P(X > 0) — 1. O

Definition 5.2: Sei H ein Graph. Dann heifit H balanciert, falls

|EH)| _ [E(H)]
[V(H) — [V(H)

fiir alle Teilgraphen H' von H.
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Anmerkung: Wegen
2|E(H)|= ) degv
veV(H)
folgt
[E(H)| _ > degv

Vm)| ~ V)

= Durchschnittsknotengrad von H.

Beispiel (Kreise): Sei H ein Kreis und H' Teilgraph von H. Der Durchschnittsgrad von H ist
2, der von H’ kleinergleich, da jeder Knoten in H' Grad < 2 hat. Also sind Kreise balanciert.

Beispiel (Bdume): Sei H ein Baum.

Sei H' ein Teilgraph von H, dh. ein Wald. Sei n’ = |V (H’)|, k die Anzahl der Zusammenhangs-

komponenten von H'.
\E(H’)|_n’—k:_1 k<1
400

S|

wegen k > 1 und n’ < n. Also sind Biume balanciert.

Beispiel (Vollstéindige Graphen): Sei H = K, dh. ein vollstédndiger Graph der Ordnung n.

B (3) _n-1

VH)] 2

Sei H' ein Teilgraph von H der Ordnung m.

BUH) _(3) _m-1_n-1

V(H) ~ m 2 = 2

Also sind vollsténdige Graphen ebenfalls balanciert.

Satz 5.12 (Erdds, Rényi 1960): Sei H ein balancierter Graph von Ordnung k mit ¢ Kanten.
Dann ist

t(n) = n ke
eine Schwellenfunktion fiir die Eigenschaft, eine Kopie von H als Teilgraph zu enthalten.

Korollar 5.13: Die Funktion

ist eine Schwellenfunktion dafiir, einen Kreis der Lange k zu enthalten.

Korollar 5.14: Die Funktion )

t(n) = ] (k—1)
ist eine Schwellenfunktion dafiir, einen gegebenen Baum der Ordnung k zu enthalten.
Korollar 5.15: Die Funktion

tn) = =~
(n) Bl

ist eine Schwellenfunktion dafiir, einen vollstéindigen Graphen der Ordnung k zu enthalten.
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Korollar 5.16: Die Funktion

) =

ist eine Schwellenfunktion dafiir, eine Kante zu enthalten.

Beweis (Korollare): Fiir die ersten drei Korollare den Satz mit den Beispielen verbinden; fiir
das vierte Korollar im dritten Korollar k = 2 setzen. (|

Beweis (Satz): Bezeichne X (G) die Anzahl der Kopien von H in G, dh. die Anzahl der Teil-
graphen von G, die isomorph zu H sind.

H ={H' Graph | V(H') C [n],H' ~ H}.

- o)

fiir eine Konstante h mit 1 < h < k!. Also ist

wobei
t(n) = nk/e,
Damit ist
p=n-nt"
e Fall 1:
nh_g)lo ~v(n) = 0.

Wir miissen zeigen, dass

lim P(X > 0) = 0.

n—oo

Nach Lemma 5.3 ist

P(X >0)<EX)= Y PH CG)
H'eH
=Y p=H yn"
H'eH
<nFyfnF =% 5 0 fiir n — .

e Fall 2:
lim v(n) = cc.

n—o0

Wir miissen zeigen, dass
lim P(X >0)=1.

n—oo
Nach Lemma 5.11 reicht es dafiir,
- V(X)
R E(x)?



zu zeigen. Es gilt

—E > [H' CGH"CG
(H’,H”)E'H2
= Y PH'CGH'CG)
(H/,H”)EHQ

Diese beiden Ereignisse sind nicht unabhéngig wegen eventueller gemeinsamer Kanten-
paare.

P(H' C GAH"CG)=p T IH0E
wobei |H' N H"|| die Anzahl der gemeinsamen Kanten von H' und H” ist.

Wir haben mit H' ~ H, H balanciert, H' N H” Teilgraph von H’

(=2 nH" _ |H ¢

V(H OH")| T VH)] K

also

/{
|H' nH"|| < z \V(H' nH")|.
Daraus erhalten wir
]P)(Hl g G/\H// g G) S p2€—£|V(H/ﬂHH)‘,

und daraus

k
n\ /n—k _b
g 5
=1 (H',H”)E’HQ
\V(H'NH")|=i
wobei

=i (}) B =

verwendet wurde. Der Summand fiir ¢ = 0 ist

< <Z> hpt <Z) hpt = E(X)>.
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Also ist

V(X?)

k
SV

i=1 (H',H")eH?
|V(H'NH")|=i

o8




Kapitel 6

Transformationsformeln

6.1 Inversionen von Permutationen

aiay . ..a, Permutationen von {1,2,...,n}, a; > a; fiir i < j heifit Inversion.

Beispiel: 41352 hat fiinf Inversionen.

Mit I(7) bezeichnen wir die Anzahl der Inversionen von 7. Inversionstabelle: (b1, ...,b,) mit b;
die Anzahl der Elemente grofier 4 links von 3.

Beispiel: Gegeben sei eine Permutation mit den Inversionen
bi=1, by=3, b3=1, by=0, bs=0,
Der Inversionsvektor ist also (1,3, 1,0,0). Offensichtlich muss gelten
0<b1<n—-1, 0<b<n—-2, ..., 0<bh,<0.

Aus einer Inversionstabelle kann man die Permutation eindeutig rekonstruieren, sowohl von
Anfang zum Ende als auch in umgekehrter Richtung durchlaufend; in diesem Fall ist die Per-
mutation

41352.

Es gibt n- (n—1)---1 Inversionstabellen, es gibt eine offensichtliche Bijektion zwischen Permu-
tationen und Inversionstabellen.

Betrachte die erzeugende Funktion

3 .

TESy

Moglichkeiten fiir eine Inversionstabelle als erzeugende Funktion:
(I4+q+@+...+¢"H - Q+g+...4+¢"H - (1+q) L
Ausmultiplizieren ergibt als typischen Term
gttt 0<p<n—1, ..., 0<b,<0.

Es gilt dabei
by +be+ ...+ b, =1I(m),
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die Gesamtanzahl an Inversionen.
Damit ist 1
> d'™ (1=q) - (1=¢*) - (1-¢").

TESH 1 B Q)

Anmerkung: Die durchschnittliche Anzahl an Inversionen ist

ooy _i(n)

(Minimal 0, maximal (g), einfache Symmetrie zwischen Inversionen und Nicht-Inversionen.)

6.2 ¢-Reihen

Notation: fiir n € N sei
()0 = (1—2) - (1—2q)- (1—z¢g”)--- (1 —zq""),

folglich also
(@D =01-a)-1=¢°) - (1—¢") = (@)
Des weiteren
(z39)0 = 1.

Wir betrachten iA |g| < 1, um Konvergenzprobleme zu vermeiden, daher

Ty @0
(@5 @)oo 1= kl;[oﬂ @) = @ = o

Die rechte Seite ist allerdings fiir alle n sinnvoll (nicht nur n € N); Definiere also fir n € C

ebenfalls
(3 @)oo

(75q)n = m

Die erzeugende Funktion der Inversionen ist daher

(Dn

(1—q)"
und es gilt
lim @D _ nl.
¢>1 (1 —q)
Die Beobachtung
1—4q"
lim =
¢—1 1—gq
fithrt zur Definition .
1 —
[n]q = d )
l—gq

“g-Version von n”.
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Satz 6.1 (Cauchysche Formel, g-Binomial-Formel):

(at)oo _ Z (a)nt".

(oo~ 2 (@)

Beweis: Bezeichne

F(t) = ((Cg); =3 4ut".

n>0

Koeffizientenvergleich von t™:
An - An—l = ann - aqn_lAn—l

Ap(1—¢") = A1 (1 —ag™™h)
Ap = F(0) =1, daher

_ 1— aqn—l _ 1— aqn—l 1— aqn—2

A — -9 4 . .
" 1—gv 7! l—g¢* 1—-g¢»' 1—¢ (¢ 9)n

Korollar 6.2 (Eulers erste Partitionsfunktion): Setze a = 0:

1 n =~ 1
0e 2. i

n>0

Korollar 6.3 (Eulers zweite Partitionsfunktion): Ersetze a — ¢, t — b -, daher

0= (=) (1=0) (=) -0

Setze jetzt b=0, a = 1:

a = —1 entspricht

ﬁ(l +g") =) el
k=0 n>0 (@)n

6.3 Heines Transformationsformeln
Satz 6.4 (Heines Transformationsformel):

(a)n(b)n n _ (b)oo(at) oo (e/b)m(t)m m
2 O = OO 2 @l

Z(@aen (e =

Dabei sind a, b obere Parameter, ¢ ist unterer Parameter (vgl. hypergeometrische Funktionen).
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Beweis:

(a)n(b)n n_ (b)oo (a)n n(cq”)oo
nzzo(Q)”(c) v (c) 2 )nt (bg™) oo

n oo 255 (4

Letzten Term mit Cauchys Formel erweitern:

Do = @ = Dy
" O @0’ 2 g )

Summen vertauschen:

e = (= @
= e 2 o T )

m>0 n>0 /"

(aqg™t) oo
(¢"t)oo

_ (b)oo(at)oo (c/b)m(t)m ; m
= Oole 2 @’

Vorher hatten wir a, b, ¢, t, jetzt stattdessen ¢/b,t,at,b. O
Korollar 6.5 (Heines Korollar):

(@nlths (€ Y*_ (e/anlef
T,Z;:] (@)n(C)n (ab) ~ (0)sol(c/(ab)) oo

Beweis: Setze in Heines Transformationsformel ¢ = 5

(@O ( €\ Ooole/D)os 5~ (/Dm(c/ (@)
2 0n(on () " Ol @ 22, @O

Auswerten mit Cauchy:

__(O)oo(¢/b)oc  (¢/b)o _ (¢/a)oo(c/b)oo 0

(©oo(c/(@b))oo (D)oo ()oo(c/(ab))oo”

Anmerkung: Das sind g-hypergeometrische Funktionen, Grenziibergang ¢ — 1 ergibt hypergeo-
metrische Funktionen.

6.4 Partitionen

Definition 6.1 (Partition): Eine Partition einer natiirlichen Zahl n ist eine Darstellung als
Summe anderer natiirlicher Zahlen, n = i + i3 + ... 4 ix mit i5 € N (Reihenfolge egal). k ist
die Anzahl der Summanden (Teile).

Beispiel: n =5:
5,4+1,3+2,3+1+1,24+24+1,24+14+1+1,1+1+14+1+1.

Es gibt also 7 Partitionen von 5.
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p(n) bezeichne die Anzahl der Partitionen von n. Suche die erzeugende Funktion (Partitions-

funktion)
> p(n)g" =?

n>0

Erzeugende Funktion, n = 41 + 2i9 4+ 3i3 + ... mit i1 > 0,73 > 0,...:
(I+g+d+..)- A+@F+¢*+..)- A +F++..)-

Ausmultiplizieren ergibt einen typischen Term

qi1+2’i2+3i3+...

q" erscheint in p(n) Termen,

S pln)g” 1 1 (S

R . ‘
= l-q¢ 1-¢* 1—¢ (¢, @)oo

Die Anzahl der Summanden ist 71 + 99 + i3 + .. .:

1 _ i1+2i2+... yi1+io+...
N
k>1

= Z(# Partitionen von n in m Summanden)q"t™

Eulers Partitionsfunktion:
>
m>0 (@)m

Koeflizient von t™: "

g
(@)m

Das ist die erzeugende Funktion von Partitionen mit m Summanden (m fix).
Partitionen in verschiedene Summanden:

Beispiel: n =5:
5,44+ 1,3+ 2.

Gesucht ist wieder eine erzeugende Funktion,

Z(# Partitionen von 7 in verschiedene Summanden)q” = (14¢)- (14 ¢*) - (14+¢%)---

n>0
= (-4 @)oo
Wir hatten das g-Pochhammer-Symbol (x;q), betrachtet.
Eines der Korollare war )
0 —1)ngl2)¢n
[0t =3 ()()
k=0 n>0 Un

63



Ersetze jetzt t — —tq, dann erhalten wir

+1

(1+tq)- (1+tg%) - (1+14°) Zq
n>0

Wir hatten auch bereits die erzeugende Funktion bzgl. Partitionen mit verschiedenen Summan-
den:
1+a)(1+¢)(1+4%) -

Wenn wir zusétzlich an der Anzahl der Summanden in der Partition interessiert sind, ist die
erzeugende Funktion
(1+tq)(1 +tg*)(1 + tg°) - -

Die erzeugende Funktion fiir Partitionen mit m verschiedenen Summanden ist laut dem Korollar
gleich

6.5 Jacobis Tripelprodukt

Satz 6.6 (Jacobis Tripelprodukt):
1
Zznqn2 _ H (1 . q2n+2) (1 + Zq2n+l) <1 + q2n+1> ]
nez n>0 o
Anmerkung: Das ist eine Laurentreihe.
Beweis: Euler-Partitions-Satz

m2m

H (1 +Zq2n+1 Z q Z q2. 22
0 = )m 0 (0% ¢%)m
Z m? Sm . 2m+2; q2)oo
)oo m>0

Negative Summanden in der Summe wiéren alle gleich 0, also kénnen wir statt iber m > 0 auch
alle m € Z summieren:

Z qm m 2m+2;q2)oo

* mez

Wieder Eulers Partitionssatz:

2m+2)7" qr(’r 1)

mez

* mez r>0

Z q +r Z mgm 2omr
q q % 130 q q mel

Z ¢z "(=1)" Z Zm+rq(m+r)2

r>0 q q ) mEZ

64



Wenn m ganz Z durchlauft, dann auch m + r:

7"

T‘

—>

r>0

Wieder Euler:

1 1

_) Z qumQ

meZ

(%)

(6% ¢

Ersetze nun im Tripelprodukt ¢ — q2 und z — q%

Z( 1) q2 2(3n+1) _

ne”Z n>0

[Ta-a

n>1

Ersetze n — —n:

H (1 _ q3n+3) .

Z qum2

00 MmEeZ

q
= (—2¢;¢*) o (¢*; %) 0 (—§;q2)
o0

— Z qum2

mMEZL

(1 _ q3n+2) . (1 o q3n+1)

S (=02 =TT =" = (9
nez n>1
Satz 6.7 (Eulers Pentagonal-Satz):
D> (=1)"q2 G = (g19)oc

ne’

Korollar 6.8 (GauB):

2 1—q™
SEIREES)
ne”Z m>1 1+ q
Beweis: Setze oben z = —1, dann
2
> (1" = (%6700 (0 0%)00(@: ) o0 = (€ )0 (7 0%
nel
2 m
449 a9 1—q
= (41 9)oc (2 }’o = — ( )"‘f =] —.
(% )0 (GG D0 3 1+4
Korollar 6.9 (Gau8):
n(n+1) 1-— q
Zq 2 - H 2n 1°
n>0 n>1
Bewezis:
n(n+l n(n+l)
DDUREREED SV D SN
n>0 nEZ nGZ
*H YA+ 1+ =] -¢") 1+
n>0 n>1
2n 2n
_ 2 qa 1—¢q
_H(l_qn qn_Hl q2n—1
n>1 n>1




6.6 Franklins Beweis des Pentagonalsatzes

Dreieckszahlen: 1 +2+3+...+n
Quadratzahlen (Viereck): 1+3+5+ ...+ (2n —1)
Pentagonalzahlen: 1 +4+ 7410+ ...+ (3n —2), aber auch 24+ 5+8+ 11+ ...+ (3n — 1)

Summe der Pentagonalzahlen:

3n—1
1+4+7+...+(3n—2):"(n2)

3n+1
2+5+8+...+(3n—1):"(”2+)

pe(D, n) bezeichne die Anzahl der Partitionen von n in eine gerade Anzahl verschiedener Sum-
manden, p,(D, n) analog mit ungerader Anzahl.

Behauptung:

_ m(3m£1)
n=-—7

Pe(D,n) — po(D,n) = {é_l)m

sonst
Wir zeigen, dass diese Aussage dquivalent zu Eulers Pentagonalsatz ist.
Wir représentieren Partitionen im Folgenden graphisch.

Beispiel: n = 22, Partition A = (7, 6,4, 3,2). Repriisentation und Definition von s(\),o(A):

Moglichkeiten fiir eine Bijektion zwischen Partitionen mit gerader bzw. ungerader Anzahl:

i ]
@J )

o

(o o)

Falls s(A\) < o(\), verschiebe die s(A)-Elemente neben o(A) (eines pro Zeile), falls hingegen
s(A\) > o(A), verschiebe o(\)-Elemente als neuen Summanden der Partition unter s(\) dazu.

Diese Transformation bildet Partitionen mit ungerader Summandenzahl auf gerade Partitionen
ab und umgekehrt.

In manchen Fillen funktioniert diese Bijektion nicht:

e Neue Partition nicht mehr sortiert bzw. Dimension geht sich nicht aus:

2r
e o o r ;
N

r+1
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Bei  Summanden 2r,2r —1,...,r + 1:

3r+1
(r+1)+...+2r:w.
e Es wiirden gleiche Summanden entstehen:
2r —1
.« . T ;
- ® m
Bei r Summanden r,r +1,...,2r — 1:

3r—1

r+(r+1)+...+(2r—1):w.

Z(_l)mqm(?’gﬂ*l) _ Z(_l)mqm(?’glfl) + 1 + Z(_l)mq—m(?’?le)

mEZL m>1 m>1

=1+ Y (pe(D,n) = po(D,n)) - ¢"

n>1

Wir miissen noch zeigen, dass das gleich ist wie

o0

[Ta-a.

n=1
Wenn t die Anzahl der Summanden zdhlt und man bei

[T+t

n>1

t — —1 setzt, erhélt man (—1)Anzah1 Summanden 156 genau den obigen Ausdruck.

Wir hatten bereits

m(3m+1)
(@)=Y (D" 2 =1-g-¢+¢+qd —¢%-¢"+£...
meZ

2) = p(n)g" =1+p(1)g+p2)g° +...

(¢; =
Daraus folgt
m(3m+1)
1=) (- = > p(n)q"
meZ n>0

Koeffizientenvergleich fiir ¢", n > 0:

0=pn)—pn—1)—pn—=2)+pn—>5)+pn—-7)—...

Daraus erhalten wir eine Rekursionsformel fiir p(n) aus vorherigen Werten. Die Rekursion ist
nicht endlich, aber die Indizes werden sehr “sparse”.
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6.7 Partitionen mit Restriktionen

Beispiel: n =24, A = (6,5,5,3,2,1,1,1). Statt mit Punkten kann man diese Partition auch mit
kleinen Quadraten darstellen (Ferrers-Diagramm):

Man erhélt die konjugierte Partition durch Vertauschen von Zeilen und Spalten, fiir unser
Beispiel ist X' = (8,5,4,3,3,1):

[ 1]

Restriktionen: Die Anzahl der Summanden soll < M sein, die einzelnen Summanden < N.
Ferrers Diagramm l&sst sich also in ein N x M-Rechteck zeichnen (mit Einheitsquadraten).

Die grofite Zahl, die sich so partitionieren lisst, ist offensichtlich IV - M.

Wir suchen die erzeugende Funktion

G(N,M;q) = p(N,M,n)q",

n>0

wobei p(N, M, n) die Partitionen von n mit obigen Restriktionen bezeichnet. Da nur endlich
viele Zahlen (jene < N - M) so partitioniert werden konnen, ist das ein Polynom.

Es gilt die Symmetrie G(N, M;q) = G(M, N; q) (siehe konjugierte Partitionen).
Satz 6.10: Es ist

(1 _ qN+M) . (1 _ qN+M71) . (1 _ qM+1) _ (q>N+M
(1-¢N)-1=¢N"1)---(1—9q) (@n(@)nr

G(N,M;q) =

Beweis: Per Induktion. Sei

DN (Q)N+M
9N M) = @

wir zeigen also g = G. Wenn Anfangsbedingungen und Rekursionsvorschrift gleich sind, ist die
Rekursion auch gleich.
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Anfangsbedingungen:

. (Q)N
9N, 0:) = (¢)n -1 !
G(0,M;q) =¢" =1
9(0.M:q) = l(q();‘fM -1
Betrachte jetzt die Differenz
N 1) — (@) N+Mm _ (Q)N+M-1
9N M30) = 9N M =10 = 1) @w ~ @n (@
e g
_@Nym—1 MmN
~on(@y 17
M (@)nra—a M _ .
= Dnaln ¢ SN LM,

Dieselbe Rekursion wollen wir jetzt fiir G konstruieren, betrachte also
G(N,M;q) — G(N, M — 1;q).

Dabei entspricht
p(N,M,n) _p(NaM_ 17”)

der Anzahl der Partitionen von n in genau M Summanden, wobei jeder < N ist.

Falls wir in jeder Zeile (im Ferrers-Diagramm) das letzte Element entfernen (dh. jeden Sum-
manden um 1 verringern), erhalten wir eine Partition von n — M in < M Summanden < N —1,
dh. p(N — 1, M,n — M) Moglichkeiten.

In die erzeugende Funktion eingesetzt ergibt das
G(N,M;q) — G(N,M — 1;q) = ¢"'G(N — 1, M;q). O

Anmerkung: An der Rekursion sieht man auch, dass es sich um Polynome handelt.

6.8 Gauf3-Polynome, ¢-Binomialkoeffizienten

Notation: Gauf-Polynome, ¢-Binomial-Koeflizienten:

m . <q>:?3§VN_k‘

Gelegentlich verwendet man auch ¢-Faktorielle [n],! (siche g-Analoga)




Damit kann man die ¢g-Binomialkoeffizienten auch schreiben als

-

Es gilt dann

Rekursionen:

e o]+,

Vergleiche auch Pascalsches Dreieck; Beweis in den Ubungen.

Satz 6.11 (¢-Version des binomischen Lehrsatzes):
NN . ‘
O ===z (1= 2" ) =30 [T] 1y g
q
- N+j—-1] ;
o % { ' }

)N = J
Beweis: Ubung. O
Anmerkung: Fir ¢ — 1 entspricht die erste Formel dem binomischen Lehrsatz, die zweite
(offensichtlich)
1 N+j— 1> j
S (YY)
=2 = j
Satz 6.12:
m
Z(_l)] |:m:| _ ((L q2)n m=2n
izo J1q 0 m=2n+1

Beweis: Betrachte

S fm i =3 3y (q)@’” v

=6 (Dm0 52 i @Dm—j (@Dm
D e
Mit Euler:

1
(20 (70

B H 1 1 H 1
g . — g — 5 3
250 14 2g" 1—zq" 250 1 — z4g="

B 1

T (2% )
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Euler:

>
= 2. 2
= (@%50%)n

Koeffizientengleich {iber die so erhaltene Gleichung

Z Z 2211
f p— —_—
m>0 Jm n>0 (4% ¢%)n
beziiglich z¥: es muss f(m) = 0 fiir m ungerade. Betrachte nun m = 2n gerade:
f(2n) B 1
(Q)Zn (QQ; q2)n .
Also ist
F2n) = (q q*)2n

(4% 6)n

(1—Q)( @) (1—¢*")

(1—q)(1—q) (1 —¢*)

—(1-q(1=¢")- (1—¢*"") O

6.9 Kombinatorische Beweise fiir Jacobis Tripelprodukt

Beweis (Nach Robin Chapman): Wir beweisen die folgenden Form:

H (1+:cq2”*1) (1+z7'q Ly 1) Z:c

n>1 n>1 meZ

Auf der rechten Seite taucht die erzeugende Funktion fiir Partitionen auf,

H 1% = ZP(T)Q%

n>1 r>0

Die rechte Seite ist damit gleich

Betrachte nun die linke Seite:
> A(m, )™, A(m,t) = |A(m, 1),

wobei A(m, t) die Menge geordneter Paare (B, C') von endlichen Mengen von ungeraden natiirli-
chen Zahlen ist, wobei
|B| — |C| =m € Z.

S(B) +2(C) =
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wobei X(X) die Summe aller Elemente von X ist. Wenn B, C' ungerade Elemente enthalten, ist
|B| — |C| =%(B) +%(C) mod 2.

Wenn |B| — |C| = m > 0, dann muss mindestens eine der Mengen > |m| Elemente haben.

OBdA sei |B| > m.
B=1{1,3,5,...,2m — 1} = X(B) = m?

Linke Seite:

> A(m, t)a™',
m,t

mit A(m,t) = 0 falls m £t mod 2, oder falls t < m?.
A(m,t) sei die Anzahl der “Konfigurationen”. Wir miissen zeigen
A(m,m* +2r) = p(r), meZ, r>0.

Wir konstruieren eine Bijektion zwischen den Partitionen von 7, P(r), und A(m, m? + 2r).

Einfachster Fall: m = 0. Wir haben also zwei Mengen mit |B| = |C/.
Beispiel: Ferrers-Diagramm fir r =22 =7+6+4+ 3+ 2:

" | 13
5

9 7

Sei hier der Fldcheninhalt pro Quadrat gleich 2, dh. pro Dreieck (halbiertem Quadrat) 1.

Durch Einzeichnen der Diagonale (die 3 Késtchen durchlduft) ergeben sich 3 vertikale und 3
horizontale “Streifen”, deren Fliche berechnet wird. Diese Flacheninhalte (natiirlich alle unge-
rade) sollen den Elementen der Mengen B, C' entsprechen (es sind wegen der Diagonale gleich
viele). In unserem Beispiel ist also

B =1{3,9,13}, C=1{3,7,9}.

Da so die gesamte Fléche gezéhlt wird, ist

S(B) +X(C) =222 = 44.

Zumindest in unserem Beispiel ist also
A(0,2r) = p(r),

das gilt aber auch allgemein.

Jetzt fehlen noch die Félle m < 0 und m > 0 (symmetrisch). Betrachte als Beispiel m = 3.
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N

Das hinzugefiigte grofie Dreieck besteht aus m? = 9 kleinen Dreiecken; durch Verlingerung der
Diagonale werden (5 — 3)? = 4 Dreiecke separiert. Es ergeben sich 5 horizontale und 2 = 5 — 3
vertikale Streifen. B und C werden analog zu vorher definiert, dann

B={1,59,1519}, C={1,3}, X(B)+X(C)=44+09.

Diese exemplarisch vorgestellte Methode funktioniert in beide Richtungen (zusammen mit den
obigen Bedingungen, dh. m? < t).

Fiir den Fall m < 0 entweder Zeilen und Spalten vertauschen oder analog das Dreieck oben
anfiigen:

Damit ist eine Bijektion gefunden. O

Beweis (Nach George Andrews): Zu zeigen ist

Zznan _ H (1 o q2n+2) (1 + Z—1q2n+1) )

nez n>0
Aquivalente Form (ersetze ¢ durch VG, ersetze z):

> 248 = (¢:0)00 (21 ) <_g;q)

neL OO

Ersetze jetzt z durch zq, das ergibt
1 n+1 1
WZM 2) = (~24;0)oc <Z;q) :
%) oo
Diese Form wollen wir im Folgenden beweisen.

Sei p(z) die linke Seite. Wir zeigen

p(z)=z-q - p(z-q).

1 n+1
/o0 nes
1

= Z Zn+1q(n-2~>2)

(4 9) 2,
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Wenn n ganz Z durchlauft, dann auch n + 1:
= ¢(2).

Sei nun ¢(z) die rechte Seite. Wir zeigen die gleiche Funktionalgleichung.

zq

O Gt 1 R R
1+ 2zq 2 ) 2q

= (—2¢;q)oo (—i;q>oo = o(2).

2q¢(29) = 29(—2¢% @)oo (—1; q)oo

Wir miissen noch zeigen, dass die konstanten Terme auf beiden Seiten ebenfalls gleich sind.

Bilde dazu Partitionen auf Frobenius-Symbole ab. Exemplarisch:

i

Die horizontalen und vertikalen Streifen haben die Léinge

4 3 0 horizontal,
6 3 1 vertikal.

a]_ a2 DY ar

by by - b,
einige Restriktionen erfiillen: a; > as > ... > a, > 0, by > bo > ... > b, > 0. Aus diesem
Frobeniussymbol kann die zugehorige Partition eindeutig rekonstruiert werden.

Allgemein miissen diese Werte

Den konstanten Term erhalten wir wie folgt:
(20 oo =2 0o = T [T (L4 20™) - [T (12700
n>1 n>1
Fiir den konstanten Term brauchen wir r Terme aus dem ersten Produkt und r aus dem zweiten,

ai+az+...+ar b1+b2+---+br.

q q

Das ist einfach ein Frobeniussymbol:
ai—1 aa—1 -+ a,—1
by by ... b,
Das ist dquivalent zu einer Partition von aj + ...+ a, + b1 + ...+ b, (mit Diagonallidnge r). Die
Summe der typischen Terme ist also

> p(n)g" = L
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und letzteres ist genau der konstante Term der linken Seite,

1 n 1
B Zz”q( 2 = : - 1. O
(4 Do 2, (45 9)oo
Anmerkung: Wenn man in
m+n
m g

m — 0o gehen lésst, erhélt man

(Q)m-‘rn (Q)oo B 1
@D @n  @Dool@n @’

6.10 Gitterpfade und ¢-Binomialkoeffizienten

Starte bei (0,0), erlaubt sind horizontale und vertikale Schritte mit Lange 1. Ziel ist (n — k, k),
dafiir gibt es (}) Moglichkeiten.

Uns interessiert allerdings die Flédche unterhalb des Pfades.

(n—k, k)

¢ —0

(0,0)

Wir verwenden eine Variable ¢ zum Z#hlen der Fliache sowie x, y fiir die Schritte in Richtung x
bzw. y. Die moglichen Zweierschritte sind dann

rr + 2y + QT + yy.
Multipliziere beispielsweise fiir drei Schritte (z + y)? nicht-kommutativ aus:
(z + y)3 = rxT + TTY + qTYT + TYY + q2yl‘l‘ + qyry + q2yy$ + yyy.

Unser Kommutativititsgesetz ist also
qry = Yyx.

Wir suchen eine Formel der Form

wobei

ein Polynom in ¢ ist, das wir noch nicht kennen.

75



Wir versuchen es mit einer Art Induktion:
(z+y)"=@+y" (z+y)
n+1| , n| ,_ n|
Z[ . ] +1— kyk_Z[k]x kykx_kz[klx kyk‘y
_ ny n— k k n—=k k+1
=X [i e e

m =Bl

Wir haben also eine erste Rekursionsformel gefunden.

Koeffizientenvergleich:

Eine weitere Rekursionsformel erhilt man durch

(z+y)" = (z+ y)@+y)"

Z{”Zl] IRk = 3 ]nkk+y2|:]
e :|nkkz+zqn k|::|xnkk+1

n+1]  [n] k] n
[k}_{k_“ k-1l

Jetzt die Differenz zwischen den beiden Rekursionsformeln bilden und durch Iteration losen:

ol b

Koeffizientenvergleich:

Daraus folgt insgesamt (Ubung)

wobei

k
(ay)F = 2y - ay - ay = aFyFqdTIr2E Akl = ghyk ()

also
(x+zy)" = Z [Z] q(g)x”yk.
Umformen der linken Seite:

(r+zy)" = (x+2y) - (z+ xy)
=2l +y)-z(l+y) -zl +y) 2(1+y)

Lasse die z nach links wandern:
=2" (1+¢" ") - (1+¢" %) 1+aqy) - (1+y)
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Jetzt konnen wir unsere vorige Rechnung vereinfachen:

QI+y)Q+aq) -1+ y) = m g2)yt.
k=

o

Anmerkung: Auch von der Vandermonde-Formel,

<m/jn> :Z<T> <kT—Lz>

existiert eine g-Version, siehe Ubung.
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Kapitel 7

Lagrange-Formeln

7.1 Lagrange-Inversions-Formel

Satz 7.1 (Lagrange-Inversionsformel): Sei y = z®(y), wobei ®(y) eine gegebene Potenzreihe
ist mit ®(0) # 0.

e Erste Version: Fiir n > 1 gilt

e Zweite Version:

e Dritte Version: fiir eine Potenzreihe g(y) gilt

o(w) =~ "o/ () (B(w)"
wobei
9(y) = a1y + ay® + ...

Anmerkung: Die zweite Version wird in der Ubung gezeigt, die dritte folgt unmittelbar aus der
zweiten:

[2")g(y) =) _ apla]y”

S
=D a2 (y)"
p=1
_ l n—11 7/ (I) n
=" lg (w)(@(y)"
Beweis (Fiir die erste Version): Wir verwenden Cauchys Integrationsformel. Mit Hilfe der Vor-
aussetzung lasst sich x schreiben als

Die Ableitung nach y ist



Der Koeffizient von 2" in y ist (kleiner Kreis in der z-Ebene)

1 dz
[z"]y = 9mi P i1
_ 1 dy @y) —yP'(y)
2mi )yt D2 (y)

(@(y)"*y
Da ®(0) # 0, entspricht kleinem x auch kleines y; kleiner Kreis in der y-Ebene:

=" (2"(y) — y®' (1) @™ (1))

= [y" " (y) — [y ]9 ()" (y)

= [y 8" (y) [ ()2" ()
n— n 1 n— d n

=" () - ~ly 2]@¢ (v)

Den Koeffizienten in der Ableitung kann man aus der urspriinglichen Funktion ablesen, ndmlich
"1 (y) = (n+ D[y" ] f (y):

n—1

=[y" 19" (y) - [y 19" (y)
1

=~y " (y). 0

n

Beispiel (Bindrbaume): Darstellung als “symbolische Gleichung”, ein Baum ist entweder leer
(Blatt 0) oder eine Wurzel O mit linkem und rechtem Teilbaum:

O
B= 0 + /N
B B

Sei b, die Anzahl von Bindrbdumen mit n internen Knoten. Fiir die erzeugende Funktion B(z)
erhalten wir aus der symbolischen Darstellung

B(z) =1+ 2B%(2),
B(z) = Z bpz".
n>0
Eine mogliche Vorgehensweise ist die Losung der quadratischen Gleichung;:

1—+v1-4
B(z) = R
2z
Losung mit Hilfe der Lagrange-Formel: Wir suchen y = 2®(y). Als Gleichung haben wir
B=1+zB%

Setze B =1+ y, dann ist
y=z2(1+y)? = &y) = (1+y)"

Dann gilt wegen Lagrange

Das sind die Catalanzahlen.
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Beispiel (t-adische Bdume): Eine Wurzel hat nun ¢ > 2 Teilbdume, deren Reihenfolge wichtig
ist. Analog zu vorher haben wir

B(z) =1+ zB(2)".
Hier kénnen wir jetzt keine Losungsformel mehr anwenden, wir verwenden gleich die Lagrange-
Formel. Setze wieder

B=1+y, y=z2(1+y)", @@ =1+y"

Also folgt fiir n > 1

2"y = ("B = [y (1 + )"

1/ tn
T n\n—-1)"
Beispiel: Gesucht ist der Koeffizient von z™ in T fiir
T3 — 2T+ 2% =0.

Ansatz:
T:t0+t12+t222+...

Es muss wegen der Gleichung tg = 0 und ¢; = 1, schreibe
T=2z+zy.
Die Gleichung wird damit zu
P1+y)P’ -1 +y) +2°=0
z(1+y)P?—y=0

Daraus folgt fiir n > 2

1 [(3n-3
T n—1\n-2)
x
0=——1 P=(1-0)(1+30)=1+20— 36"
= (1-6)(1+30) =1+
Wir suchen [2"]P. Aus der ersten Gleichung erhalten wir

d(O) =(1—6)"2

P = LS ()

— L2 - 60) - (1 - 0)~2

Beispiel:

(2-[0" 11— 0) 72" — 6[9" (1 — 0) ")
() o (),
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7.2 Lagrange-Biirmann-Formel

Fiir eine formale Potenzreihe F'(y):
y=a2(y), cn=[y"1F(y)2"(y),

F
Z enz” (y)

= S 1—axd(y)

Beweis: Potenzreihe in x:

Ableiten nach z:

PO = ST W
Umtaufung F(y) = f'(y)®(y):
F(y)

m = Zﬁn[yn]q)n(y)F(y)

Damit ist
cn = [y 19" (y) F(y)-
Beispiel (Trinomial-Koeffizienten): Gesucht ist

[tM(1 4t + 3"

Aufzeichnen analog zum Pascalschen Dreieck: summiere jeweils iiber drei Eintréige,

N W = =

1 1
1 2 2 1
1 3 6 6 3 1

Uns interessieren die mittleren Trinomialkoeffizienten (die mittlere Spalte). Sei

en = [t"](1 4t +8%)"

n 1
2 et = Ty
= —z(1+2y
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dt)y=1+t+t*  F=1
y=a2®(y) =z(1+y+y>
1—xz++vV1 -2z — 3zx2

2z

xy2+(x—1)y+x:0 = y=

x(l—l—?y):a:—i—l—az—m
1—z(1+42y) = V1= 2z — 322
Z cpx = \/1_217_31:2
n>0
Beispiel (Die Baum-Funktion):
Anmerkung: Das ist eine Variante von Lamberts W-Funktion.

Implizit definierte Funktion:
y=zl, By =

Wir suchen

1 nn—l
- =
" (n—1)! "

n—1

Damit werden Cayley-Béume (nummerierte / gelabelte Wurzelbdume) gezéihlt.
e n = 1: Ein Knoten, der ist Wurzel.
e n = 2: Zwei Knoten, also 2 = 2! Moglichkeiten fiir Wurzel.

e n = 3: Es gibt 3!/2 = 3 Moglichkeiten, die Labels zu verteilen, drei Moglichkeiten fiir die
Waurzel, also 9 = 32 Moglichkeiten gesamt.

Allgemein die Anzahl nummerierter Baume! ist n" 2.

Beispiel:

Fir a = 2:

! John Moon, Counting Labelled Trees.
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1—2®'(y)=1-2z(14y)=1- (1 - V1-4z)
1 2n\ ,

Fly)=(1+y)*, @@ =00+y)"

Aus der dritten Version der Lagrangeschen Inversionsformel erhalten wir

Beispiel:

(1+9)" =14+ 32" [y (L + )" (L4 )"

n>1
ntfa—1—0bn
:1+Z n( n—1 )
n>1
_1+Z nfa—0bn a _Z nfa—bn a
N n a—bn n a—bn
n>1 n>0
Setze )
a a—bn
Gn 7b = )
(a,5) a—bn( n )

dann lésst sich obiges umschreiben als

= Z Gn(a,b)x

n>0
Wegen
L+y)™*=0+y " (1+y)°
ist
> Gula+c,b)a™ =) Gula,b)a™ Y Gulc,b)a”
Koeffizientenvergleich:

wla+¢,b) = ZGkab Gn(c,b)

Spezialfall b = 0:

Daraus erhalten wir eine Verallgemeinerung der Vandermondeschen Konvolutions-Formel:
n
a—+c a c
() -2 065

7.3 Planare Bdume und Narayana-Zahlen

Beispiel (Planare Baume): Planare Baume bestehen aus einer Wurzel und k& > 0 Teilbdumen,
deren Reihenfolge relevant ist.

e n—=1:1 Baum:

e 1= 2:1 Baum:
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e 1= 3: 2 Baume:

| Y /N /N \
e n =4: 5 Bdume: \ | /N,
\
e ...
Symbolisch:
[ J [ J [ ]
P= o + + / \ + VARN +
P P P P P P
Wir zéhlen die Knoten im Exponenten:
_ 2 _ z
P(z) =2+ 2P(2)+ 2(P(2)"+...= =P

Wir erhalten

[2"]P = =[P"']o" = %[P”*l]u _py=t (2” - 2)_

1
n n\n-—1
Das sind wieder die Catalan-Zahlen.

Beispiel (Bléatter von planaren Baumen): Jetzt zéhlen wir die Blétter des Baums. Im Baum mit
einem Knoten zdhlt auch die Wurzel als Blatt. Sei G,, ; die Anzahl der planaren Béume mit n
Knoten und k& Blattern.

Bivariate erzeugende Funktion:

G(z,u) = Z Gp2"uf
n,k

=2u+2G+2G*+...=z2u+2z

=29(G), ?(G) :u—l—i.

_ l[ n—l] n Yy ok o l n [ k_l](l _ )—(n—k)
n 4 k 1—y n\k 4 Y
_ l n\(n—2
Con\k)\k—-1)"
Das sind die Narayana-Zahlen.
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Beispiel (Abels Verallgemeinerung des Binomialsatzes):
Fy)=¢e", @y)=e?, y=ze ¥
fiir einen Parameter z. Potenzreihe in z:

1
eW =14 Z mni[ynfl]efnyzaeay
n

n>1
=14 Z n (a nz)
n>1
(a—nz)" 1
=1
- Z —z" NCES
n>1
Z ala — nz)”*l
n>0
-1
_ Z yn nyz CL - 7,? )
n>0 v

Multiplikation mit e®:

k-1
glatby _ Z (k) a(a — kz)

k!
k>0

Koeffizientenvergleich fiir y™:

a+0b)" N _mala —kz)k1
( - )" _ S [y Her®+h ( : )
k=0
B i (b+ zk)" % a(a — kz)F !
B — (n—k)! k!
(a+b)"= Z (Z) ala —k2)F (b + kz)"F
k=0

Fiir z = 0 ist das einfach der Binomialsatz.
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Kapitel 8

Kernel-Methode

8.1 Beispiel Gitterpfade

Wie bereits vorher betrachten wir Gitterpfade mit Schritten (}) und (_11), die bei (0,0) starten,
in (n,i) enden und dabei nie unter die x-Achse fallen.

fi(z) = Z 2" (Anzahl Pfade nach (n,i) wie oben).

n>0

Vor y = ¢ muss man bei y = i 4+ 1 oder bei y = i — 1 gewesen sein (bzw. fiir y =0 von y = 1
kommen oder gerade gestartet sein),

fie1(2) + 2 fir1(2), i>1

Wir betrachten wieder eine bivariate erzeugende Funktion,

i>0
Summation obiger Gleichungen zu einer Gesamtgleichung:

fo(z) + Z fi(z)z" = Z zfi1(2)x’ + Z 2fi1(2)zt + 1+ 2f1(z)

i>1 i>1 i>1

Flza) =22y fia(2)a 41423 fin(2)a™!

i>1 i>0

=zaxF(z,z)+ 1+ E[F(Z,JS) — fo(2)]

= 2xF(z,x) +1+ E[F(z,x) — F(2,0)]

F(z, ) <1 —zx — E) =1- %F(Z,O)
F(z,2) = 1__;;: (f’g)
2F(2,0) —x



x = 0 einsetzen ist natiirlich wenig sinnvoll; Nullstellen des Nenners:

) 1+ 1 —422

zx* —zx+2=0 = o, —{r1(2),m2(2)}

Damit erhalten wir
2F(z,0) —
2(x —r1(2))(x —r2(2))

F(z,z) hat eine Potenzreihenentwicklung in = und z:

1+vV1-422 1

F(z,z)=

nE) e~
1— V1 —4z22
ro(z) v ——————— ~ 2z 4
2z
Betrachte
1 1 1 1

, - —, .
Tr—Tr T —1T2 Tr— = r—=z

z

Letzterer Ausdruck hat um (0, 0) keine Potenzreihenentwicklung.

Also muss der Nenner diesen “bésen Faktor” eliminieren. Wenn also x = ry(z), muss der Nenner
0 sein. Also muss

2F(2,0) —ra(2) =0 = F(z,0) =
1— 1422

222

ra(z)

Das ist keine Uberraschung, denn es ist

Die Anzahl der Pfade von (0,0) nach (2n,0) ist

1 2n
n+1\n/)
Diese Vorgehensweise heifit Kernel-Methode.
2F(2,0) —

F(z,z) = o rﬂ@ﬂx—m 2))
_ ra(z) —
F(Zax)_ x_rl(z))(l'—TQ ))
1
N 2(7’1(2) —x) r1(z)* (1 - rjz))

ro(z)
2(1 — xre(2))

fi(2) = [ F () = 23 ()
— 1 (r2(z))i+1 — 5t (1_ V1_422>i+1.
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Anmerkung:
e Es ist eine gute Ubung, das kombinatorisch zu erkliren.

e Es ist interessant, die Koeffizienten von 2" in dieser Formel zu bestimmen (Ubung).

8.2 Beispiel Bin Packing

Wir haben Kisten der Grofie 1 und Items in den Groflen %, % Die Items tauchen nacheinander
(online) auf und miissen in dieser Reihenfolge verteilt werden.

Wenn % auftaucht, wird wenn moglich eine offene Kiste gefiillt. Bei % muss eine neue Kiste
geoffnet werden, auler im Spezialfall 3, wo bereits eine Kiste mit % vorliegt; diese Kiste kann
noch mit % gefiillt werden.

Zustandsmodell:
Wir Wollen wissen, in welchem Zustand ¢ = (,0,1,2,... wir nach n zufilligen Schritten sind
(mit 3, 2 gleich wahrscheinlich).

Analogie zu Gitterpfaden: die Zustandsnummern entsprechen der Hohe, wir wollen nicht unter
die Nulllinie fallen.

Erzeugende Funktion:

fi(z) = Z 2" (# Pfade von Start nach ¢ in n Schritten)
n>0
fz z Zf’L 1( )+Zfi+l(z), 12> 2

L+ 2f1(2) + 2fp(2)

Die Kernelmethode eignet sich zur Behandlung des Spezialfalls bei den Randbedingungen (mit

B). Sei nun
= i)’

i>0
Wir summieren jetzt alle Rekursionen:

f( +$f1 +foz _ZZJUfZ 1 +szfz+l

1>2 1>2 1>2
+ 2f1(2) + 22 fo(2) + 1+ 22fo(2) + x2fo(2) + 222 fo(2)
F(z,z) = zzF(z,x) + EF(z, x) + einige Korrekturterme
x

2(1—x(142)2)F(z,0) —

Flz2) = 22—+ 2
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Der Nenner lasst sich zu faktorisieren zu

1+ V1 — 422

z(x —r1(2))(x — r2(2)), 2= 2z

Wie vorher ist ein Faktor, z — ra(2), “bose” und hat keine Potenzreihenentwicklung um (0, 0),
muss sich also wegkiirzen. x = ry(z) im Zéhler eingesetzt ergibt 0,

z2(1 —ra(2)(1 +1r2(2))2) F(2,0) — ra(z) = 0.

Daraus erhalten wir F(z,0) (Ubung), einsetzen ergibt F(z, ).

8.3 Beispiel Banachs Streichholzschachtel-Problem

Banach hat, als Raucher, in beiden Hosentaschen je eine Streichholzschachtel mit je einer ge-
wissen Anzahl m,n an Streichholzern. Zum Rauchen wahlt er jeweils zuféllig eine der beiden
Schachteln aus und entnimmt ein Streichholz. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Anzahl der iibrigen Streichholzer in der einen Schachtel zu dem Zeitpunkt, zu dem die andere
Schachtel leer wird.

Sei m > n. Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion @, ,(u): der Koeffizient von u’ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ¢ Streichholzer in der nichtleeren Schachtel iibrig sind.

1 1
(Pm,n(u) = i(bm—lm(U) + i(I)m,n—l(U), m>n > 1
Py (1) = Poy—1 (1), m>1
Ppo(u) =u™,  m>0

Wir fassen das zu einer groflen erzeugenden Funktion zusammen:
F(z,x) = Z D,y (w) 2™
m>n>0
™™™ zur Behandlung des Spezialfalls m = n (z = 0). Summieren aller Gleichungen ergibt
schlussendlich (Details in der Ubung):

Flox) = (22 = 2)+ (1 —2)Fo(z) +
’ zx2 —2x + 1

) Fy(z) = F(z,0).

Nenner nullsetzen:

2+ VA—4dz 11—z

2z z

222 -2 +1=0 = T12 = =7112(2).

Die Faktorisierung des Nenners ist folglich

z(x —r1(2))(x — ro(2)).

Der Faktor (x — r2(z)) muss sich wieder wegkiirzen, x = ry(z) muss den Zahler nullsetzen,
berechne daraus F'(z,0) und daraus F(z,x).
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Kapitel 9

Folgen von Binomialtyp,
Operatorkalkiil

9.1 Polynomfamilien-Typen

Sei p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten.
Definition 9.1 (Basis): Eine Familie von Polynomen {p,(z) | n € No},
degpn(xz) =n, dega=0, deg0= -1,
bildet eine Basis fiir den Vektorraum der Polynome, R[z].
Beispiel (Basen):
e {z"}, Monome,
o {22}, fallende Faktorielle als Exponenten,
o {2"}, steigende Faktorielle als Exponenten.

Der Basiswechsel funktioniert mit Hilfe der Stirlingzahlen.

Definition 9.2 (Binomialtyp): Die Polynomfamilie ist von Binomialtyp, falls fiir n > 0 gilt

n

pale ) =3 (1) m@as), o) =1

k=0
Beispiel (Polynomfamilien von Binomialtyp): {z"} ist von Binomialtyp (iiblicher Binomialsatz).

{2z} ebenfalls: Zu zeigen ist

n
n _ Yk, n—k
(x+y) —Z <k>x Y=,
k=0
Das ist dquivalent zu
k n—k

T4yt ok oyn=k
( n!y) :Zﬁ(ny—k)!‘

Wegen

k' k!

w a(r— 1) (- k1) :@)
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ist das dquivalent zu der Vandermonde-Konvolutions-Formel,
T+y\ "z Y
(-2 060
k=0
{z™} ist ebenfalls von Binomialtyp, was sich wegen
2" = (~a)B(-1)"
leicht iiberpriifen lésst.

Im Allgemeinen ist es schwerer, diese Eigenschaft zu priifen, wir hétten gerne eine einfachere
Methode.

Definition 9.3: Eine Polynomfamilie heiflt normalisiert, wenn

po(x) =1, pn(o) =0 n>1.

Eine Familie von Binomialtyp ist normalisiert. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Einfaches Gegenbeispiel: {1, z,2z% 23,24, ...} ist nicht von Binomialtyp.
Beweis: po(x) = 1 laut Definition.

p1(0) = p1(0)po(0) + po(0)p1(0) = 2p1(0) = p1(0) = 0.

Induktion: sei p1(0),...,pn—1(0) = 0. Dann ist

a0 = X (1) p0)-s(0) = 200(0) = p0) =0, 0
k=0

9.2 Operatoren

Definition 9.4: Ein linearer Operator P : Rlz] — R[z] ist von Differentialtyp, wenn
deg Pp(z) = degp(x) — 1.

Beispiel (Operatoren von Differentialtyp):
e Ubliche Differentiation D = %,
o A:p(z) = plz+1) —pla),
o Vip(x)+ p(z) —plx—1).

E : p(z) — p(x + 1) ist nicht von Differentialtyp (Shift-Operator, Translation).

E®: p(z) = plz +a),
0 =

o E°0 =T (Identitit),
e A=FE—-1,
e V=I—-FE1
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Definition 9.5 (Basisoperator, Basisfamilie): Zu jeder Polynomfamilie {p,(z)} ldsst sich ein
eindeutiger Operator P assoziieren, so dass

Ppo(x) =0, Ppy(z) = npp-1(z), n>1

(Operator so definieren und iiber Linearitdt erweitern). P heift Basisoperator der Familie.
Umgekehrt heifit {p,(x)} Basisfamilie von P.

Satz 9.1: Jede Polynomfamilie hat einen eindeutigen Basisoperator von Differentialtyp. Jeder
differenzielle Operator hat eine eindeutige normalisierte Basis-Familie. Die Verbindung zwi-
schen Basisoperator und Basisfamilie ist eine Bijektion zwischen der Menge der differenziellen
Operatoren und der Menge der normalisierten Familien.

Beispiel (Basisoperatoren und ihre Basisfamilien):
o {z"} < D,

o {22} < A, denn 22 = 1,A1 =0 und fiir n > 1

At =FEg® — o= (z + 12— a2 =2" Lz 4+ 1— (z —n+1)] =n- 2L,

o {z"} & V.

Wir beginnen jetzt bei so einem Operator und konstruieren daraus eine eindeutige normalisierte
Familie von Polynomen {p,(x)}, so dass

Ppy(z) = npp—1(x).

Beweis: Definiere

T 1
=1, =— = P =—Pzr=1.
po(x) pi(z) = 5 pi(z) = 5P
Induktion: sei po,...,pn—1 bereits entsprechend der gewiinschten KEigenschaften konstruiert.
Ansatz:
n
pn(x) = Zakxk.
k=1
Pz ist eine Linearkombination von po, ..., Pn_1 (diese bilden eine Basis der Polynome von
Grad deg Px*). Es soll
n
!
Ppy(z) = Z apPz* = np, 1 (z).
k=1
Durch Koeffizientenvergleich kénnen wir die Unbekannten ay, ..., a, berechnen. U

Wir haben also eine Bijektion zwischen normalisierten Familien und differenziellen Basis-Opera-
toren.

Satz 9.2 (Verallgemeinerte Taylor-Entwicklung fiir Polynome): Ein beliebiges Polynom ¢(z)
hat beziiglich des entsprechenden Basisoperators P fiir (py) eine eindeutige Darstellung

k X
o) = 3 0 ams, )

k>0
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Anmerkung: Ein Spezialfall davon ist die iibliche Taylor-Entwicklung,

(k)
glx) =) qk!(())xk-

Anmerkung: Konvergenz ist nicht relevant, da es sich bei den Summen eigentlich um endliche
Summen handelt, da der Operator den Grad des Polynoms verringert.

Beweis: Es reicht aus, die Aussage fiir eine Basis zu zeigen. Wir wihlen ¢(z) = p, ().
PPp,(x) = nfp,_p(z)

[Pron(@)], _ O k#n
k! 11 k=n
= pu(@) =) ... =po(x) O

Beispiel: Betrachte das Polynom z" beziiglich

Fiir den Operator gilt

A=FE—-1
LIRS .
AF=(E-DF=>" (,)EZ(—l)kl.
=0
Letzteres ist der Binomialsatz (E und I kommutieren).
[Akm”] 1 k k )
=0 __ k—i;n
k! _!Z<i>(_l) v
=0
2™ lasst sich dann darstellen als
fZilikCMMWﬁ
k=0 kg \i .

Diese Darstellung kennen wir bereits mit den Stirling-Zahlen,

damit haben wir bewiesen

Notation: Wir schreiben im Folgenden

Lf@@)=f(0), L'f(x)=[(y), LY=LE".



Bis jetzt hatten wir

k X
o) = S EEAD

Verwende nun die Operator-Identitét

B pk(w) k
I= Z o LP*.
k>0

Definition 9.6 (Shift- / Translations-invariant): Der Operator P heifit Shift-invariant oder
Translations-invariant genau dann, wenn

YaeR: PE®=E"P.
Beispiel (Shift-invariante Operatoren):
e DV
e A=FE—-I AE*=(E—-I)E*=E*! - E*= E°A v
o VV
Definition 9.7 (A-Operator): Wenn ein Shift-invarianter Operator P zusétzlich erfiillt

Pr=c#0,

dann heiffit P A-Operator.

Satz 9.3: Eine Polynomfamilie ist genau dann von Binomialtyp, wenn der zugehorige Basis-
operator ein A-Operator ist.

Beweis:

“=”  Weil P von Differentialtyp ist, gilt Px = ¢ # 0 und pyp(z) = 1.
n
Pm(@) =l ) = 3 (1) portwlpnta)

y pk _x
Dyl XU MR

k>0
LEYPknp, 1 (x LEYPF1p (2
Mpucr () = BVPpy(r) = 3 POt E) () S B
k>0 ’ k>0 ’
LEYP*1p, (2) LEYP*p, ()
= Z 1) (k+ Dpr(x) = Z Tkpk—l(x)
k>0 k>1
LEYP*p, (z) LEYP*p,(x
= Z TPM:E) = PZ 7)1%(:6)
E>1 E>1
= PEypn(I‘).

Wir haben also
EYPp,(z) = PEYp,(x).

Weil die p,(z) eine Basis bilden, gilt die Aussage fiir beliebige Polynome.
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“<”  Sei P ein A-Operator (daher auch von Differentialtyp). Betrachte p,(z + y) mit x eine
Variable, y ein Parameter. Taylor-Entwicklung:

k x k x
po(z+y) =) LPp"—(er)pk(:v) = %pk(w)

k! k!
k>0 k>0
LEVnkp, 4() n
= o pre() =D () Po-k()pr(2). O
k>0 k>0

Beispiel: Binomialsétze:

Q = E*D = DE“.
Behauptung: die zugehorigen Basispolynome sind die Abel-Polynome,
pu(z) = 2(x — an)" L.
Qpn(z) = B* [(z — an)" '+ z(n—1)(z — an)”_2]

= E%x —an)" *(z — an + zn — )

=FE%z—an)" 3 (z—a) - n=xz(x+a—an)""% - n

= npp—1(z).
Anmerkung: Dazu bekommen wir frei Haus die Identitét

n

(x4+y)(z+y—an)" ! = Z (Z)x(x — ak)" y(y — a(n — k)"

k=0
Das ist eine Variante von Abels verallgemeinertem Binomialsatz.

Anmerkung: Wende die verallgemeinerte Taylor-Entwicklung auf (x + y)™ an, wieder fiir eine
Variable 2 und einen Parameter y, Q = DE®, py(z) = z(z — ak)* 1

@ty =Y LQk(i‘—F y)nx(x — ak)E!
k>0 ’

Qk _ (EaD)k — Eaka
Qk(a: + y)k = Eaknk(x + y)”flC = nﬁ(y + ak + a:)”’k

k k n—k
(z+y)" = Z 7y +ak)" +k? ) z(x — ak)F?
k>0 )

_ kngo <Z>x(m — ak)* Ly + ak)" ",

Das ist jetzt Abels verallgemeinerter Binomialsatz.
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Sei § die Familie der Shift-invarianten Operatoren.
P=P, & LP=LP,.
Warum? Die Hinrichtung ist offensichtlich, zur Riickrichtung:
LP,EY = LP,EY,

LEYP, = LEYPs.
Wenn man das auf f(x) anwendet, erhalten wir f(y) (fir alle y). Also ist P| = Ps.
Satz 9.4 (Expansionssatz): P € S, dann

_ Ak K
P= Z le
k>0
mit
x=0

Beweis: Es reicht aus, die Aussage fiir eine Basis, hier ", zu zeigen.

Px" Dk.’L‘n — nk$n k
n _
a, = LPx", LZ D'C n LZak<k>aj" k= a,.
k>0 k>0
Also ist LP = L) ..., und da es sich um Shift-invariante Operatoren handelt, folgt daraus
P=>... O

Wir assoziieren mit jedem Operator P € S eine formale Potenzreihe p(t), den Indikator von P:

pit) =) %tk-

k>0

Multiplikation:

Zugehoriger Operator:

n>0 k=0
Andererseits ist
D" D"
Sl ety = 00 (o
n>0 n>0 n>0 k=

Zwei Operatoren in S kommutieren.

Der Operator, der f(t) - g(t) entspricht, und das Produkt der Operatoren, die f(¢) und g(t)
entsprechen, sind gleich (wende beide auf z™ an, auch fiir Linearkombinationen stimmt das
Ergebnis dann).
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Betrachte nun die Inverse der formalen Potenzreihe,

1
ag + art + ast? + ...

Handelt es sich dabei wieder um eine formale Potenzreihe, dh. von der Form by + b1t +...7 Wie
erhélt man b; aus a;?

Die formale Potenzreihe ist genau dann invertierbar, wenn ag # 0. Ein invertierbarer Operator
entspricht einem invertierbaren Indikator.

Beispiel: D, dh. die Potenzreihe t, ist nicht invertierbar.

Korollar 9.5: Sei
P=>Y" %Dk’ €S.
k>0

Dann gilt:

1. deg(Pq(x)) < deg(g(x)) fiir alle ¢(z) € R[z].

2. P invertierbar < ag # 0 < deg(Pq(x)) = deg(q(x)) fiir alle ¢(x)

3. P ist A-Operator < ag=0,a1 #0 < P = DT mit T € § invertierbar.
Beweis: ... O

Beispiel: E*: a, = LE*z™ = a",

n>0
Der entsprechende Indikator ist
a™t"
DL
n!
n>0
In einem formalen Sinne gilt also
E® =P,

Das ist einfach der Taylor-Satz fiir Polynome.

Wir fiihren nun P’ ein, indem wir den Indikator p(t) differenzieren und dann wieder ¢ — D
ersetzen.

Regeln:
e (P+Q)=P+Q,
e (cP) =cPF,

e (PQ) = PQ' +PQ,

o (P =npPrlp,
Die Ableitung eines A-Operators ist invertierbar.
Beispiel (Ableitungen von Operatoren):

o (E%) = (e*P) = ae®P = aE°.

e A=EFE—-T—e—1,AN=eP=FE.

e V=I-E'V=eP=F"
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Ppy(z) = npnp-1(z).
Multiplikationsoperator: z : p(x) — xp(x).
Satz 9.6: Sei P € §. Dann ist
P' = Pz — zP.

Beweis (Beweisskizze): Man sieht leicht, dass Px — 2P € S (auf Polynom anwenden, ...,
Ubung).

Es ist
P=Y %D’“, ay = LPz"
E>0
LPx*
= P =) ——_Dptt

2 Gy

Offensichtlich
LxzP = 0.
L(Pz — zP)z* _, LPxa* _, Lpxk=t
Pz—gP=5 k! DF=> = =2 D
k>0 k>0 k>0

Das ist dasselbe wie obiges Ergebnis fiir P’. O

Satz 9.7: Sei P = DT ein A-Operator. Die Basisfolge

{pn(z) ‘ n € Ny}

von P ist gegeben durch:
1. po(z) = 1, pp(x) = 2(P")"p,_1(x) fiir n > 1 (Rodrigues’ Formel)
2. po(x) =1, pp = 2T 2"~ fiir n > 1 (Steffensens Formel)
Anmerkung: T~ := (T~

Beispiel (Abel-Operator): P = DE®: verwende Steffensens Formel, wobei T' = E¢, also T™" =
E—om,

po(w)

1
pn(lf) rEon n—1 __ 1

2" =x(x—an)" .

Das passt zu unseren fritheren Ergebnissen.

Beispiel: P = A, P' = E: verwende Rodrigues’ Formel,

po(@) = 2By (2) = app—1(z — 1)
Iteriere diese Rekursionsformel:

pn(x) =xz(z —1)(x =2)---(x —n+ 1)po(x —n) = 2™
Beweis:
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1. Beweis fiir Rodrigues’ Formel: Wir nehmen an, dass p,(x) wie in Rodrigues’ Formel defi-
niert ist, und zeigen, dass dann Pp,(x) = np,—1(z).

Pz(P)~' = (zP+ P)(P)!
= zP(P) '+ 1.

Induktion nach n:

Ppn(z) = (Pz(P") " pa-1(z)
= (zP(P") ™" + I)pn-1(z)

Induktionshypothese:

= (n— Da(P) 'pp_2(x) + pn-1()
= npp—1(z). O
2. Bewelis fiir Steffensens Formel:

l,TfnJrl _ TfnJrll, . (Tfn+1)/
=Ty 4+ (n-1)T T
=T (Tz+ (n—-1)T").

Verwende die Rodrigues-Formel sowie die Induktionshypothese:

pn(2) = 2(P) ppi(z) = o(P) taT "2
(P M (Tz + (n — 1)T)a" 2 = g(P)'T~™(T + T'D)z"*
— g(Pl)—liz'v—'rl_Pl:ETL—l — xT—n$n—1 0O
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Kapitel 10

Bernoullizahlen und Polynome

10.1 Reihenentwicklungen fiir Winkelfunktionen

Betrachte

z:(ez—l)ZB ﬁ

n>0

Koeffizientenvergleich fiir % (unter Verwendung von Iversons Notation):

n=1] :i(;DBk—Bn

k=0

n
1
Bn:Z<Z>B,€ n>2  By=1 Bi=-—.

k=0

Aus dieser Rekursion kann man zwar leider nicht direkt B,, berechnen, aber zumindest B,,_1.

z +z_2z+zez—z_ z(e* +1)
e—1 2  2(ex—1) 2(e? — 1)
z/2 —z/2
_zehe :Zcothi
2e%/2 —e=%/2 2 2
Das ist eine gerade Funktion (nur gerade Potenzen in der Potenzreihe), also B3 = B; = ... = 0.
Setze z — 2z:
2 4 5 2n
zcothz = 1—1—2:-232” @)l
n#0

Es gilt
cot z = i coth(iz).

Setze z — 1z2:
4n(_1)nz2n

(2n)!

Wir kennen damit also die Laurent-Reihen-Entwicklung von cot z. Es gilt (Ubung)

iz coth(iz) = zcot z = Z By,
>

tan z = cot z — 2 cot(2z).
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Daraus folgt

4n(—1)"
ztanz = Z Bgn(i)(l —4n) 2

|
= (2n)
n 14n 4" — 1)z 2n
=3 ST
(2n)!
n>1

Division durch z ergibt die Potenzreihenentwicklung von tan z.

Weiters gilt (Ubung)

z
- = zcotz + ztan —.
sin z 2
4

sinz*

Damit erhalten wir eine Entwicklung fiir

10.2 Bernoulli-Polynome

n

Bu(x)=Y" <Z> Brz" %, Bu(0)=B,, B.,(1)=B, n#1l.

k=0
Bivariate erzeugende Funktion:

DB ZZM_ Bt

n>0 n! n>0 k=0

Bkzk xn k o=
y oy Bt
k>0n—k>0
Tz

k

ze
er —1°

Beispiel (Summen): Wir suchen Formeln fiir Summen der Form
0"+ 1"+ ...+ (n—1"=5,.

Bekanntlich ist ( 0
n(n —
Sl - T

Sei f(z) die erzeugende Funktion,

S-y Y e

m>00<k<n

m>0
e —1
- 3 e
0<k<n

er —1°

Wir wollen also den Koeffizienten von 2™ in diesem Ausdruck berechnen,

nz _q nz _ 1
Sm = m'[z ]e 2 1 = m'[zm_'_l]zezil
es — €e” —
— m'[ m+1] ze"” . m![zm+1] z _ m!Bm+1(n) —ml Bm+1
e — e —1 (m+1)! (m+1)!
1

102



Wir hatten zuletzt bewiesen

n4n 2n

zcotz = Zan

Aus der komplexen Analysis: Mittag-Leffler, Partialbruchzerlegung des Cotangens:

zecotz=1— 22k2 5 5 —1—22 k2”2
w2 —z

k>1 k>1 k‘27'l'2
2 J 27 1
z z
—12YY () — 1N S
k>15>1 §>1 E>1
N’
¢(27)

Koeffizientenvergleich beziiglich 22" (fiir n > 1):

(14

1
—254(%) = BZ”W

Daraus erhalten wir

2n n—192n—1
Bap(—1)"12
2
(2n) (2n)!
Beispiel: n=1,2:

2 m
2 = — 4 = —
=" =1

10.3 Alternierende Permutationen

Definition 10.1: Eine Permutation 77y ... 7, mit m; < w9 > w3 < w4 > ... heillt Up-Down-
Permutation, eine mit m > my < w3 > ... Down-Up-Permutation. Beides sind alternierende
Permutationen.

Wir wollen diese Permutationen zéhlen, sei also A, die Anzahl der Up-Down-Permutationen
von {1,2,...,n}. Dann ist 24,, die Anzahl der alternierenden Permutationen (fiir n > 2).

Rekursion: fiir n + 1 Elemente sieht die Permutation so aus:

N\/\/\n:\l/\m

k n—k

Das ergibt eine Rekursionsformel fiir n > 1,

24p41 = Z (Z) ApAn

k=0

mit Anfangswerten

Ag=1, A =
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Definiere die erzeugende Funktion
ZTL
A(x) =) Anr.
n>0 ’
A(z) erfiillt die Eigenschaft

zTL
Az)-1=> 2An11

n>1
=24"(2) -2
2A'(2) = A%(2) + 1,
wobei A(0) = 1.
1+sinz

A(z) = sec(z) + tan(z) = p—

wobei tan z eine ungerade, sec z eine gerade Funktion ist. Die Anzahl der Up-Down-Permuta-
tionen von 2n 4 1 Elementen ist

Agny1 = (2n 4+ DI[Z2"TA(2) = (2n 4+ 1)1z tan 2.

Wir haben also eine kombinatorische Interpretation der Koeffizienten von tan z gefunden.
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Kapitel 11

Hypergeometrische Funktionen

11.1 Definition und Beispiele

Hypergeometrische Funktionen sind Funktionen der Form

k k
A1y .y O af---af, z
F z | = —_ " .
(bl,...,bn ) kzx)blf"'blﬁ k!
Z>

mFn(ar, ... am;bi, ... by 2).

Man schreibt auch oft

aly...,Qm
bi,..., by

oder

Beispiel:

P(|)=25 =

k>0

Um den hésslichen Leerraum zu vermeiden, schreibe stattdessen

F<HZ>ZF( )z)

Weiteres Beispiel:

Sei

Wir betrachten den Term t’“t—:l:

(a1 + k) - (am+Ek) =z
(br+k)---(bn+k) E+1

Das ist eine rationale Funktion in k, wobei tg = 1.
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Beispiel: Angenommen, wir erhalten

ter1 K2+ Tk +10
tr o 4k2 41

Das ist offensichtlich eine rationale Funktion in k. Faktorisierung:

ther  (B+2)(k+5) (k+1)

te  A(k+3)(k—%) (k+1)

Das ist die Reihe
2,51 1
Su=n-r (370 ]7):
272
Beispiel (Vandermonde-Konvolution): Fiir eine nichtnegative Ganzzahl n ist

=2 ()05 = ()

Wir wollen das in hypergeometrischer Notation niederschreiben.

tern G ko) Kl(r— k)l (n—k)!(s —n+k)!
e (DG EHDI—k-Dln—k-1l(s—n+k+1)
(r = K)o~ )

k+Ds—n+k+l)

r(nm =00

a=-r, b=—-n, c=s+1-—n,

Mit ty = (fL) haben wir also

Setze nun

es ist also

r=-a, n=-b s=c—14n=c—1-—0.

Dann erhalten wir

c ()~ (r+s—n)ls!  (—atc—1-b+b)(c—1-0b)

_ F(T; —a—b)T'(c)
I'(c—a)l'(c—b)’

P (a,b ’ 1) _ () _ 4 9)(s —n)! (—a+c—1=0)(c—1)!

wobei b eine negative Ganzzahl sein muss. Die Formel

F (a;b ‘ 1> - EEE—Z)F(Z?E(Z;

stammt von Gaufl und gilt, sofern die Reihe konvergiert.
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11.2 Die hypergeometrische Differentialgleichung

Die Ableitung einer hypergeometrischen Funktion ist
iF aiy...,am 5 _Zalf Zk_l :al"'amF a1+17...7am+1
dz bi,...,by blf(k_l)' bi---by bi+1,...,b,+1

E>1
Der Operator

angewendet auf F ergibt

und

B (k+a1)a’f--'zk_ a1 +1,a9,...
0 ranp T e (b

Iteration ergibt

1,...,am+1
(19+a1)(19+a2)~--(19+am)F:alag---amF<a1+’ » Gm + ‘z)

bi,... by

Analoges kann man fiir die unteren Parameter durchfiihren,

B - aj, ...
(9 +b1 = F = (by ”F(bl—l,bzw- ’Z>

und nach Iteration

(19+b1—1)---(19+bn—1)F:(bl—l)---(bn—l)F< L -e s m X ‘z)

b1 —1,...,b, —
Wir beobachten, dass
DW+b—1)-W+b,—1)F=0+a1) - (9+an)F.

Betrachte jetzt den Spezialfall

Es gilt
DW+c—1)F=(9+a)(¥+b)F.

DGF' +(c—1)F)=F +2F"+ (c—1)F = (9 + a)(2F' + bF)
= 2(F' + 2F" + bF') + a(zF' + bF).
Zusammenfassen ergibt
2(1—2)F"+ (c—z2(a+b+1))F' — abF = 0.

Das ist die typische hypergeometrische Differentialgleichung.
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Beispiel: Wir suchen die hypergeometrische Darstellung von

log(1 + z).
(71)n—lzn (71)nzn+1
n>1 n>0 n>0

Quotient der Terme:
thyr  —z(n+1)n+1

tn n+2 n+1

Die Darstellung ist also

1,1
zF( ’2 ‘—z) = log(1 + 2).
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