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1. Berechnen Sie

t

(a) die Bogenldnge der Kurve ~ : Z(t) = < 74

)mit1§t§3,

(b) den Gradient von f(z,y,2) = 5.

2. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit)

/dex—x4dy mit fy::?(t):( ), 1<t<2.
N

&+ |=

3. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit)

/(902 —y)dx +

2
mit y:f(t):<t +1), 0<t<1.
gl

T t+1

4. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit)

/(yexy—l—a:Qy)dx—i— (xe™ —y)dy mit v :Z(t) = < 2tt ) , 0<t<1.

o

5. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit)

/exp(y%)dx—exp<x%)dy mit 7:5(75)2(53), 0<t<1.

o

6. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit) f7 2zy3dx + 3x2y?dy wo-
bei v der Weg ist, der gegen den Uhrzeigersinn durch das Dreieck mit den Eckpunkten
(1,1), (3,1) und (3, 3) lauft.

7. Berechnen Sie das Kurvenintegral (die physikalische Arbeit) f7 sin(y)dx — cos(x)dy
wobei v der Weg ist, der gegen den Uhrzeigersinn durch das Quadrat mit den Eck-
punkten (0,1), (—1,0), (0,—1) und (1,0) lauft.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

cost
Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve v : Z(t) = | 1+¢* | mit 0 <t < 37/2.
sint

Berechnen Sie

/(2 +2y)dr — (y — 27)dy,

¥
wobei «y die Ellipse 2% + 4y? = 9 ist.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Green-Riemann.

Uberpriifen Sie den Satz von Green-Riemann fiir folgende Beispiele:

(a) B:={(z,y) : 2> +y* <1}, P=2x —y+ 1 und Q = 2?y.
(b) B:={(z,y) : 0<y<az<1}, P=e""Yund Q = e*v.

Berechnen Sie
/(Qy +5)dr — (Tx + 1)dy,
Y
wobei y der Kreis 22 + y? = § ist.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Green-Riemann.

Berechnen Sie

/ —(y* + 1) de + zydy,

v

wobei v der Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,1) und (0, 1) ist.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Green-Riemann.

Berechnen Sie

/ 2ay”de + 3z ydy,
0B

wobei B :={(z,y) : 0 <x,0<y<1-—2%}
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Green-Riemann.

Bestimmen Sie, ob das gegebene Feld ein Gradientenfeld ist, und berechnen Sie ge-
gebenenfalls das Potential:

625y 2ycosx + 1 Yy + xe? 1y sin 2x
a) ( 2° ) b) ( 2sinx ) ) (yem+x d) sin? x

Berechnen Sie mittels zugehorigem Potential

/(lny +3)dr + (E —1)dy,
7 Y
1 + sin?

o (t)
WObGl’y.SL’-( €2 cos(t) und 0 < ¢ < 7/6.
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16.

17.

18.

19.

20.

Zeigen Sie die Differenzierbarkeit
(a) von f(z) = 5 auf C\ {2},

(b) von f(z) = -L auf C\ {i}.

Zeigen Sie (ohne Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen), dass f(Z) = |z|> + 1

nur in zy = 0 differenzierbar ist.

Zeigen Sie (ohne Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen), dass f(z) = 2z — 1
nicht differenzierbar ist.

Entwicklen Sie die Funktion f(z) = ' in eine Potenzreihe um 2, = 0 und berechnen
Sie den Konvergenzradius.

Die Funktion f(z+iy) = u(z,y)+iv(x,y) sei holomorph und v(z, y) = cosh(z) cos(y).
Berechnen Sie u(z,y) und bestimmen Sie damit f(z).
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Die Funktion f(x +1iy) = u(z,y) + iv(x,y) sei holomorph und v(z,y) = eYz sin(z) —
e¥(y + 1) cos(z). Berechnen Sie u(x,y) und bestimmen Sie damit f(z).

Berechnen Sie alle Werte von (log ist der komplexe Logarithmus, d.h. log(1) = 2kmi

fir ein k € Z):

a) log(—i%), b) log(—1+ V/3i),

Berechnen Sie alle Werte von:
a) i%, b) (1—1)2,

Berechnen Sie

(a) cosh(—i) und cos(1 — 2i),
(b) sinh(1 + ) und sin(27).

Beweisen Sie, dass 2 die Menge CT := {z € C :

z+
{z € C : |z| < 1} abbildet.

Zeigen Sie dass fiir jedes z € C:

b) sin(z) = sin(z),

c) log(1l — 2i).

¢) i,

Re(z) > 0} konform auf E :=

c) cos(z) = cos(z).

Beweisen Sie die folgenden Identitédten indem Sie die entsprechenden Potenzreihen

miteinander vergleichen.
(a) € = cos(z) + isin(z);
(b) £=" :=sinh(z) = —isin(iz);

(c) €te” := cosh(z) = cos(iz).
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28. Gegeben seien die komplexe Funktion f(z) = 2? und C, die gerade Linie von 1 — i
nach 2 + 3i. Berechnen Sie [, f(2)dz, indem Sie die Real- und Imaginérteilfunktion
von f verwenden (f(z2) = u(z,y) + iv(x,y))

29. Berechnen Sie durch zwei verschiedene Methoden f c Z% dz, wenn C die Kurve mit der
Parametrisierung a(t) = e ™ t € [0,1] ist.

30. Berechnen Sie das komplexe Kurvenintegral | o [(2)dz, wobei

(a) f(z) =2 und C der Kreisbogen (im Uhrzeigersinn) von 2i nach —2i ist,

(b) f(2) = cosz und C ein beliebiger Pfad von 1 + 2i nach 1 — 2i ist.

31. Berechnen Sie

/ 14 sin2z
: : dz,
o (2 —50)(22 4 2iz — 2)

wenn C' das Dreieck mit den Eckpunkten —1, 1 und i ist, das in dem trigonometrischen
Richtungssinn durchlaufen wird.

/ 2t + 25
———dz
¢ cos(z) cosh(z)

wobei die Kurve C' das Quadrat mit den Eckpunkten 3(—1 — i), $(1 —4), 3(1 + i)
und 3(—1+74) ist, das in dem trigonometrischen Richtungssinn durchlaufen wird.

32. Berechnen Sie

33. Berechnen Sie folgende komplexe Kurvenintegrale:

(a)

COSs 2
dz, C:lz| =1,
/C<z+g><z2+9> : 12
(b) ‘
Siln 2
——dz, C:|z| =1
R =

6

34. Berechnen Sie die folgenden komplexen Kurvenintegerale (ohne Residuensatz), wobei
Sie die Parametrisierung « : [0, 1] — C der Kurve C' verwenden:

a) / 2| dz, aft) =te™, b) / e* dz, alt) =t + it?,
c c

1 A
c) / 5 dz, aft) =2e*™,
cl+z
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35. Bestimmen Sie die Residuen folgender Funktionen in ihren singuldren Punkten:

5 o251
W 1) =2, ) 1) = F—a € C.
¢) f(z) = 2° cosh (%) : d) f(z) = sin;z.

36. Berechnen Sie

3
b) I2l = 5

beschrieben ist.

37. (a) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = (z + z?’)(ez% + ez%l) in eine Laurentreihe,
zuerst um den Punkt zy = 0, dann um den Punkt z5 = 1.

(b) Berechnen Sie Res[f;0] und Res[f,1].

(c¢) Berechnen Sie folgendes Integral mit Hilfe des Residuensatzes
/ (2 4+ (e 4+ 51 d.
|z|=2

38. Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:
522 —4z+1
a) / : 22+ dz, b) / (;OS(Z), dz,
o=t (2 +2)(422 + 1) o= 22+ diz

28 —32441 z+1
d d —dz.
) /|z|=2 2:—1)(2+9) )/|z|=ﬂ 249"

39. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

224241
I ==

und berechnen Sie damit ohne Residuensatz fy f(2) dz, wobei vy der Kreis |z —2| =4
1st.
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40. Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

T cos(2x) 2 1
———dx; b —d
2 /0 5 — 4 cos(x) “ ) /0 (5 — 3sinx)? v
41. Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:
00 = 00 22
——d b d
)] T |, s

> dz > z
7 d dz.
C)/o (1+22)% )/m1+z4 :

42. Berechnen Sie folgende Integrale

* sinx > coszx
dx; b dzx.
a)/wx2+1 - )/oox2+1 .

Hinweis: Integrieren Sie entlang der Kurve Cr = [—R, R] U Hy, wobei Hy der Halb-
kreis (in der oberen oder unteren Halbebene) mit dem Mittelpunkt im Ursprung und

dem Radius R ist.

43. Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion f(z) = exp(—z?/2).

Hinweis: Berechnen Sie das Integral

_22
e 2 dz,
TR

wobei vr das Rechteck mit den Eckpunkten —R, R, R + it, — R + it bezeichnet.

Lassen Sie R — oo streben und beniitzen Sie, dass

/ e~ T dx = 2.

[e o]
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

Bestimmen Sie die LAPLACE-Transformation £{f} von

a) sin*(wt), b) cosh?(2t), c) te*.
Hinweis: Verwenden Sie L{f'(t)} = sL{f(t)} — f(0).
Bestimmen Sie die Riicktransformation f(t) = £L71(F(s)) von

5 b) 23 ) 7 d) s+1—-2«
_— — ) .
§2—Ts+12’ (s+3)5 24+ s+1’ $2+2s+a?+1

a)

Losen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Transformation folgende Anfangswertprobleme:

(a) y"(t) + 49/ (t) + 4y(t) = e *(cost + 3sint), y(0) = —1, y/'(0) = 1;
(b) y"(t) —2y/'(t) + 4y(t) = 0, y(0) = 0, ¥'(0) = 1;

(e) y"(t) —y'(t) =32 —¢),y(0) =1, ¥'(0) =1, y"(0) = L;

(d) 9y"(t) = 6y'(t) +y(t) = 0, y(0) = 3, ¥'(0) = L.

Losen Sie folgende Anfangswertprobleme mit Hilfe der LAPLACE-Transformation und
des Faltungssatzes:

a) y"(t) +y(t) = 5t, y(0) =0, y'(0) = 0;
b) " (t) +y(t) = 5 sin(2t), y(0)=0

Losen Sie folgende Integralgleichungen mit Hilfe der der LAPLACE-Transformation
und des Faltungssatzes:

() y(x) = ze* — 26 [ e ty(t)dt,

(b) y(z) =z +e” — [; y(t) cosh(x — t)dt.

Bestimmen Sie mit Hilfe der LAPLACE-Transformation eine beschriankte Losung des
Problems

Dgl.: U = QUge ,x > 0,1 >0,
RB: u(0,t) = —4sin2t, t >0,
AB: u(z,0) = u(x,0) =0,2>0.
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50. Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Flache F

(a) die durch folgende Parametrisierung gegeben ist:

T COoS
Z(r, @) = 7 8in ;mit 2<r<4und 0 < p < 27,
3(1-17)

(b) die von z = xy und 22 + y? < 1 begrenzt wird.
51. Man berechne das Oberflachenintegral

z
/ / x4y | dA,
F —x

(a) wenn F' die ebene Fliche z 4+ 3z + 2y = 3, x,y, z > 0 ist;

(b) wenn F die Oberfliche der Halbkugel 22 + z2 + y* = 4, z > 0 ist;

(c) wenn F die Oberfliiche des Paraboloids z = 2% + 32, z < 1 ist.

x1y?

52. Verifizieren Sie den Satz von Stokes im Falle des Vektorfeldes K = [ 2%y + 2z | und

20z
der Oberfliche F, die gegeben wird durch 2% + 4y? = z und 2 < 1.

53. Verwenden Sie den Satz von Stokes um das Kurvenintegral [ o Kd# zu berechnen.
Dabei sei
T+ yz
K= cosy+ 22
—2x 4 €*

und die Kurve C sei die Schnittmenge der Flichen z = z und 222 = 1 + 22 — 32

54. Berechnen Sie mit dem Satz von Gauss das Oberflachenintegral [/ S(I? -1)dA. Dabei

S€l
X

B=|y
z

und F' die Oberfliche des Tetraeders der von den Ebenen z = 0, y = 0, 2z = 0,
x+1y+2z=a,a>0 begrenzt wird.

55. Berechnen Sie mit dem Satz von Gauss das Oberflaichenintegral [/, S(l? -1)dA. Dabei

sS€l

x?’

B

23

und F die geschlossene Oberfliche 2% + y? = 22 mit 0 < 2 < h.
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56. Losen Sie mit der Fourier-Methode folgendes Saitenschwingungsproblem:
Upp = Uy,
unter den Rand- und Anfangswertbedingungen
u(0,t) =0, u(m,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0) = ksin(2x).

57. Losen Sie mit der FOURIER-Methode folgendes Saitenschwingungsproblem:

Dgl.: Uy = Uyy + sin(2z)e ™,
RB: u(0,t) =u(m, t) =0, t>0,
AB: u(z,0) = 7sin(6z), uz,0)=0, 0<az <.

58. Losen Sie mit der FOURIER-Methode folgende Wéarmeleitungsgleichung:

Dgl.: Up = Ugy + 3,
RB: w(0,t) =0, wu(l,t)=2, t>0,
AB: u(z,0)=1+2> 0<x<1.

59. Losen Sie mit der Fourier-Methode folgendes Saitenschwingungsproblem:

Upt = Sy,
u(0,t) =1, u(m, t) =1t,
u(z,0) = coswsinz, u(z,0) = sin 3z,

(6 Punkte)

60. Losen Sie mit der Fourier-Methode folgendes Warmeleitungsproblem

Ut = Ugy,
u(0,t) = u(m,t) =0,
x
0)=1-—.
u(r,0) =1~

61. Losen Sie mit der FOURIER-Methode folgende Wéarmeleitungsgleichung:

Dgl.: Up = Ugy + 3,
RB: w(0,t) =0, wu(l,t)=2, t>0,
AB: u(z,0)=1+2* 0<z<1.



