Folie zur Vorlesung “Mathematik B”
01. Juni 2010

Beispiele zur Transformationsregel:

1. Polarkoordinaten:

Allgemein kann man Punkte (z,y) € R? mit Hilfe von Polarkoordinaten
(r, ) mit » > 0 und ¢ € [0, 27) eindeutig darstellen:

z=a(r,p) =7 oS, Yy = Ty(r,p) =T sin.

Die zugehorige Jacobimatrix ist gegeben durch
B %—"g cosp —rsing
J = o2 933 | T \ g&in 7 COS
‘ or By ¥ 14

Die Jacobideterminante ist somit det J = rcos? ¢ — (—rsin® ) = 7.
Aufgabe: Gesucht ist das Integral [, f(z,y) dz dy mit

flz,y) = 2z+/2?2+9? und
D = {(w,y)ERZlOSxSy,xz-{—yzSél}.

- Lésung: Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber und ersetzen z = r cos ¢
und y = 7 sing. Da wir iiber D integrieren, miissen wir die neuen
Grenzen fiir r und ¢ bestimmen:

e Aus der Bedingung 0 < z < y folgt
0<rcosp<rsinp=0<cosp <singp, __ .
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e Aus der Bedingung z2+y? < 4 folgt eingesetzt 12 cos? p+r?sin® p =
r?<4,dh 0<r<2,

Es ist f(z,y) = 2r cos ¢\/r?cos? ¢ + r2sin ¢ = 2r? cos ¢. Somit ergibt
sich das gesuchte Integral wie folgt:

/2 i
/f(x,y)dxdy = / frcosgo,r sin ) - | det J| dr dyp
D P

=7 /4
/2 /2 2
= / 2r¥cos - rdrdp = / / 2r3 cos @ dr dip
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. Zylinderkoordinaten:

Allgemein kann man Punkte (z,y, z) € R® mit Hilfe von Zylinderkoor-
dinaten (r, ¢, z) mit r > 0, ¢ € [0,27) und 2z € R eindeutig darstellen:

r = .’El(T',(,O, ) =T Co8 ¢, 2
Yy = x2("'7907 ) =r sin v, f
z = $3(’)", 2% )

Die zugehorige Jacobimatrix ist gegeben durch
Oz1 Bz Oz

o By 0z cos —rsing 0

_ Bx2 3:1:2 Ozo ___ .
J=1 F* 2 | =| sing rcosp O
Oz3 6:1;3 Oz3 0 0 1

or Op Oz

Die Jacobideterminante ist somit det J = 7 cos? ¢ — (—rsin® p) =

Aufgabe: Eine Parabel lasse man um die z-Achse im R? rotieren; 81ehe
Skizze. Man berechne das Volumen des Korpers

K={(z,y,2) R |2+ <z < 1}.
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Losung: Wir gehen zu Zylinderkoordinaten iiber und ersetzen & =
r cos und y = 7 sinp und z = z. Da wir iiber K integrieren, miissen
wir die neuen Grenzen fiir r, ¢ und z bestimmen:

e Aus der einzigen Bedingung z2+y? < 2z < L folgt 1 <2 < 1, d.h.
pe0,2m),0<r<lundr?*<z<1

Da wir ein Volumen berechnen ist das Integral der konstanten Funktion
1 iiber dem Bereich K zu berechnen. Somit ergibt sich das gesuchte
Integral wie folgt:

/ ldxdydz = / / / 1-rdzdrdye
K o= =0 J z=r2
= / / Tz| drdy
_o

3. Kugelkoordinaten:

Allgemein kann man Punkte (z,y,2) € R® mit Hilfe von Kugelkoordi-
naten (r, @, v) mit r > 0, ¢ € [0,27) und v € [0, 7] eindeutig darstellen:
r = xz1(r,p,v) =7 cosy sinv,
y = xo(r,,v) =1 sine sinv,

)

z = 173(7", w,V
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Man beachte, da§ z2 + 32 + 22 = r%. Die zugehdrige Jacobimatrix ist
gegeben durch
8z1 OBzi Oz

=7 COSV.

Br 9p ov cospsiny —rsingsiny T CoS @ CcosV
J= %’”—Tl %’f; % = | sinpsiny rcosysiny rsingcosv
9z3 Or3 Dzy cos v 0 —rsinv

or acp ov




Die Jacobideterminante ist somit
detJ = —r?cos® psin®v —r¥sin®psinvcos’ v
—12 cos? ¢ cos? vsinv — r?sin® psin® v
= —r?sin®v —r?sinvcos’ v = —r’sinv.
Also: | det J| = r?sinv.
Aufgabe: Man berechne das Integral [ f(z,y, 2) dz dy dz mit

flz,y,2) = (@*+y?)z, D={(z,y,2) €R*|0<y, 0< 2 *+y’+2° <y}

Da wir iiber D integrieren, miissen wir die neuen Grenzen fiir r, ¢ und
v bestimmen:

e Aus 0 < y = rsinypsinv folgt wegen r > 0 und sinv > 0 die
Ungleichung 0 < sin ¢, d.h. ¢ € [0, 7].

e Aus 0 < z = rcosv folgt wegen r > 0 die Ungleichung 0 < cosv,
dh.vel0,7/2]. '

o Aus der Bedingung 22 + 42 + 22 < y folgt r? < rsingsinv, d.h.
0<r<sinygsinv.

Es ist f(z,y,2) = r’sin’v - rcosv = r®sin® v cosv. Somit ergibt sich
das gesuchte Integral wie folgt:

7/2 psingsinv
/ f(z,y,2)dzsdydz = / / / r¥sin®vcosv - r¥sinvdrdv de
D =0

w/2 psingsiny
= / / / r® sin I/COSI/d’I"dVd(p
=0 J v=|
w/2

1 sinpsiny
= / / —r%sin3 v cos 1/| LI v dy
<p=0 v=0 6

/2
= / 5 sin® ¢ sin® v cos v dv dyp
0 Jv

= =0
= = sin® p—sin'® | “ dy

o=06 10 IO
= " sin® o dp = L om =T
= 60" P T T 5016 T 102

Zur Berechnung des letzten Integrals verwende man die Rekursionsfor-
meln zu Integralen der Form [ sin® ¢ dy; siehe Skriptum Seite F-23.




