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3 Die klassischen griechischen Konstruktionsprobleme

Aus der griechischen Antike sind folgende geometrische Konstruktionsprobleme iiber-
liefert.

e Wie teilt man einen (beliebig vorgegebenen) Winkel in drei gleiche Teile?

e Wie kann man zu einem gegebenen Wiirfel einen Wiirfel konstruieren, der das
doppelte Volumen besitzt?

e Wie konstruiert man zu einem gegebenen Kreis ein Quadrat gleichen Flichen-
inhalts?

e Wie konstruiert man ein regelméfliges n-Eck?

(Wenn man von den drei klassischen Konstruktionsproblemen redet, sind es die drei
ersten.)

Hierzu muss man wissen, dass die Griechen als Hilfsmittel nur ,,Zirkel und Lineal“
zuliefen und auch mit diesen Hilfsmittel nur die folgenden Operationen erlaubten.

Operation 1, Lineal Durch zwei gegebene Punkte kann man eine Gerade legen.

Operation 2, Zirkel Man kann einen Kreis zeichnen, wobei der Mittelpunkt P, ein bereits konstru-
ierter Punkt ist und der Radius r gleich dem Abstand von Py zu einem anderen
bereits konstruierten Punkt P; ist.

Neue Punkte erhilt man als Schnittpunkte von den konstruierten Geraden oder
Kreisen. Ein Punkt gilt als konstruierbar, wenn er durch eine endliche Anzahl von
Anwendungen der Operationen 1 und 2 konstruierbar ist.

Ubung 3.1. Gegeben seien zwei Punkte. Konstruieren Sie den Mittelpunkt.

Ubung 3.2. Uberlegen Sie sich, dass Sie mit unendlich vielen Schritten aus zwei
Punkten mit Abstand 1 alle beliebigen reellen Absténde konstruieren kénnen.

Ubung 3.3. Bequemer ist es, statt Operation 2 folgendes zuzulassen:

Man kann einen Kreis zeichnen, wobei der Mittelpunkt Py ein bereits konstruierter
Punkt ist und der Radius r gleich dem Abstand von zwei anderen bereits konstru-
ierten Punkt P; und P» ist. Zeigen Sie, dass man diese Ubertragung des Radius aus
Operation 2 herleiten kann.

Uber Jahrhunderte zweifelte niemand daran, dass fiir diese Probleme eine Lisung
existiert, d.h. dass man nur lange genug nach ihr suchen miisse. Heute hingegen weif3
man, dass fiir die ersten drei Probleme keine Losung existiert. Und gerade dies ist
fiir Nichtmathematiker hiufig unvorstellbar.

Wir beschéftigen uns mit einem Beweis, dass die obigen Probleme im allgemeinen
unlésbar sind.

Die Losungsstrategie besteht darin, dass wir das geometrische Problem in ein dquiva-
lentes algebraisches Problem umformulieren. Wir zeigen dann, dass das algebraische
Problem keine Losung hat.



Obwohl wir in der zweidimensionalen Geometrie denken, ist es bequemer, sich vorzu-
stellen, dass wir bestimmte reelle Zahlen konstruieren wollen. Kann man zwei Punkte
mit Abstand a konstruieren, sagen wir, dass wir die reelle Zahl a konstruieren kénnen.
Wir formulieren obige Probleme in diesem Sinne um.

e Bei der Wiirfelverdoppelung reicht es, v/2 zu konstruieren.
e Bei der Quadratur des Kreises reicht es, /7 zu konstruieren.

e Bei der Winkeldreiteilung reicht es, zu gegebenem Winkel a die Zahl cos(a/3)
zu konstruieren. Da wir zeigen werden, dass die Winkeldreiteilung allgemein
nicht moglich ist, reicht es, fiir einen bestimmten Winkel zu zeigem, dass sie
nicht maoglich ist. Fiir o = 60° sieht man, dass es ausreicht, eine Nullstelle von
f(x) = 823 — 62 — 1 (oder mit y = 2x von f(y) = y> — 3y — 1) zu konstruieren.
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e Bei den n-Ecken reicht es analog, cos(*,~) zu konstruieren.

Definition 3.1. Sei K die Menge der konstruierbaren reellen Zahlen.
Satz 3.2. Die Menge der konstruierbaren Zahlen K ist ein Korper.

Beweis. Wir konnen mit Zirkel und Lineal addieren, subtrahieren, multiplizieren und
dividieren (siche Ubung). Es folgt dann natiirlich Q C K C R.

Exemplarisch behandeln wir die Multiplikation:

Gegeben seien die Streckenléngen 1, @ und b. Gesucht ist eine Strecke der Léange
ab. Wir tragen auf einer Geraden die Strecke |OA| = a und |OB| = 1 ab. Uber B
konstruieren wir die Senkrechte auf die Gerade durch A und B und tragen darauf
die Strecke |BQ| = b ab. Wir zeichnen die Gerade durch O und Q. Wir konstruieren
die Parallele zu B@ durch A. Den Schnittpunkt mit der Geraden durch O und @
nennen wir P. Nach den Strahlensitzen ist |AP|: a =b: 1, also |AP| = ab.

Die Divison verwendet die gleiche Figur und die Strahlensiitze. Siehe Ubung.

Ubung 3.4. Zeigen Sie, dass man mit Zirkel und Lineal addieren und subtrahieren
und dividieren kann.

Gibt es noch weitere Operationen, die wir konstruieren kénnen? Ja, wir kénnen
mittels Euklids Hohensatz Wurzeln ziehen.

Gegeben seien Strecken der Langen a und der Lénge 1. Gesucht sei eine Strecke der
Lénge v/a. Wir konstruieren eine Strecke AQ) der Linge a + 1. Hierbei sei a = |AB]|
und 1 = |BQ|. Wir konstruieren den Mittelpunkt M der Strecke AQ und einen
Kreis um M mit Radius |[M A|. Wir errichten eine Senkrechte zu AQ durch B. Der
Schnittpunkt P der Senkrechten mit dem Kreis ergibt ein rechtwinkliges Dreieck
APQ (Satz von Thales). Nach dem Hohensatz gilt: |BP|?> = a-1. Also ist |[BP| = \/a.
Daher gilt:

Die Menge der konstruierbaren Zahlen K ist ein Korper, der alle (endlich iterierten)

quadratischen Erweiterungen von Q enthilt. Insbesondere ist also z.B. v/v/2 + 5v/7 + 2+
% v/ 14 konstruierbar.



Man kann aber nun zeigen, dass man aufler derartigen Zahlen keine weiteren mehr
erhalten kann.

Satz 3.3. Die Menge der konstruierbaren Zahlen K ist gleich dem Kdrper, der alle
(endlich iterierten) quadratischen Erweiterungen von Q enthdlt, also gleich dem reell
quadratisch abgeschlossenen Kdrper tber Q.

Der Beweis analysiert, auf welche Weise neue Punkte konstruiert werden: Schnitt
von einer Gerade mit einer anderen Gerade fiihrt auf eine lineare Gleichung, Schnitt
von Gerade mit Kreis fithrt auf eine quadratische Gleichung, und Schnitt von Kreis
mit Kreis fithrt ebenfalls auf eine Gleichung vom Grad 2 (und nicht etwa 4 !).
Hieraus folgt

Satz 3.4. Sei o € K. Dann ist [Q(«) : Q] eine Zweierpotenz.

Hierbei bezeichnet [Q(«) : Q] den Korpererweiterungsgrad. Man bestimmt zu « das
Minimalpolynom. Q(«) ist (beziiglich Inklusion) der kleinste Korper, der Q und «
enthélt.

Beweis. Jede konstruierbare Zahl ist in endlich vielen Schritten konstruierbar, liegt
also in einer n-fach iterierten quadratischen Korpererweiterung von Q. Aufgrund des
Turmsatzes der Kérpertheorie folgt mit einer Reihe von Zwischenkorpern [Q,, : Q] =
[@Qn @ Qn-1] - [Qn-1 : Qn-2]---[Q1 : Q] = 2". Der Turmsatz selbst folgt aus der
linearen Algebra durch Angeben einer Basis.

Beispiel: Q(v/2,v/3) hat {1,v/2,v/3,v/6} als Basis iiber Q:

Satz 3.5. Wenn ein kubisches Polynom mit rationalen Koeffizienten keine rationa-
len Nullstellen hat, dann ist keine der Nullstellen mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
Oder:

Sei o Nullstelle von einem (iber Q) irreduziblen Polynom vom Grad 8 mit ganzzah-
ligen Koeffizienten. Dann ist [Q(«) : Q] = 3 und damit ist o nicht konstruierbar.

Satz 3.6. Die Polynome f1 : 2° — 2 und fy : 823 — 62 — 1 sind irreduzibel. Daraus
folgt:

[@(V2): Q] =3, [Q(cos(20°)) : Q] = 3.

Satz 3.7. Die Zahl 7 ist transzendent, (Lindemann, 1882), d.h. sie ist niemals Null-
stelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten. Daraus folgt:

[Q(v7) : Q] = oc.

Aus den obigen Sitzen folgt nun unmittelbar, dass man mit Zirkel und Lineal den
Winkel von 60° nicht in drei gleiche Teile zerlegen kann, dass man die Wiirfelver-
doppelung nicht konstruieren kann und dass man zu einem Kreis kein flichenglei-
ches Quadrat konstruieren kann. Die Versuche von Laien, dies dennoch zu tun, sind
zwangsldufig zum Scheitern verurteilt, bzw. kénnen allenfalls gute Naherungslésun-
gen sein.



Hinweis: Ist o Nullstelle von einem Polynom mit Grad=Zweierpotenz, dann ist aber
noch nicht klar, ob man a auch durch eine Verkettung von quadratischen Wurzeln
darstellen kann. Dies fithrt auf komplizierte Fragen, die allgemein im Rahmen der
Galoistheorie gelost werden. Die Galoistheorie verlagert schwierige Fragen iiber Zwi-
schenkorper auf einfachere Fragen von Untergruppen der (endlichen) Galoisgruppe
des zugehorigen Polynoms.

Die Untergruppenstruktur der Galoisgruppe ist isomorph (nur auf den Kopf gestellt)
zur Untergruppenstruktur der Zwischenkorper zwischen Q(«) und Q. Im Falle von
kubischen Polynomen benétigt man aber keine Galoistheorie, wie wir gesehen haben.
Im Alter von 18 Jahren gelang es Gaufl (1796), die Konstruierbarkeit des regelméfi-
gen 17-Ecks zu beweisen. (Dies wird manchmal als der erste wesentliche Beitrag zur
Geometrie nach Euklid bewertet.)

Allgemein fiihrt das regelméflige n-Eck auf das sogenannte Kreisteilungspolynom
vom Grad ¢(n), wobei ¢(n) die Eulerfunktion ist.

Ist nun n eine Primzahl der Form 2" 4 1, so ist ¢(n) eine Zweierpotenz. (In der
Zahlentheorie beweist man, dass eine derartige Primzahl sogar die Form 22" 41
haben muss.) Und fiir diese speziellen Kreisteilungspolynome bewies Gauf}, dass sie
durch sukzessive quadratische Gleichungen gelost werden kénnen.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.8. [ohne Beweis] Das regelmdfige n-Eck kann genau dann mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden, wenn die Primfaktorzerlegung von n die folgende Form
hat:

n=2"pip2- - ps,
wobei r, s > 0 und die p; verschiedene Primzahlen der Form 2% + 1 sind.

Gaufl bewies hierbei die Existenz der Konstruktion, also dass es sich um eine hin-
reichende Bedingung handelt. Erst viel spéiter bewies Wantzel die viel einfachere
Notwendigkeit der angegebenen Bedingung. (Diese war Gaul wohl bekannt, wenn
auch er sie nicht bewies.)

Insbesondere folgt also die Konstruierbarkeit fiir die Fermatschen Primzahlen: Fy =
3,Fhn = 5,F, = 17, F3 = 257, F; = 65537. Weitere Fermatschen Primzahlen sind
nicht bekannt.

Ubung 3.5. Konstruieren Sie das regelmiBige n-Eck mit Zirkel und Lineal fiir n =
2,3,4,5,6,8,10,12,15, 16.

Ubung 3.6. Aus Satz 3.8 folgt, dass das regelmiflige 7 und 9-Eck nicht konstruiert
werden kann. Beweisen Sie:
a) leicht: Das regelméfiige 9-Eck kann nicht konstruiert werden.
b) nicht so leicht: Das regelméfige 7 Eck kann nicht konstruiert werden. Tipp: Denken Sie sich,
dass Sie eine komplexe Zahl z suchen, mit 27 = 1. Reduzieren Sie dies mit

t = z 4+ — auf ein irreduzibles kubisches Polynom.
z



Ubung 3.7. Seien m und n teilerfremd. Wenn das regelméfige m und n-Eck konstru-
iert werden kann, dann auch das mn-Eck.

Ubung 3.8. Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass das regelmiflige p?-Eck
nicht konstruiert werden kann.

Losung der vorstehenden Ubungsaufgabe

Satz 3.9. Sei p > 2 eine Primzahl. Dann ist das requlire p*>-Eck nicht mit Zirkel
und Lineal konstruierbar.

Beweis. Damit eine Zahl (bzw. ein Punkt) konstruierbar ist, muf} sie in einer Koérperer-
weiterungen iiber Q liegen, die den Grad 2° hat (notwendiges Kriterium; fiir hinrei-
chend benétigtman noch, dass diese Korpererweiterung als eine Kette von jeweils
quadratischen Erweiterungen dargestellt werden kann.)

Es reicht also zu zeigen, dass ¢ = 2™/ »* niemals in einer Korpererweiterung vom
Grad 2¢ liegt.

¢ ist Nullstelle des Polynoms 2P* — 1. Dieses kann zerlegt werden in 1= (2P —
1) (2PP=1) 4 2P(P=2) 4.4 22 2P 4 1), Wir zeigen, dass f(z) = 2P~ 42p(0=2) ... 4
2P 4 2P 41 iiber Q irreduzibel ist. Dann ist klar, dass f das Minimalpolynom von ( ist.
Der Kérpererweiterungsgrad ist damit [Q(¢) : Q] = p(p—1), also keine Zweierpotenz.
(betrachtet man den Erweiterungsgrad fiir den Kosinus- bzw. Sinuswert von 27 /p?,
so entspricht das einer rellen (nicht komplexen) Kérpererweiterung von Q vom Grad

p(p—1)/2)
Lemma 3.1. f(z) = 2?71 4 2P(P=2) .. 4 220 4 2P 4 1 st irreduzibel dber Q.

Wir verwenden hierzu:

a) Ein Polynom das iiber Z irreduzibel ist, ist auch iiber Q irreduzibel. (Lemma von
Gauf.)

b) Den Satz von Eisenstein.

Satz 3.10 (Eisensteinsches Irreduzibilititskriterium). Sei g € Z[z] ein Poly-
nom mit g(x) = apx™ +an_12" t+- -+ ayx+ag. Weiter sei p eine Primzahl. Wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind

i) an # 0modp
i) a; =0mod p firi=0,---,n—1
iii) ag #Z 0 mod p?,

dann ist g irreduzibel iber Q. (Dies ist ein hinreichendes, aber kein notwendiges
Kriterium.)

Ein Beweis des Gaufischen Lemmas und des Satzes von Eisenstein steht z.B. in
Stewart, Galoistheory.



Beweis (des Lemmas). Wir substituieren z = ¢ 4+ 1. Es ist wegen des kleinen Satzes
von Fermat (¢t +1)P = (t + 1) = (t* + 1) mod p. Daher ist

fz) = @E+DPC Y 4t 1P o 1) (1P
PP (PP 2 (P D2+ (P + D)+ T mod p
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Die Binomialkoeffizienten (’Z’) sind fir 1 <4 < p—1 durch p teilbar (Produktdarstel-

lung von o beachten.)

(p —a)li!
Daher sind die Bedingungen i) und ii) erfiillt. Wegen ag = p ist auch iii) erfiillt.
Bsp: fiir p = 5:

1+ (142 +(1+2)0+ (14+2)P + (1+2)2 = (54502 + 35022 + 172523 + 642524 +
187602° + 4397525 + 8407527 + 13245028 + 17297527 + 18776020 + 1693251 +
126425212 +77625213+38775214 415505215 +48452 16+ 1140217 +1902184-202194-2%0).

1+ (1+2)°+1+2)+ 1 +2)P + (1 +2)%

1+ 1425+ 1+25%+ 1+2°%+ (1+2°)*mod5

1+ +1 +1 +1 +1
+2° +225 +32° +425
+210 +3210 +6210
—I—.’E15 +45L‘15
+2:20

=5+ 102° + 102'° + 52" + 22° mod 5
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