Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen

Inx
T zlna
= 1 =
a € O8a ¥ Ina
a“‘y =a"*-av 1Oga(93 : y) = loga T+ loga Yy
(a®)Y =a”"Y log, (z¥) =y - log, x

Hyperbel- und Areafunktionen

x —X
coshz = ete” arcoshxz = In (m +VaxZ - 1)

2
et —e %
sinhz = — arsinhz = In (a: +VaxZ 4+ 1)
inh 1 1
tanhzx = ST artanhz = — In T
cosh z 2 1—x

cosh?z —sinh?z = 1

Trigonometrische Funktionen

CcoS T
.92 2
sin“x +cos“zx =1

Additionstheoreme

cos(a £ ) = cosacos B F sinasin

sin(a + ) = sinacos B + cos asin

Doppelwinkelfunktionen

cos(2a) =1 —2sin’ a = 2cos® o — 1

sin(2a)) = 2sin acos v

2. Additionstheoreme

sina+sinﬁz2sina—gﬂcosa;6
. . at+p . a-p
sina — sin § = 2 cos 5 sih—
cosa+cos[3:2cosa;—/8<:osa;ﬂ
at+B a—f
cosa — cos 3 = —2sin 5 sin—
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Polarkoordinaten

arctan ¥, falls x > 0
arctan ¥ +m, falls x <0,y >0
ri= /a2 +y2?, ¢ = Qarctan ¥ — 7, falls z <0,y <0
+3, falls z =0,y > 0
— 5 falls x =0,y < 0

bzw.
T = T COoS @, Yy = rsing
Produkt komplexer Zahlen in Polarkoordinaten
r(cos +isinp)-s(costy +isiney) = rs(cos(p + ) + isin(p + 1))
Formel von de Moivre
(r(cosp +ising))” =r"(cosny + isinny)

Wurzeln aus komplexen Zahlen Sei w = r(cos¢ +isinp), n € N. Dann gibt es genau
n komplexe Zahlen zq, ..., z, mit zjr-‘ = w:

2= 7 (cos = +isin E)

22:f<cos(¢+ )+zsm<i+2§>>

zgz\f(cos( + )—i—zsm(i%—ll;))
(

3|

3|6

—1 2(n—1
2y = 1 cos<@+ n M)—i—isin(sp—i-(nh))
n n n n
Differentiationsregeln
Linearitét: (af +Bg) = af + B¢
Produktregel: (f9) = flg+fd
! ’ !
Quotientenregel: (f) = M
g g
Kettenregel: (fog) =(f'cg9)d,
1
Umkehrfunktion: (f _1), = o f T
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Ableitungstabelle In der folgenden Tabelle seien a, ¢, n Konstanten mit a > 0, n € N.

! ! /
f(x) | f'(z) f(z) f(z) f(z) f(z)
c 0 sin x cos T sinh x cosh x
z" nx 1 cos T —sinz cosh x sinh =
er e tanx L tanh x L
. cos :ln cos}ll T
Inzx < cot x 5 arcosh x =
a® a®lna arcsin x 11—932 arsinh ;+1
1 1 1
log, z | 0= arccos T | ——=—— artanh x 1fx2
1
arctanx | — )
arccot x IQ{H

Zweidimensionale Kettenregel

oy og) _0f0r 0fdy
ou Ozxr du Oy du
ofo9) _ 07 0f oy
v Oxr dv Oy dv

Richtungsableitung

ZJ: — grad -7 bei Richtung 7 mit ||7]| = 1
7

Regel von de L’Hospital

f@) @)

falls
lim f(z) = lim g(x) =0 oder lim f(x)= lim g(z) = o0

T—T0 T—T0 T—rIT0 Tr—T0

Taylor-Polynom
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Taylor-Entwicklungen

x" z? 23
n>0
2N 72 24
— n —
cos(x)—Z(—l) 2n)] _1—54_1_4_...
n>0
$2n+1 1,3 a:5
sin(z) =Y (1) o = a— o — e
= (2n +1)! 3! 5l
exp(iy) = cos(y) + isin(y)
2" 2t
cosh(m)zz o)) = 1—1—54-14_...
n>0
2n+1 3 5
x x>
sinh(x)zzizx+7+7+...
| | |
= (2n+1)! 31 5l
n 2 3 4
ln(1+x):Z(—l)"+1%:x—%+%—%+—-~- fir —1<z<-1
n>0
(1+z)*= Z <a>x" fir |z| <1
n>0 "

n

<a> a-(a—1)-(@=2)---(a—n+1)

- n!

Kurvendiskussion
1. Definitionsbereich
2. Nullstellen: f(x) =0

3. Extremwerte: f'(z) =0, f”(x) > 0 (Minimum) bzw. f”(z) < 0 (Maximum) und
Randuntersuchung

4. Monotonie: f'(z) > 0 bzw. f'(z) <0
5. Wendepunkte: f”(x) =0, f"(x) #0
6. Kriimmung: f”(z) > 0 bzw. f"(z) <0

7. Verhalten am Rand des Definitionsbereichs: Grenzwertberechnung
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Integrationsregeln

[ @+ do= [ 1) do+ [ g(a) do

/ Af(z) dz = A / f(z) dz (X konstant)

Stammfunktionen In der folgenden Tabelle seien a, ¢, n von x unabhéngige Konstanten
mit a > 0, n € N.

f(z) F(z) f(=) F(z)
1 .
c cx Vi arcsin x
™ mit n # —1 i —1
1 P = arccos T
-1 _
r =3 In |z| xQI_QH arctan x
xX xr
€ € 7 r — arctanz
z z2+1
a® a®
Ina sinh cosh x
Inz rlnzr —x coshz sinh
zlnz—x
log, = Ina tanh In |cosh z|
sinx —cosw cothx In |sinh z|
cosx sin x 1 :
arsinh x
1 Va4l
tanz —In |cos x| xé - mit x > 1 | arcoshzx
cot x In|sinx .
| | 5 mit [z| <1 |artanhz
L mit |z| > 1 |arcothz

Partielle Integration

/ f(@) - g(x) dz = f(z) - glz) — / f(2)-¢(2) da

Integration durch Substitution

/f dm_/f tdt baw. /f dq;_/f

Integration rationaler Funktionen Partialbruchzerlegung und Integration der einzel-
nen Summanden.

Standardsubstitutionen

1. /R(ex) dx: e’ =z do =%,
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2. /R(coshx,sinhx,tanhx,cothx) dz:

T —x r _ ,—x r _ ,—T T —x
coshx:i, sinhx:i, tanh::::i7 cothx:i.
2 2 et +e 7T et —e %
3. /R(cosx,sinx) dx:
T , 2t 1—t? 2dt
tan — = t, siner = ——, cosT = ——, der = ——.
2 1+ ¢2 142 1+t

4. /R(m, m) dx: r = cost, drx = —sintdt.
5. /R(az, z? — 1) dx: x = cosht, dx = sinht dt.
6. /R(az, V22 +1)dz:  z =sinht, dz = coshtdt.
7. /R(:c, VI +a,Vx +b)de: z+a=u? do = 2udu.

Laplacescher Entwicklungssatz

n
det A = Z(—l)”j -ag; - det Ayj (, Entwicklung nach der j-ten Spalte®)
i=1

n
= Z(—l)i” -a;j - det Ayj (, Entwicklung nach der i-ten Zeile®)
j=1

det (a b> = ad — be
c d
a b c

det |d e f| =aej+bfg+ cdh—ceg—0bdj —afh
g h j

2 x 2-Matrizen

Regel von Sarrus

Polarkoordinaten
T = TCosy, y =rsing

(vgl. oben).
Jacobi-Determinante:
\det JT‘ =r
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Kugelkoordinaten

=22 +y2+ 22 x =rsintcosy

gpzau‘ctauag (0 < ¢ < 2m) y = rsindsing
x

9 = arccot ———— (0<v<m) z =rcost

Vaz+y?
Jacobi-Determinante:
|det Jr| = r? sin

Eigenwertgleichung

(A=XDHZ=0
Diagonalisierung einer Matrix A € R™"*" mit Eigenwerten A1,..., A\, und zugehorigen
linear unabhéngigen Eigenvektoren 7, ..., Z,:
A0 ... 0
0 X o
TAT=| T 7P -D
. c. t. . 0
0 0 A\
mit T = (fl fn)
Matrixpotenz
AR = TDFT!

Losung einer homogenen Differentialgleichung
y " (@) + ano1y "V (@) + - @y (@) + aoy(x) = 0
Charakteristisches Polynom:
PO) = A"+ an A" - ag )+ ag
mit Nullstellen \;, Vielfachheiten p;.

yH($) :011€>\w+"'+~TM101“1€)\190+"'+Ck1€>\kw+"'+$uk0kuk€>\km

Ansatzmethode Storfunktion:
b(x) = e* (A, (z) sin Bz + By, (z) cos fx)

A (), Bp(x): Polynome vom Grad m). u: Vielfachheit der Nullstelle o + i beziiglich
P(X). Ansatz:
yp(z) = 2Me(Cp(z) sin fx + Dy, (x) cos )

(C(z), Dyp(x): Polynome vom Grad m)
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Variation der Konstanten

yu(x) = Cry1(z) + Caya(x)

Ansatz:
yp(z) = C1(2)y1(z) + Co(2)y2(2)

mit

Ciy1 + Cay2 =0
C1y) + Coyy = b(x)
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