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Arithmetische Progressionen
oder
Ordnung im Chaos

1 Einleitung

Auch noch so chaotische, zufillige Strukturen kénnen gar nicht so unregelméfig sein, dass es
nicht doch hochgradig regulédre Teilstrukturen gibt. Es gibt eine Reihe von Sétzen der Form:
Fiir alle k£ € N gibt es ein n(k), so dass eine beliebige Struktur der Gréfie n(k) eine regulére
Teilstruktur die Grofle £ hat.

Fiir dieses Prinzip nennen wir drei Beispiele. Mit den letzten beiden Beispielen werden wir
uns niher befassen. (Einen guten Uberblick zu diesem Prinzip gibt [9].)

e Ramseytheorie. Gegeben sei ein vollstéandiger Graph K,. Fiarbt man die Kanten auf
beliebige Weise rot oder blau, so gibt es einen vollstdndigen Teilgraphen K., der nur
aus einer der beiden Farben besteht, also monochromatisch ist. Man kann zeigen, dass
man 7 von der Gréfienordnung r > clogn wihlen kann. Zur Ubung beweise man, dass
unter 6 Personen, man immer 3 findet, die sich entweder alle kennen, oder alle nicht
kennen. (Wobei ,sich kennen® natiirlich als reflexiv und symmetrisch, aber nicht als
transitiv angenommen wird).

e B. van der Waerden bewies: Teilt man die natiirlichen Zahlen in zwei Klassen (Farben)
ein, so muss mindestens eine der Klassen beliebig lange arithmetische Progressionen
enthalten. Dies wurde von I. Schur und P. Baudet vermutet.

e E. Szemerédi bewies, dass eine Folge A C N mit positiver oberer Dichte beliebig lange
arithmetische Progressionen haben muss. In anderen Worten, sei r;(n) die maximale
Anzahl einer Menge natiirlicher Zahlen in [1,n], die keine Progression der Lénge k
enthélt, so gilt fur £ > 3: rx(n) = o(n). Dies wurde von P. Erdés und P. Turan
vermutet.

Das dritte Thema ist mit dem zweiten eng verwandt. Man kann zu Sétzen vom van der
Waerden-Typ oft eine sogenannte Dichteversion vom Szemerédi-Typ angeben. Gerade
dieser letzte Themenkreis hat in den vergangenen Jahrzehnten eine ungeheure Auf-
merksamkeit erhalten. Insbesondere wurden drei Fieldsmedaillen an Leute vergeben,
die zu diesem Thema fundamentale Beitrage geleistet haben. (K. Roth, J. Bourgain
und T. Gowers).

Fiir einen Uberblick und Verallgemeinerungen vergleiche man auch [28].

In dem Seminar werde ich zunéchst die entscheidenden Beweisideen fiir den Satz von van der
Waerden skizzieren und den Satz von Szemerédi fiir k£ = 3 beweisen.

In einem zweiten Teil fragen wir uns, inwieweit es Umkehrungen gibt. D.h. zu den erhaltenen
oberen Schranken der Satze geben wir komplementére untere Schranken an.



2 Der Satz von van der Waerden

2.1 Endliche Version

Anstelle des obigen Satzes von van der Waerden betrachten wir folgende Variante:

Satz 1 (van der Waerden, 1928). Fir alle k,r € N gibt es eine Zahl W (k,r) mit der

FEigenschaft, dass bei einer beliebigen Finteilung der Zahlen {1,2,...,W(k,r)} in r Klassen
(Farben) mindestens eine der Klassen eine arithmetische Progression der Linge k enthilt.

Wir definieren fiir festes k und r die kleinstmogliche Zahl W (k,) = min W (k, r).

Die urspriingliche Frage betrachtete nur den Fall » = 2, aber beim Beweis stellte es sich
heraus, dass alles einfacher wird, wenn man eine stirkere Induktionsbehauptung zugrunde
legt. (Lange war kein Beweis bekannt, der den Fall r = 2 direkt angeht, vgl. Deuber [10]).
Die Reduktion der unendlichen Mengen mit beliebig langen Progressionen auf endliche In-
tervalle der Lange W(k, r) mit Progressionen der Lénge folgt mittels ,,Kompaktheit“ aus der
Logik bzw. Mengenlehre. Ein Diagonalenargument zeigt, dass es nicht sein kann, dass die
unendliche Version gilt, aber nicht die endliche, vgl. den Aufsatz von van der Waerden [47].
Gilt andersherum die endliche Version, gilt natiirlich erst recht die unendliche Version.

2.2 Ein Beispiel

Satz 2. Es gilt W(3,2) =9.

Zum Beweis versuchen wir, eine Progression der Lénge 3 zu verhindern. Beweis durch Fall-
unterscheidung: 1 ist 0.B.d.A. rot.

Fall 1.

Sei nun 2 rot, dann ist 3 blau.

r 1 2
b 3
Fall 1.1.

Wir nehmen an, dass 4 rot sei. Dann muss 6 und 7 blau sein, wegen (2,4,6) und (1,4,7).
Wegen (5,6,7) muss dann 5 rot sein.

r 1 2 4 5

b 3 6 7
Dann aber kann 8 weder rot sein (2,5,8), noch blau (6,7,8).
Fall 1.2.

Wir nehmen an, 4 sei blau, dann muss wegen (3,4,5) 5 rot sein.

r 1 2 )

b 3 4
Uber 6 ist nichts bekannt, man konnte eine weitere Fallunterscheidung machen, aber man
will ja auch nicht zu viele Unterfiille betrachten. Wegen (2,5,8) und (1,5,9) miissen 8 und 9
blau sein. Dann aber muss 7 rot sein.

r 1 2 5 7

b 3 4 8 9
Jetzt sieht man, dass 6 weder rot noch blau sein kann.



Andererseits, weil wir die Fallunterscheidung bei 6 nicht vorgenommen haben, sondern gleich
benutzten, dass wir Intervalllinge 9 haben, haben wir noch nicht gesehen, ob nicht vielleicht
auch Intervalllinge 8 ausgereicht hiitte. Das folgende Beispiel zeigt aber W(3,2) > 8.

r 1 2 5 6

b 3 4 7 8
Wir haben also systematisch Fall 1 behandelt.
Fall 2.

1 ist o.b.d.A. rot, aber 2 ist blau.

r 1
b 2
Fall 2.1.

Wir nehmen an, 3 sei rot. Es ist dann wegen (1,3,5) 5 blau, und wegen (2,5,8) 8 rot.

r 1 3 8
b 2 5
Fall 2.1.1.

Wir nehmen an, 4 sei rot. Es ist dann wegen (1,4,7) 7 blau, und wegen (4,6,8) und (5,6,7)
kann 6 weder rot noch blau sein.

r 1 3 4 8
b 2 5 7
Fall 2.1.2.

Wir nehmen an, 4 sei blau. Es ist dann wegen (2,4,6) 6 rot, und wegen (6,7,8) ist 7 blau.

r 1 3 6 8

b 2 4 5 7
Wegen (3,6,9) und (5,7,9) kann 9 weder rot noch blau sein.
Fall 2.2.

Wir nehmen an, 3 sei blau. Dann muss wegen (2,3,4) 4 rot sein und wegen (1,4,7) 7 blau.
Wegen (3,5,7) ist 5 rot.

r 1 4 5

b 2 3 7
Dann ist aber wegen (4,5,6) 6 blau. Wegen (1,5,9) und (3,6,9) kann 9 weder rot noch blau
sein.

r 1 4 5 8
b 2 3 6 7
ist iibrigens ein zweites Beispiel fiir W (3,2) > 8.

2.3 Der allgemeine Fall

Es ist folgendes bekannt:

W(2,7) =r+1,W(3,2) =9, W(3,3) = 27, W(3,4) = 76, W (4,2) = 35, W (5,2) = 178, W (6,2) > 230.



Die Funktion W (k,r) wéchst so stark und nicht vorhersehbar an, dass man dies nicht mehr
allgemein analog durch Fallunterscheidungen bearbeiten kann. Die besten bekannten oberen
Schranken sind riesengrofl. Das Problem ist, dass man eine allgemeine Methode benétigt.
Man verwendet doppelte Induktion und dabei werden die vorher berechneten Werte rekursiv
aufgerufen.

2.3.1 W(3,2) <325

Wir zeigen mit einer anderen Methode, (die verallgemeinerungsfihig ist), W (3,2) < 325.
Erneut versuchen wir, eine Progression der Lénge 3 zu verhindern. Wir unterteilen [1, 325]
in 65 Blocke B; der Lénge 5:

[1,5] U [6,10] U... U [321,325].

Vgl. Bild 1.

Es gibt 2° = 32 Moglichkeiten, die 5er Blocke mit 2 Farben zu firben. Unter den ersten 33 B;
sind also zwei mit gleicher Farbung, nennen wir diese B, und By. Wir beachten, dass auch
Boy_,, einer der 65 Blocke ist.

B,={5(a—1)+1,5(a—1)+2,5(a—1)+3,5(a — 1) +4,5(a — 1) + 5}.

Unter den ersten drei Zahlen gibt es zwei, die die gleiche Farbe (0.B.d.A. rot) haben, sa-
gen wir j und j + d, wobei d € {1,2}. Falls j 4+ 2d auch rot wére, sind wir fertig, j + 2d ist
also blau. Wir haben iibrigens die Blocklénge 5 gewéhlt, damit j+ 2d im gleichen Block liegt.

Vgl. Bild 2.

Von den 5 Elementen interessieren uns also nur drei in Progression, j,j + d, 7 + 2d. B, sieht
also vereinfacht wir rrb aus. Genauso sind in By, die drei Zahlen 5(b — a) + {j,j + d,j + 2d}
als rrb gefirbt. Betrachten wir nun By, insbesondere die Zahl 10(b — a) + j + 2d. Diese
kann wegen (j,5(b —a) 4+ j + d,10(b — a) 4+ j + 2d) nicht rot sein, und wegen (j + 2d, 5(b —
a) + j + 2d,10(b — a) + j + 2d) nicht blau sein. Diese Farbfokussierung auf eine Zahl zeigt,
dass [1,325] eine monochromatische Progression der Lénge drei enthalten muss.

Vgl. Bild 3.

2.3.2 W(3,3) <

Satz 3. ]
W (3,3) <7(2-37 +1)(2- 373+ 4 1),

Diese Zahl ist riesengro, ungefihr 1014 wo man doch W (3, 3) = 27 nachweisen kann. Im-
merhin funktioniert dies mit einer allgemeinen Methode, und man sieht in diesem Abschnitt
den allgemeinen Beweis durchschimmern.

Wir teilen das Intervall [1,7(2-37 4+ 1)(2- 37237+ 1 1)] in (2 3723+ 4 1) Blécke B; der
Linge | = (7-37 + 1) ein. Es gibt 3! viele Moglichkeiten, diese Blocke mit drei Farben zu
firben. Es sei z = 7(2-37 +1). Unter den ersten 37 + 1 Blocken B; miissen also zwei identisch
gefarbte sein, B;, und B;,y4,. Man beachte, dass B;, 124, definiert ist, daher also die Anzahl
der Blocke. Beim letzten Schritt benutzen wir, dass W (2,r) fiir riesengroles r bekannt ist.
Allgemein, beim Induktionsschritt schlieft man von W (k —1,7’) fiir groe ' und W (k,r —1)
auf W(k,r).



Wir zerlegen die Blocke B; in 2-37 41 Teilblocke B; j der Linge 7. Es gibt 37 Farbungen dieser
Ter Blicke, also gibt es unter den ersten 37 + 1 Blocken zwei Blocke B, i, und Biy, iz + do die
gleich gefdarbt sind. Unter den ersten 4 Zahlen des ersten 7er Blocks B;, ;, kommt eine Farbe
doppelt vor. O.B.d.A. sind also i3 und i3 + d3 beide rot. Hierbei ist d3 € {1,2,3}. Beachte
{i3,i3 + d3, i3 + 2d3} € B, 4,. Es ist also 0.B.d.A.: rrb. Da

{ig + Tdso, i3 + Tdo + ds3, i3 + 7ds + 2d3} € Bi1,i2+d2

identisch gefirbt ist, liegt auch hier der Fall rrb vor. Analog wie im vorigen Abschnitt iiber
W (3,2) folgt, dass i3 + 14dy + 2ds weder rot noch blau sein kann, also gelb sein muss. Soweit
haben wir nur den grofien Block B;, behandelt. In Kurzform also rrb rrb xxg. Der Block B;,
ist identisch gefirbt. Die konkreten Zahlen sind (Hinweis, ab jetzt hat (zumindest die erste
Auflage) [26] Ungenauigkeiten):

{ig + ldl, i3 + d3 + ldl, i3 + 2d3 + ldl} € Bi1+d1,i2'

{iz +ldy + Tda, i3 + d3 + ldy + Td2, i3 + 2d3 + ldy + Td2} € By 1, iy +ds-

Und analog
i3 + 2d3 + ldy + 14da € B;, 1d; ig+ds-

Das ergibt also schematisch (vergleiche auch Bild 4):

r r b r r b T x g
r r b r r b T x g
T T x T T x x x 7

Wenn wir nun auf
m = i3 + 2d3 + 2ldy + 14ds

fokussieren, so kann m wegen
13,13 + d3 + ldy + Tda, m = i3 + 2d3 + 2ld; + 14ds
nicht rot sein, wegen
i3 + 2d3, i3 + 2ds + ld1 + Tda, m = i3 + 2d3 + 2ld; + 14ds
nicht blau sein, und wegen
13 + 2d3 + 14da, i3 + 2d3 + ld; + 14da, m = i3 + 2d3 + 2ld; + 14da

nicht gelb sein.

(Folgendes ist etwas unpriizise: Durch das rekursive Zuriickgreifen auf Farbungen ganzer Blécke, erhilt
man riesige Zahlen. Die Blockreihe hat zwar nur Lénge k—1, dafiir ben6tigt man aber fiir die Schranke
fiir W(k,r) die Schranken fiir W (k —1,7") mit sehr grofiem r’. Die obigen Schranken W (k, 2) wachsen
bereits schneller als die Ackermannfunktion, die wiederum ein Beispiel einer nicht primitiv rekursiven
Funktion ist. Diese ist wie folgt definiert. Es sei

A0,n) =n+1,

A(m+1,0) = A(m, 1),

Am+1,n+1)=A(m,A(lm+ 1,n))

Daraus folgt dann z.B.:
A0,n)=n+1,



A(l,n) =2+ (n+3) -3,

A(2,n) =2(n+3) -3,

A(4,n) = 22" 3 (Turm der Hohe) n 4 3 ete. Die Ackermannfunktion ist die Diagonale A(n,n).
Shelah (siehe [35], aber auch die zweite Auflage von [26]) hat gezeigt, dass man nicht die Ackermann-
funktion, sondern nur die 5.te oder 6.te Stufe benétigt. Aber auch diese Schranken sind ungeheuer
grofi.

In diesem Jahr nun erschien die Arbeit von Gowers iiber die Verbesserung des Satzes von Szemerédi.
Wiéhrend Szemerédi in seinem Beweis van der Waerdens Satz (mit den damals bekannten Werten) be-
nutzte, und daher keine neuen Schranken an W (k, r) erhielt, dafiir aber schlechte Schranken fiir 74 (n),
vermeidet Gowers den Satz von van der Waerden. Aus guten Schranken fiir 74(n) kann er dann auch
gute Schranken fiir W (k,r) erhalten. Gowers erhielt fiir seine Schranken einen von Ron Graham aus-
gelobten Preis von $1000. Grahams Vermutung besagte, dass fiir W (k, 2) ein Turm von 2er-Potenzen
der Hohe k ausreicht. Gowers bewies also fiir grofle k etwas viel besseres, aber fiir 5 < k < 8 ist die
Vermutung meines Wissens noch offen.)

Satz 4 (Gowers, 2001).

L2
W(k,2) < 2
2.4 Untere Schranken

Die komplementéren unteren Schranken sind sehr weit von den oberen Schranken entfernt.
Satz 5 (Berlekamp, 1968). Fir primes p gilt W(p+1,2) > p2P.

(Argumentation in endlichen Korpern. Der Beweis geht so dhnlich, wie in der Codierungs-
theorie, wo man bestimmte Codes konstruiert.)

Wir beweisen etwas weniger. Wir verwenden ein probabilistisches Argument unter Benutzung
des Lovasz Local Lemma.

Satz 6. .
2
k,2) > —(1 1).
W(k2) > —(1+0(1)
Seien A;, B; Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraums €2. Es sei A unabhéngig von By, ..., B,

in folgendem stérkeren Sinne von Unabhéngigkeit: Fiir alle nichtleeren Teilmengen J C [1,r]

gilt

p (AN (AsesBi)) =plaw (AsesBi)
Wir nennen dann A von den B; wechselseitig unabhiingig (mutually independent).
Es bezeiche S die Menge aller arithmetischen Progressionen S C [1,n]| der Linge k. Man
beachte, dass (fiir festes k) es etwa cyn? viele Progressionen gibt, da die Progressionen der
Lénge k, also {a +1ib: 0 < i < k — 1}, ja durch zwei Parameter a und b beschrieben werden
konnen.

dn? < |S| < n?

Wir definieren auf S den Abhéngigkeitsgraphen G. Die Ecken des Graphen sind die Mengen
S € S, also E = S. Hierbei sind S € E und T € E durch eine Kante verbunden, wenn
SNT # 0. (Achtung: im Vortrag hatte ich aus Versehen S NT = () gesagt!) Der Graph
verbindet also arithmetische Progressionen, die sich schneiden. Da dies fiir grofles n und
kleines k recht selten vorkommt, ist der Graph also recht leer. Eine Progression, die eine
zweite Progression nicht schneidet, ist von der zweiten Progression wechselseitig unabhéngig.



Um das ,, wechselseitig® brauchen wir uns nicht kiimmern, es ist halt nur Voraussetzung des
benotigten Hilfsmittels.

Wir farben nun das Intervall [1,n] mit zwei Farben zufillig. Die Zahl 7 ist mit Wahrschein-
lichkeit p = % rot bzw. blau.

Wir bezeichnen mit Ag das Ereignis, dass die arithmetische Progression S monochrom ist
und mit Ag das komplementiire Ereignis. Es gilt also p(Ag) = 2% und p(Ag) =1 — 21%1
Wir fragen uns, fiir welches n(k) wir

p(\ As) >0

Ses

nachweisen kénnen. Denn dann gibt es eine Farbung des Intervalls, in der keine monochro-
matische arithmetischen Progression existiert. Somit wiirde dieses n eine untere Schranke an
W (k,?2) liefern.

Wir zitieren nach Alon und Spencer [2]:

Lemma 1 (Lovasz Local Lemma). Seien Aj, Ao, ... A, Ereignisse eines Wahrscheinlich-
keitsraumes. Ein gerichteter Graph D(V, E) auf der Menge der Kanten V- = {1,...,r} wird
Abhdingigkeitsgraph der Ereignisse Ai,...A, genannt, wenn fir alle i, (1 < i < r), das
FEreignis A; wechselseitig unabhdngig von allen Ereignissen {A; : (i,7) ¢ E} ist. Sei also
D(V,E) ein derartiger gerichteter Graph zu den genannten Ereignissen. Wir nehmen an,
dass es reelle Zahlen 0 < x; < 1 gibt, und dass fir alle 1 <i<r

gilt. Dann gilt

(Hinweis: Mir scheint, dass bei dieser Definition Ereignisse, die durch Kanten verbunden sind,
dennoch unabhingig sein kénnen. Der Graph ist also zunéchst nicht eindeutig definiert. Fiir
Anwendungen ist es aber giinstig, ihn so klein wie moglich zu wéhlen, und nicht willkiirlich
Kanten stehen zu lassen.) Man beachte, dass die Voraussetzung an die Wahrscheinlichkeiten
lokal sind, dass die Aussage aber global ist. Gerade deswegen ist das Lemma niitzlich. Fiir
viele Anwendungen reicht es bereits, dass p(Al_; A;) > 0 gilt.

Das Lemma ist recht allgemein, oft braucht man nur einen symmetrischen Spezialfall. Dieser
ist besonders niitzlich, wenn der Graph nicht sehr dicht ist, was ja in unserer Situation der

Fall ist.

Korollar 1. Es seien Ay, ..., A, Ereignisse wie oben. Die A; seien von fast allen anderen
Aj, mit hochstens d Ausnahmen, wechselseitig unabhdngig. Der Abhdngigkeitsgraph hat al-
so mazimalen Grad d (mazximale Anzahl von Kanten, die von einer Ecke ausgeht). Es sei
p(A4;) <p firl <i<r. Falls

ep(d+1) <1

gilt, dann gilt auch

p(/\ A;) > 0.
i=1



Zum Beweis des Korollars: Fiir d = 0 (leerer Graph) ist alles klar, fiir d > 1 setze man fiir

d
T; = ﬁ < 1. Man beachte (1 — d%rl) > %
Bei der Anwendung auf die van der Waerden Zahlen sehen wir nun: Eine arithmetische
Progression der Linge k schneidet héchstens nk andere Progressionen. (Gehen wir zu dem
Schnittpunkt, von dort kann es héchstens n andere Progressionen geben. Andererseits kom-
men bei jeder Progression k& Punkte als Schnittpunkte in Frage.)

Um das Korollar anwenden zu kénnen, muss also p = 21%1 < gelten. Dies ist fiir

1
e(nk+1)
n < %(1 + 0(1)) gegeben.

3 Der Satz von Roth bzw. der Satz von Szemerédi fiir k = 3

Erdés und Turan [14] betrachteten fiir sehr kleine Intervalle [1, n] die maximale Anzahl r3(n)
von Zahlen, die keine arithmetische Progression der Linge 3 enthalten. So bewiesen sie fiir
n > 8, dass r3(2n) < n gilt, und verbesserten dies schrittweise fiir geniigend grofie n zu
rg(n) < (% + ¢)n. Sie vermuteten, dass man so im Prinzip zu immer besseren Schranken
komme, dass also r3(n) = o(n) gilt.

Insbesondere hoffte man anfangs, durch gute Schranken bei diesem Problem auch die Schran-
ken im van der Waerden Problem zu verbessern.

Eine weitere Motivation war, dass man auch die Existenz beliebig langer Progressionen in
der Menge der Primzahlen nachweisen wollte. Falls man nédmlich nachweisen kann, dass fiir

die maximale Anzahl r4(n) von Zahlen im Intervall [1, n], die keine arithmetische Progressi-

nloglogn

Tog 1 ) gilt, so folgt, dass es Primzahlprogressionen

on der Lange k enthalten, rx(n) = o (

beliebiger Léinge geben muss. (Fiir rx(n) = o (%) folgt dies sofort aus den Tschebyscheff-
schranken m(n) > 2. Fiir die Verfeinerung vergleiche man [17].)

Erdds setzte einen Preis von $1000 fiir folgende Vermutung aus:

Vermutung 1.
re(n) = o(n).

Auch wenn die Vermutung nach Erdos und Turdn benannt ist, so bekommt man beim Lesen
von [14] den Eindruck, dass die Vermutung vielleicht eher von Szekeres stammt.
Dariiber hinaus vermutete er:

Vermutung 2 (Erdds, $3000). Sei (a;) eine monoton wachsende Folge und ), a% sei
divergent. Dann enthdlt die Folge arithmetische Progressionen beliebiger Linge.

Diese Vermutung impliziert natiirlich den Fall der Primzahlen.
Die Erdos-Turan Vermutung wurde von Roth fiir £ = 3 bewiesen. Der Beweis benutzte die
Hardy-Littlewoodsche Kreismethode.

Satz 7 (Roth, [32]). Es sei A eine Menge positiver Zahlen mit positiver oberer Dichte.
Dann enthdlt A eine arithmetische Progression der Linge 3.

Sei andersherum r3(n) die gréfite Anzahl von Zahlen im Intervall [1,n], die keine arithme-
tische Progression der Linge 3 haben, dann gilt r3(n) = o(n). Genauer gilt sogar r3(n) =

O (retim)

Dies wurde wie folgt verbessert.



Satz 8 (Szemerédi [42], Heath-Brown [27]). Es gibt eine positive Konstante c, so dass
r3(n) =0 (W) gilt.

Das derzeit stérkste Ergebnis ist:

Satz 9 (Bourgain, [8]). Es gilt r3(n) = O (ﬁ)

( log i)g n)
Folgende untere Schranken sind bekannt. Man beachte, dass zwischen der oberen und unteren
Schranke noch viel Raum fiir Verbesserungen ist.

Satz 10 (Behrend, [4]). Es gibt eine positive Konstante ¢, so dass gilt:

r3(n) >

n
exp (c(logn)'/2)

(Der Beweis ist geometrisch sehr anschaulich. Man legt eine Menge von Punkten auf eine
(hochdimensionale) Sphére. Geraden durch diese Punkte schneiden die Menge natiirlich in
keinem dritten Punkt. Auf Details gehen wir hier nicht ein.)

Man hétte vermuten konnen, dass es fiir Mengen mit mindestens N¢ vielen Elementen zu-
mindest fiir a > % immer Progressionen der Linge 3 gibt. Es gibt dann ja N2“ viele Paare,
und die Chance, dass bei derart vielen Paaren wenigstens einmal das dritte Element dann
auch zur Menge gehort, ist gut. Die untere Schranke zeigt also, dass der probabilistisch typi-
sche Fall und der extremale Fall weit voneinander entfernt sind. Ob der extremale Fall sich
aber durch eine geometrische Konstruktion beschrieben 148t, ist natiirlich keineswegs klar.
(Sollte jemand also einen probabilistischen Beweis von 200 Seiten Lénge fiir eine besser untere
Schranke angeben, wird der Beweis wohl schon alleine deswegen falsch sein!)

Soweit zum Fall k& = 3. Szemerédi bewies den Fall & = 4 mit kombinatorischen Methoden.
Roth gab spéter einen analytischen Beweis an. Diese Beweise sind leider sehr kompliziert.
Schliefilich bewies Szemerédi den allgemeinen Fall und verdiente sich damit den ausgesetzten
Preis. (Meines Wissens ist $1000 der hochste Erdés-Preis der jemals ausgezahlt wurde. (Die
Wirsingschen $10'° wurden ja natiirlich nicht ausgezahlt.)

Satz 11 (Szemerédi, [41]). Es gilt r(n) = o(n).

Da Szemerédi die schlechten Schranken von dem van der Waerden Beweis verwendet, erhélt
er keine obere Schranke vom Typ ri(n) = O (m). Seine Schranke ist nur so extrem

wenig besser als o(n), dass dies niemand genau ausgearbeitet hat.

Spéter gab Fiirstenberg einen ergodentheoretischen Beweis an. Fiir Leute, die sich mit den
Methoden auskennen, ist dieser Beweis sicher leichter. Es gab auch einige Verllgemeinerungen
von Szemerédi’s Satz, z.B. auf mehrdimensionale Strukturen oder auf polynomiale Werte, die
meistens zundchst mittels der ergodentheorie bewiesen wurden. Leider liefert diese Methode
abger grundsétzlich nur ein o(n) und keine besseren Schranken. Die Arbeit von Gowers, die
im wesentlichen Methoden der harmonischen Analyse verwendet, liefert fiir alle k

k) = O (ogiogy) !

Dies war ja nicht einmal fiir £ = 4 bekannt! Gowers beschreibt Roths Arbeit so: es gelingt
Unterprogressionen der Lénge v N zu finden, auf denen die Dichte der Menge ein bisschen
zugenommen hat. Wenn man das ein paar Mal iteriert, nimmt die Dichte weiter zu. Allerdings



gibt die starke Abnahme der Linge der Folge eine Grenze an, wie oft man iterieren kann.
Diese Idee verwendet Gowers, allerdings sehr viel effizienter.

Wie dem auch sei, auch Szemerédis Beweis wird iiberleben. Er enthélt ndmlich zwei wichti-
ge Lemmata, die wiederum selber zum Forschungsgegenstand und wichtigen Hilfsmittel bei
anderen Fragen wurden: das Regularity Lemma der Graphentheorie (siehe [7]) und das Cu-
be Lemma. Gowers [19] bewies iibrigens auch, und das war unerwartet, dass die schwachen
Abschitzungen beim Regularity Lemma nicht wesentlich verbessert werden kénnen. Er be-
wies also, dass es untere Schranken vom Turmexponentialtyp gibt. Dadurch war klar, dass
es nicht reicht, Szemerédis Beweis zu verfeinern, um zu einer wesentlich besseren Schranke
zu kommen.

Wir begniigen uns beim Beweis mit r3(n) = o(n). Den Beweis fithren wir nach [26].

Wir nennen M € A einen Wiirfel, wenn es einen Aufpunkt a und Seitenldngen d; derart gibt,
dass gilt:

l
M(a;dl,...,dl) = {G+Z&'dii€i S {0,1}}.
=1

(Man beachte, dass A C N gilt, dass der Wiirfel also nur eine gedachte mehrdimensionale
Struktur auf der eindimensionalen Zahlengeraden ist.)

Lemma 2 (Cube Lemma). Sei A C [1,n| mit |A| > en. Dann gibt es einen Wiirfel der
Dimension | = loglogn + O(1) mit M C A.

Beweisskizze:
Es sei |A| = ag. Es gibt (0‘20) Differenzen a1 — a2,a; € A,a2 € A\{a1}, die positiv sind.
Da wegen A C [1,n] nur n — 1 verschiedenen Differenzen in Frage kommen, muss es eine
o
(%)

Differenz d; geben, die mindestens mal vorkommt. Wir bilden

A1 ={ae€ A:a+dy € A}.

ao
Es gilt |A1] > g = M Analog finden wir eine hiaufige Differenz ds, so dass
n_

T
Ay={a€ Ay :a+dy € A1} ={a+e1dy +e2dy € Ajg; € {0,1}}.
Auf diese Weise schachtelt man immer gréflere Wiirfel ineinander:
AlC.Al_lC...CAlC.A

("3
mit d; + A; C A;_1, |Ai| > a;, wobei oy = ~22 gilt.

n
en(en —1)  én c'n
m ~ 7 und analog o; ~ %
jedem Schritt noch ein ganz kleines bisschen. Es ist etwas aufwendig, dies ganz genau zu
machen. Man kénnte dies mit ¢ ausdriicken.) Falls «; > 1 kann man auch im i-ten Schritt

Es ist ap > (Genaugenommen verliert man in

1
noch ein d; wihlen. Die Schrittanzahl ist daher wegen loglog (%)2 ~ loglogn ungefdhr

[~ lolgol% + log log %, also fiir grofles n auf jeden Fall grofier als loglogn.

T"'é") existiert. Das Pro-

Es ist erstaunlich einfach nachzuwesien, dass der Grenzwert lim,, o
blem ist nachzuweisen, dass er gleich Null ist.
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Lemma 3 (Subadditivitét). Der Grenzwert lim, . Tk?(z—n) existiert. Dariber hinaus gilt

Tt P < 7))

Proof. Aus der Definition von 7,(n) folgt unmittelbar, dass
re(m+n) <rp(m) +rp(n),

denn bei dem ldngeren Intervall konnen ja noch Progressionen aufreten, die in keinem der
Teile auftreten. Es folgt also ri(2n) < 2ri(n) bzw. induktiv das Analogon fiir andere Vorfak-
toren. Wir zerlegen m wie folgt: m = [2] n+(m—[2] n). Man beachte, dass (m—[2] n) <n
gilt. Daher ist

rip(m) < re(n) {%} +re(m—n {%}) < Tk(n)% +n.
Daraus folgt
ri(m) < ri(n) n n

Dies gilt fiir alle m. Also gilt auch

lim sup <
m— o0 m n
Da dies nun auch fiir alle n gilt, folgt auch
lim sup re(m) < lim inf Tk(n)
m—oo M n—oo 1

Der Grenzwert existiert also, d.h. es ist lim sup = liminf. Dann aber folgt wegen

rr(m re(n
fim ) ()
m—00 m n
auch die zweite Behauptung. O
Proof. Wir beweisen nun den Satz von Roth. Angenommen es sei ¢ = lim,,_ rs(n) 0, so

gilt wegen der Subadditivitit 73(n) > cn. Wir setzen e = 107192, und ng sei groB. Fiir alle
geniigend groflen n > ny > ng gilt

ra(n
c< 3(n) <c+e.
n
2
Hinweis: spiter bendtigen wir, dass % > ng gilt. Es sei nun A C [1,n] eine Menge
mit |A| = r3(n) > cn, aber ohne Progression der Linge 3. Die Folge muss einigermafien

gleichmifig verteilt sein. Wir iiberlegen uns kurz, dass A4 im Intervall (0.49n, 0.5n) min-
destens Dichte § haben muss, (genaugenommen sogar fast c). Das Intervall [1,0.49n] hat
hochstens (¢ + €)0.49n Elemente mit A gemeinsam. Das Intervall [0.5n,n] hat hochstens
(c + €)n — §n Elemente mit A gemeinsam. (An der oberen Grenze n eine obere Schranke
verwenden und davon eine untere Schranke fiir die untere Grenze 0.5n abziehen.) Da es ins-
gesamt in [1,n] aber mindestens cn viele Elemente in A gibt, muss also (0.49n, 0.5n) N A

mindestens

c cn 149¢en cn
) - >

_ 4 _< ey v
en — (¢ +¢)0.49n (c+e)n 5" 100 100 2 3% 100

viele Elemente enthalten.

11



Dieses war die erste Aufspaltung des Intervalls in Teile. Es werden noch einige folgen.

Wir spalten (0.49n,0.5n) in Intervalle der GroBe [y/n] auf. Mindestens eines dieser Intervalle
muss Dichte § haben.

Das Cube Lemma garantiert, dasss es einen Wiirfel gibt mit folgenden Eigenschaften:

1. M(a;dy,...,d;) € AN(0.49n,0.5n). (Genauer: sogar in diesem Teilintervall der Linge

[v/nl.)
2. I =loglog[y/n] + O(1) = loglogn + O(1).
3.d;<2ynfiri=1,...,1L

Wir setzen M_1 = {a}, wobei ja a € (0.49n,0.5n). Schrittweise bauen wir wie im Beweis des
Cube Lemma die Kette von Wiirfeln auf:

M; = M(a;dy,...,d;),0 <i <l

Da in A keine arithmetische Progression der Linge 3 vorkommt, ist mit z, m € A automatisch
y=2m—z ¢ A. Danun A einen groflen Wiirfel enthélt, kann man daraus eine grofie Struktur
von derart verbotenen Elementen y ableiten. Wir notieren in jedem Schritt die verbotenen
Elemente.

Ni={2m—z:2 € (AN[l,a]),m e M}

Da ja in A gerade diese Elemente verboten sind, gilt AN N; = (). Es gilt also
INi| > |N_1|={2a —z:2 € ANl a]}| = [AN[L,a]| > 0.49¢n.

Da M;+1 = M; U (M; +d;) gilt analog N;11 = N; U(N; + 2d;). Da die | N;| monoton wachsen,
aber natiirlich nach oben beschriankt sind, |/V;| < n, muss es einen Schritt ¢ — i + 1 geben,
WO

n
|Nz‘+1\Ni’ < 7

(Natiirlich gilt sogar etwas Strengeres, nach obigen Bemerkungen iiber N_.)

Eine arithmetische Progression B = {z, x4+ 2d;, x 4+ 4d;, . ..,z + s(2d;) } mit Differenz nennen
wir einen Block. Ist B in N; aber, = + (s + 1)2d; € N;;+1\N;, so nenenn wir den Block
einen maximalen Block. Man beachte, dass also maximale Blocke in N; und Elemente in
N;1+1\N; bijektiv zugeordnet sind. Wir kénnen also Blocke zéhlen, indem wir Elemente zéhlen.
Auflerdem ist die Anzahl der Blocke im Kompliment [1,n]\N; gleich (bis auf evtl. einen am
Rand). Da also [Ni1\N;| < 7 gilt, wissen wir jetzt, dass die Anzahl der maximalen Blécke
in [1,n]\N; ebenfalls héchstens 7 + 1 betrégt.

Nun, kommt eine letzte Aufteilung. Wir teilen [1,n] in 2d; Klassen modulo 2d; ein. Dann
haben wir [1,n]\N; in hochstens 7 +2d; ~ 7 Blocke geteilt, (da d; < 2y/n und I = loglogn).
Wir zdhlen zunéchst die Anzahl aller Elemente in kurzen Blocken mit Lénge von hochstens
%. Die Anzahl betrigt also insgesamt hochstens %(1 + o(1)). Die anderen, langen Blocke
sind lang genug, um zu garantieren, dass die Dichte der Menge A auf ihnen hichstens ¢ 4 ¢
betrigt. (Denn wenn ein langer Block zu grofie Dichte hat, kann man ihn (und entsprechend
A ja durch eine affine Transformation auf ein Intervall [1,r] abbilden. Wenn r grof§ genug ist,
hat dort A" hochstens Dichte ¢ + . Ganz oben wihlten wir n > ny > ng grof§ genug, damit
dieses Argument keine Probleme macht.)

12



Wir zdhlen nun abschlieflend alle Elemente in A und erhalten einen Widerspruch:

Al = [AN[L,n]|
— |Aﬂ([1,n]\Nl)| da AﬂNi:@

= Anzahl der Elemente in kurzen und langen Blocken

cn
< =1+ 0(1)) + (¢ +&)(n — |Ni])
100
n 9
= m(l +0(1)) + en — 0.49¢"n + en — €| N;| + o(n)
<cn
da € oben sehr klein gew#hlt war; € = % sollte auch bereits ausreichen. Dieser Widerspruch
beweist also, dass r3(n) = o(n) gilt. O

Wir hoffen, dass dem Leser durch die parallele Betrachtung von dem Satz von van der Waer-
den und dem Satz von Roth bzw. Szemerédi auch die gegenseitige Abhingigkeit aufgefallen
ist. Der Satz von Szemerédi ist der stdrkere Satz. Man bezeichnet diese Form von Satz auch
als Dichteversion der endlichen van der Waerden Version. Aus dem Satz von Szemerédi
folgt der satz von van der Waerden. Beweistechnisch benutzte Szemerédi allerdings den Satz
von van der Waerden.

Es gibt in der kombinatorischen Zahlentheorie eine ganze Reihe von Arbeiten, die andere
Muster als Progressionen vermeiden. Man kann ja eine Progression der Lénge 3 auch als
Losung der Gleichung a1 + a3 = 2as mit aq, as, ag € A auffassen. Derartige Gleichungen kann
man natiirlich weit verallgmeinern, wobei dann die Progressionsstruktur verloren geht. Hierzu
gibt es Arbeiten von Rado (die Hunderte weiterer Arbeiten hervorrief, Chung, Graham,
Ruzsa, Schoen, Luczak und vielen anderen. Bei der umfangreichen Bibliographie habe ich
diesen Themenkreis nicht beriicksichtigt.

Arbeiten von Angehdrigen der TU Clausthal zu diesem Themenkreis:

Klotz, W.: Generalization of some theorems on sets of multiples and primitive sequences.
Acta Arith. 32 (1977), 15-26.

Lucht, L.G.: Dichtentheoretische Sétze der Zahlentheorie. J. Reine Angew. Math. 243 (1970),
192-218 und Band 244 (1970), 220.

Ich selber arbeite daran, interessante Muster in der Menge der Primzahlen nachzuweisen.
Dazu gibt es z.B. die Arbeit Elsholtz, C.: Triples of primes in arithmetic progressions (2001).

Die Ausarbeitung stiitzt sich erheblich auf das Buch Ramseytheorie von Graham et. al. Fiir
die Vortrige stand mir leider nur die erste Auflage zur Verfiigung. In der zweiten Auflage
befindet sich die Verbesserung von Shelah zu den verbesserten van der Waerden Zahlen.
Ich danke Prof. Hilgert, Prof. Lucht und Prof. Sander und dem Oberseminar Zahlentheorie
fiir die Riickfragen, die zu einer Verbesserung der Darstellung fithrten.
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