Der groe Satz von Fermat und der Ring Z[p]
Vortrag im Rahmen der Vorlesung ,, Algebra I im Wintersemester 2002/03

Tobias Hartnick'

1 Der Rand eines Buches

In der Mathematik des antiken Griechenlands, spielte die Asthetik eine noch gréfiere Rolle, als das in
der heutigen Mathematik der Fall ist. Es gehorte zu den Grundiiberzeugungen der antiken Mathematik,
dass alle Dinge sich durch Verhéltnisse ganzer Zahlen zueinander ausdriicken lassen und ihr &sthetischer
Wert sich an diesen Zahlenverhiltnissen bemisst. Dieses Asthethik-Versténdnis leitete sich aus der mu-
sikalischen Harmonielehre ab, in der sich die Saitenteilungsverhéltnisse, die den Intervallen entsprechen,
ebenfalls durch kleine ganze Zahlen ausdriicken lassen.

Seit Pythagoras (vermutlich auch schon linger) war den Griechen bekannt, dass die Seitenlingen a, b, ¢
eines rechtwinkligen Dreiecks dem Verhéltnis

a® + b2 =¢?
geniigen. Ein im Sinne der griechischen Asthetik ,schones® rechtwinkliges Dreieck entspricht also einer

Losung dieser Gleichung in den natiirlichen Zahlen.

Die Griechen haben iiber die Jahrhunderte eine bemerkenswerte Vielfalt an Methoden entwickelt, um sol-
che ganzzahligen Losungen einer Gleichung zu finden. Der griechische Mathematiker Diophant von Alex-
andria' hat die Losungen vieler dieser Probleme in seiner , Arithmetica® niedergeschrieben. Noch heute
bezeichnet man derartige Probleme deshalb als diophantische Gleichungen. Unter anderem beschéftigt er
sich auch mit dem Problem des rechtwinkligen Dreiecks. Die folgende Losung des Problems ist die Antwort
auf Frage 20 im fiinften Buch der ,, Arithmetica*:

1.1 Definition

Ein Tripel (z,y, z) € N3 heifit ein primitives pythagoriisches Tripel, wenn es die folgenden beiden Bedin-
gungen erfiillt:

(i) Es gilt: 22 + 9% = 22
(ii) Die Zahlen z,y, z sind paarweise teilerfremd.

Jede beliebige ganzzahlige Losung von Gleichung (i) ist dann von der Form (z/,y/,2') = (lz,ly,lz) mit
einem pythaoriischen Tripel (z,y, z) und einer ganzen Zahl .

1.2 Satz

Die primitiven pythagoriischen Tripel sind (bis auf mogliche Vertauschung von x und y) genau die Tripel
(7,5, z) von der Form = = 2ab, y = a®? —b?, z = a® +b? mit natiirlichen Zahlen a > b > 0, die ggT(a,b) = 1
und a + b =1 mod 2 erfiillen.

Beweis: Dass jedes solche Paar (a,b) ein pythagoriisches Tripel definiert, ist wegen
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(2ab)? + (a® — b*)? = 4a*b* + a* — 260 + b* = a*2a%V? 4 b* = (a® + b*)?

klar. Die Primitivitdt zeigt man leicht und verschiedene Paare ergeben offensichtlich verschiedeme Tripel.
Sei andererseits (x,y, z) ein beliebiges primitives pythagoriisches Tripel. z,y kénnen wegen der Teiler-
fremdheit nicht beide gerade sein. Wiren beide ungerade, so wire 22 + y?> = 2 mod 4, aber 2 ist kein
Quadrat in Z/(4Z). O.B.d.A. seien also z gerade und y ungerade. Dann muss z wegen 22 = 2% + y?
ungerade sein.

Nach Voraussetzung ist ggT(x,2) = 1. Sei nun d := ggt(z — z, z + z). Dann gilt:

dl(z—x),d|(z+z) =d|(z — ) + (z + x),d|(z — z) + (2 + ) = d|2z,d|2z = d|ggt(2z,22) = 2
Aber d # 2, da z + = ungerade ist. Also d =1 und (z — x), (z + z) sind teilerfremd. Andererseits:

v =(z—z)(z + )

Also miissen (z — x) und (z 4+ ) Quadrate ganzer Zahlen sein:

z—x:uQ,z+$:t2
Da z ungerade und z gerade ist, sind ¢ und v ungerade und es gilt ¢t > u > 0. Dann sind ¢ + v und t — u
gerade, etwa

t+u=2a,t—u=2b
Dann gilt ¢t = a + b, v = a — b und damit schliellich

o (z+2x)—(2—x) :752—u2 _ (a+b)? — (a—b)?) — 2ab
2 2 2

(z4z)+(z—2) *+u* (a+b*+(@-b? ,
2 T2 T 2 =ath

y=+22—a2= V(a2 +b2)2 — (2ab)2 = Vat 4 2a2b + b* — 4a2b? = \/at — 24202 + bt = V(a2 —b2)2 = a2

Man kann zeigen, dass a,b auch die anderen genannten Voraussetzungen erfiillen.

Als gebildeter Mensch besafl auch der Jurist Pierre de Fermat(1601-1665) eine neuzeitliche Ausgabe der
»Arithmetica“, und an eben jener Stelle fiigte er seinen beriihmt gewordenen Kommentar an:

»Es ist aber nicht maglich, einen Kubus in zwei Kuben, oder ein Biquadrat in zwei Biquadrate und
allgemein eine Potenz, hoher als die zweite, in zwei Potenzen mit demselben Exponenten zu zerlegen. Ich
habe hierfir einen wahrhaft wunderbaren Beweis, doch ist dieser Rand zu schmal, um ihn zu fassen.

In moderner mathematischer Terminologie heifit das:

Vr,y,z € Z\ {0} : 2™ +y" #£ 2"

Der Hobbymathematiker Fermat war berithmt dafiir, dass er seinen Mitmenschen stdndig mathematischen
Riitsel aufgab, die aufler ihm selbst niemand beantworten konnte. Es sind unzéhlige solcher Aufgaben
iiberliefert. Bemerkenswerterweise hat Fermat jedoch diese Randnotiz nie verdffentlicht. Er hat sich aber
sehr wohl intensiv mit dieser Behauptung beschéftigt und fiir den Exponenten n = 4 ist von ihm auch eine
(ebenfalls unversffentlichte) Losung erhalten. Darin entwickelt er eine véllig neuartige und sehr miichtige
Methode, die noch heute in der Zahlentheorie von grofier Bedeutung ist:



1.3 Satz

Die Gleichung a* + b* = ¢* besitzt keine nichttriviale Losung in den ganzen Zahlen.

Beweis?: Wir betrachten die allgemeinere Gleichung a* + b* = ¢? und nehmen an, es gibe ein Tripel
(r,y,2) € Z3, das die Gleichung 16st. Dann kénnen wir 0.B.d.A. die folgenden Annahmen machen:

e,y z€N

e z,y seien teilerfremd. (Andernfalls wire az'* + ay® = 22 = 2™ + y"* = (%)?, also gébe es eine
kleinere Losung)

e 7 sei gerade und y ungerade. (Wiren z,y beide ungerade, so wire 22 = 2 + y* = 2 mod 4, aber
2 ist kein Quadrat in Z/(4Z). Also ist 0.B.d.A. = gerade und wegen der Teilerfremdheit y dann
ungerade.)

Idee (Fermats Prinzip des Abstiegs®): Da die Gleichung eine Losung besitzt, gibt es ein kleinstes
z € N, so dass Losungen (z,y, z) existieren.

Sei also (22)% + (y?)? = 2? eine in diesem Sinne minimale Losung. Nach 1.2 existieren dann natiirliche
Zahlen a,b mit a > b > 0,g¢T(a,b) =1, die

2 =2ab, y>=a®>—-b2, z=da>+"b
erfiillen. Betrachte nun die Gleichung b? + y? = a?. Es gilt:

e a ist ungerade und b ist gerade. (a und b kénnen nicht beide gerade oder beide ungerade sein, da
sonst 32 = b? — a? gerade wiire. Wire b ungerade und a gerade, so wire y? = a®> —b*> = —1 mod 4,
aber —1 ist kein Quadrat in Z/(47Z).)

e a,b,y sind paarweise teilerfremd. (a, b sind nach Voraussetzung teilerfremd, wére ¢ ein gemeinsamer
Teiler von y und a, so wiirde ¢ auch b = (y - y) — (a - a) und damit b teilen, im Widerspruch zur
Teilfremdheit von a und b. Durch Vertauschen der Rollen von a und b folgt die Behauptung.)

Wir finden also wiederum nach 1.2 ganze Zahlen ¢,d mit ¢ > d > 0, ggT(c,d) = 1, die

b=2cd, y=c—d> a=c+d>

erfiillen.

e ¢, d,c? + d? sind paarweise teilerfremd. (c,d sind nach Voraussetzung teilerfremd, wiire ¢ ein ge-
meinsamer Teiler von ¢ und ¢? + d?, so wiirde ¢ auch d? = (c? + d?) — ¢ - ¢ und damit d teilen, im
Widerspruch zur Teilfremdheit von ¢ und d. Durch Vertauschen der Rollen von ¢ und d folgt die
Behauptung.)

Riickeinsetzen liefert:

1 1
(%)2 = J2ab = 5(c? + d)(2ed) = ed(c? + &)

Da die Faktoren teilerfremd sind, miissen sie selbst Quadrate sein, d.h. es gibt p,q,r € N mit
c=p* d=q¢, E+d*=r?

Dann gilt aber

p4+q4202+d2=7“2,

2Die hier wiedergegebene Form des Beweises geht auf Euler (1770) zuriick.
3Auch: ,,Reductio ad absurdum® bzw. ,ad infinitum®.



d.h. das Tripel (p, q,7) ist ebenfalls eine Losung der Ausgangsgleichung. Wegen z = a? +b? = (¢? + d?)? +
4cd? > (® + d*)? = r* > r ist diese Losung im obigen Sinne kleiner als (z,y, z), im Widerspruch dazu,
dass die Ausgangslosung bereits minimal sein sollte. Also gilt die Behauptung.

Fermats Methode kann in der Tat auf viele andere Exponenten angewendet werden. Die Existenz eines
allgemeinen Beweis fiir alle Zahlen, der auf dieser Methode beruht, wird heute bezweifelt.

Der von n = 4 abgesehen einfachste Fall n = 3 lésst sich in der Tat mit einem geschickten Fermatabstieg
16sen, jedoch bendtigt man ein zusétzliches algebraisches Hilfsmittel. Die Idee besteht darin, das Problem
zunéichst zu verallgemeinern und nach Losungen der Fermatgleichung im Erweiterungsring Z[p] von Z zu
fragen. In diesem Ring kann man dann gewisse Teilbarkeitsbeziehungen ausnutzen (die es in Z nicht gibt)
und auf diese Weise zu jeder Losung eine weitere Losung konstruieren, die in einem gewissen Sinne kleiner
ist.* Wir stellen im Folgenden die benétigten Eigenschaften dieses Rings kurz zusammen.

4Ein alternativer Zugang, der auf Gauf zuriickgeht, verwendet stattdessen den sogenannten Eisenstein-Korper Q(v/—3)



2 Der Ring Z|p)

Es sei im Folgenden stets p := +(—1 4 iV/3).

2.1 Proposition

Beim Rechnen mit p sind die folgenden Identitdten niitzlich:
(i) p ist eine dritte Einheitswurzel, die p + 1 = —p? = —p erfiillt.
(ii) Fiir o, 5 € C gilt:

o+ 3% = (a+ B)(a+ pB)(a+p°p)

Beweis: (i) Nachrechnen.
(if) Mit (i) rechnet man:

(a+B)(a+ pB)(a+p*B) = (a+ B)(® + paf — (—p*)af + pB?)
= (a+P)(@®+paf — (p+ Daf+ %) = (a+ f)(a® —af + %) = a® + 5°

2.2 Erinnerung

In Abschnitt 2.6 der Vorlesung® haben wir gesehen:
e Z[p] ist mit der Norm N(a + bp) := (a + bp)(a — bp) = (a — 3b)® + 2b ein euklidischer Ring.
e Die Norm ist multiplikativ, d.h. N(x&) = N(x)N (&) fiir alle x, & € Z[p].
e Die Einheitengruppe von Z[p] ist gegeben durch Z[p]* = {¢ € Z[p]|N (&) = 1} = {£1, +p, p*}.

2.3 Proposition
SeiA:=1—-p
(i) N(A) =3 und A ist irreduzibel in Z[p].

(ii) Fir alle w € Zp] gilt:

w=0 modAVw=1 mod A\ Vw=-1 mod A\

(iii) Fir alle w € Zp] gilt:

Mw=w>=41 mod \*

Beweis: (i) Nach Definition ist N(A) = (1 — 3(—1))? + 2(—1)? = 3. Insbesondere ist N () irreduzibel in
Z und mit der Multiplikativitéit der Norm und der Tatsache N(§) =1 = £ € Z[p]* folgt die Behautptung.

(ii) w € Z[p] besitzt die Form w = a + bp mit a,b € Z. Damit:

w=a+bp=a+b—-b(l—p)=a+b—bA=a+b mod\
Andererseits besitzt die Zahl 3 in Z[p] die Faktorisierung
3=1-p-(1-p)+1=1-p=p*+p°=(1-p)(1-p*)=r1-p%,

5Siehe http://www.math.tu-clausthal.de/Arbeitsgruppen/Zahlentheorie/elsholtz/algebral/vorlesung.html.




d.h. \|3 Wegen a +b € Z existiert ein r € {0,41} mit a+b=r mod 3 und mit der Teilbarkeit |3 folgt®
w=a+b=r mod\

(iii) Nach (ii) folgt aus A f w bereits w = 1 mod A. Zur Vereinfachung der Schreibweise sei & = tw so
gewiihlt, dass =1 mod A\, d.h. @« = 1+ B\, 8 € Z[p]. Setzen wir in 2.1.(ii) 8 := —1, so erhalten wir
a®—1=(a—1)(a—p)(a— p?). Damit folgt:

o* 1= (a=1)(a—p)a—p?) = (1+BA— 1)1+ BA— p)(1+BA— p2) = BABA+1 - p)(BA+ (1 — p?))

2.1.(

= BABA+(1=p)) (BA+(1=p) (1+p)) = BABAN) (BAFA(L+p)) = BA°(5+1)(B+(1+p))
AuBerdem gilt: p> —1=(p+1)(p—1) = (p+1)A =0 mod ), d.h. p> =1 mod \. Damit ergibt sich auch

BB+1)(B—p*)=BB+1)(B—-1) mod A

Nach (ii) muss aber eine der drei aufeinanderfolgenden Zahlen (8 —1), 3, (8+1) durch X teilbar sein. Also
B(B+1)(B—p*) =0 mod A und damit

BB+D(B—pH)=0 mod A= NB(B+1)(B—-p?)=0 mod \!=a®-1=0 mod \*

Nach Definition von « war nun gerade £(w® F1) =a® —1=0 mod A\, d.h. w3 =41 mod \.

6Bekanntlich gilt: a +b=7r mod ¢, dlc= a+b=r mod d.

) A3B(B+1)(B—p?)



3 Ein algebraischer Beweis fiir n = 3

Wir betrachten jetzt wie angekiindigt das verallgemeinerte Fermat-Problem fiir den Exponenten n = 3,
indem wir Losungen der Gleichung &3 + 73 + (2 = 0 nicht nur in Z, sondern auch in Z[p] suchen. Ein erster
Schritt in diese Richtung ist das folgende Lemma:

3.1 Lemma

Sein &,7,¢ € Z[p] und X wie in 2.3 definiert. Dann gilt:

€+ + ¢ =0= Aén¢
Beweis: Angenommen A1 £n¢. Dann gilt nach 2.3.(iv):
0=+’ +C=+1+14+1¢€ {+1,+£3} mod \*

Dies wiirde aber bedeuten \*| = 1 oder \*| & 3. Es ist aber N()\) = 3 und wegen der Multiplikativitit
der Norm damit N(A?) = (N()\))* = 3%, aber N(£1) = 1, N(£3) = 9 und somit N(A?) { N(£1) bzw.
N(A*) { N(£3). Also kann erst recht keine Teilbarkeit vorliegen und die Annahme war falsch. Es gilt also
die Behauptung.

3.2 Bemerkung

Wenn also die fiir uns interessante Fermatgleichung in Z eine Losung beséfle, dann gébe es ein Tripel
(€,m,¢) in Z[p] mit € + n® + ¢ = 0, wobei eine der drei Zahlen dann durch ) teilbar wiire. Wegen der
Symmetrie kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A|¢, d.h. A\"||¢ fiir ein n > 1 gilt. Da es weiterhin keine
Einschrankung bedeutet die Zahlen &, 7 und ( als teilerfremd anzunehmen, geniigt es also die Unlosbarkeit
der Gleichung

£3+773+)\3n,y3:0

in Z[p] unter den Bedingungen n > 1, ggT(£,n) = 1 und A t {ny mittels Abstieg zu zeigen. Es erweist sich
als beweistechnisch vorteilhaft, eine leicht verschiirfte Variante dieser Aussage zu zeigen:

3.3 Lemma

Seien &, 1,7 € Z[p] und X wie in 2.3 definiert. Gilt fiir eine Einheit ¢ unter den genannten Bedingungen
die Gleichung
(x) €41’ +eX"y’ =0,

so ist bereits n > 2.
Beweis: Die Gleichung (*) impliziert zusammen mit 2.3.(iii) die Kongruenz

—eXNP =B 4P =4+1+1 mod AL
Erster Fall: —eX3"~3 = 42 mod M\

Im Falle n = 1 bedeutet dies gerade —eA3y3 = +2 mod A* und Multiplikation mit X liefert 0 = —eX%y? =
2\ mod M. Dies wiirde notwendig A|2 (sogar A*|2) zu Folge haben, aber N(\) = 3 und N(2) = 4. Also
muss notwendig n > 2 gelten.

Zweiter Fall: —e\3"y® =0 mod \*
Wegen —e72 # 0 mod A bzw. —eA372 £ 0 mod A\* bedeutet dies ebenfalls n > 2.

Unser Fermatabstieg beruht nun auf dem folgenden Argument: Wenn die Gleichung (*) unter den gemach-
ten Voraussetzungen eine Losung beéfle, gidbe es ein kleinstes n > 2, fiir dass eine Losung existierte. Wir
zeigen nun, dass wir zu jedem n > 2 ein kleineres n finden kénnen, so dass ebenfalls eine Losung existiert.
So erhalten wir mit dem Fermatprinzip den gewiinschten Widerspruch.



3.4 Satz (Fermat-Abstieg)

Existiert unter den Voraussetzungen von 3.3 eine Losung der Gleichung () fiir ein n > 2, so existiert auch
eine Losung fiir n — 1 anstatt n.

Beweis: Aus (x) und 2.1.(ii) folgt die Gleichheit —eA3"y3 = &3 +n® = (£ +n) (€ + pn) (€ + p°n).
Behauptung 1: Einer der drei Faktoren ist durch A? teilbar, die beiden anderen durch A, aber nicht A\2.

Zunichst ist (€ + n)(€ + pn)(€ + p?>n) = 0 mod A\3" mit 3n > 3, also muss mindestens einer der drei
Faktor durch A? teilbar sein. Um daraus die Behauptung zu folgern, betrachten wir die Differenzen der
drei Faktoren. Es gilt:

(E+n)—(E+pm) =n1—p)=nA
&+ pn) — (€4 p°n) =nlp— p*) = np(1 — p) = pnA

(E+n) = (E+p*n) =n(1 = p?) =np’ = p* = p*n(1 — p) = p*nA
Die Differenzen sind also zueinander konjugierte Vielfache von A, aber keien Vielfachen von A?. Damit
haben wir:

o ) teilt einen der Faktoren und alle Differenzen. — X\ teilt alle Faktoren.

e )2 teilt einen der Faktoren und keine der Differenzen. — M2 teilt genau einen Faktor.

Damit haben wir Behauptung 1 gezeigt.

Da die Differenzen konjugiert sind, konnen wir durch geeignete Wahl der Einheit € 0.B.d.A. voraussetzen,
dass A\? den ersten Faktor teilt. Wir erhalten damit

(k%) E4+n=N""k1, E+pn=Aka, E+4p°n=Ak3

fiir irgendwelche k1, ko, k3 € Z[p], die keinen Teiler A mehr enthalten.
Behauptung 2: Die Zahlen k1, ko, k3 sind paarweise teilerfremd.

Wir zeigen dies nur fiir ko und k3, die anderen Fille gehen analog. Es gilt:

(K2 — k3)A = (£ + pn) — (4 p*n) = p(1 — p)n = pAn
Also ko — k3 = pn. Andererseits gilt:

p(Miz) = p*(Aiz) = p(€ + p*n) — p* (€ + pn) = p€ + 1 — p*€ — 1= p(p — 1)€ = pAE
Also prs — p?ka = p€. Ist nun 7 eine gemeinsamer Teiler von ky und k3, so folgt 7|n und 7|¢. Nach
Voraussetzung ist dann 7 eine Einheit. Dies liefert (den betrachteten Teil von) Behauptung 2.

Andererseits waren die k; ja gerade so gewihlt, dass

75/\3"73 = A2 Ako kg

gilt, d.h.

—E’YS = K1K2K3

und aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt dann, dass die k; bis auf Einheiten selbst dritte Potenzen
sein miissen:



(k% %) Ky =e10°, Ko =20, k3 =e30° (g5 € Z[p]*, 0, 0,9 € Z[p)] paarweise teilerfremd)
Behauptung 3 Eines der beiden Tripel (6, ¢, £1) 16st die Gleichung (%) fiir (n — 1) anstatt n.

Setzen wir (* x *) in (x*) ein, so erhalten wir

E+n=ea X720, 4=, E4pPn=e3\y?
Dies bedeutet aber:

0 = (1+p—(p+1))(E+m) = (Lt p—(—p2)) (E+1) = (E+m)+p(E+m)+p2 (E+1) =" E+ntpE+'n+p2E+p™

=E+n+pE+ P+ pE+p'n = (E+n) + p(E+ pn) + P2 (E+ p*n) = 1 X" 720 + pead® + pPesAy?

Kiirzen von A und Division durch pes liefert die Gleichung

0+ eap® +e5X° 700 =0,
fiir gewisse Einheitem €4, e5. Es bleibt zu zeigen, dass €4 = +1 gilt. (Das Vorzeichen konnen wir mit dem
Vorzeichen von v korrigieren.) Dazu betrachten wir zunéichst die Kongruenz
P e = A3 S0 P 4 egy? =0 mod A2
Wegen A { ¢ und A { ¢ gilt dann nach 2.3.(iii) schon ¢* = 1 mod A* und 3 = £1 mod \*, also gelten
diese Kongruenzen erst recht modulo A2. Dies liefert:
0= <p3—|—54¢3 =+4+1+¢e4 mod N

Nach 2.2 kann #+1 4+ &4 nur Werte aus {+1 4+ 1,41 + p,£1 £ p?} annehmen. Wir miissen zeigen, dass
+1+¢4 = 414 1. Nun gilt aber mit p?> = —p — 1:

+£(1+p) £(1+p) 3
tlde, = 8 p)) = dldey= is_p) = N(£ldey) = 1
+(1-p?) +(2+0) 3

Diese Zahlen kénnen aber nicht von A% mit N(\?) = N(A\)? = 9 geteilt werden. Also gilt Behauptung 3
und damit die gesamte Behauptung.

Beachten wir das Prinzip des Fermatabstiegs und das in 3.2 Gesagte, so erhalten wir schliellich:

3.5 Korollar

Die Gleichung &3 + 73 4+ X343 = 0 besitzt unter den Voraussetzungen von 3.3 keine Losung. Es gilt der
grofle Satz von Fermat fiir den Exponenten n = 3.

Man beachte, dass der Fall n = 3 aus zwei Griinden relativ einfach zu behandeln ist:

e Die Gleichung o® + 3% = 43 kann mittels der Beziehung o® + 3° = (a + B)(a + pB)(a + p*B) in
einem Frweiterungsring von Z vereinfacht werden.

e Der spezielle Erweiterungsring Z[p] ist euklidisch mit multiplikativer Norm. Wir kénnen deshalb
einerseits Teilbarkeitsbedingungen und andererseits Teilbarkeitsbedingungen der Normen ausnutzen.



4 Der Fall n =5 und Sophie-Germain-Primzahlen

Der néchste zu untersuchende Fall wiare n = 5. Dieser Fall ist auch deshalb interessant, weil man ein
allgemeineres Prinizip erkennt:

4.1 Definition

Fine Primzahl p heisst Sophie-Germain-Primzahl, wenn sie ungerade ist und auch g := 2p + 1 eine
Primzahl ist.

5 ist wegen 2-54 1 = 11 Sophie-Germai-Primzahl. Bei solchen Primzahlen erweist es sich als zweckméafig,
den Beweis in zwei Schritte zu unterteilen:

e Fall 1: Es gibt keine Losung der Gleichung P + yP + 2P = 0 fiir ganze Zahlen z,y, z mit p { zyz.

e Fall 2: Es gibt keine Losung der Gleichung P + yP + 2P = 0 fiir ganze Zahlen z,y, z mit p|zyz.

Fall 1 ist stets der einfachere Fall. Im Fall p = 5 ist er besonders einfach:

Fall 1 fiir n=>5: Wir zeigen zunéchst:

Fiir beliebige a,b € Z folgt aus a =b mod 5 schon a® = b mod 52.

Seien also a,b € Z mit a — b = 5c¢ fiir ein ¢ € Z. Dann gilt:

(a —b)® = a® — 5a*b + 10a®b? — 10a%V® + 5ab* — b° = a® — b° — 5(a’b — ab*) + 10(a®b? — a?b?)
Beachtet man a*b—ab* = ab(a® —b3) = ab(a® +b?)(a —b) = 5ab(a® +b?)c und a®b? — a?b® = a?b*(a—b) =
5a?b?c einerseits und (a — b)® = 25¢2 andererseits, so erhilt man:

25¢% = a® — b® — 25ab(a® + b*)c + 50ab3c
Also a® — b° =0 mod 5°.
Damit kénnen wir jetzt unsere Behauptung beweisen: Angenommen es wire ° +4° + 25 = 0 und 5 { zyz.
Dann wiren z,y, 2 modulo 5 kongruent zu +1 oder +2. Wegen (£1)5 = &1 und (+2)° =32 =2 mod 5
folgt daraus 2> = z mod 5 und analog fiir y und z. Dies liefert:
r4+y+2=0 mod5H

Da keiner der drei Summanden 0 ist kann dies nur dann der Fall sein, wenn zwei der Zahlen kongruent zu
41 und die andere kongruent zu F2 ist. Insbesondere miissen zwei der Zahlen kongruent modulo 5 sein,
0.B.d.A. etwa z und y. Wir haben also x =y mod 5 und nach dem eben gezeigten damit

z° =9° mod 5%

Dies liefert:
P49 +2°=0 mod5= —2°=25+9°=22" mod 5°

Aber es gilt auch:
t4+y+2=0 modb=—z2=z+y=2zr modb= —2°=2%" mod 5>
Dies zusammen bedeutet aber 2° = 2 mod 52 und das ist offensichtlich falsch.

Will man den ersten Fall fiir eine beliebige Sophie-Germain-Primzahl behandeln, so kann man das folgende
Lemma benutzen:
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4.2 Lemma (Sophie Germain)

Seien p, g verschiedene Primzahlen, die den folgenden Bedingungen geniigen:
(i) Gilt 2P + y? + 22 =0 mod ¢, so gilt auch g|zyz.
(ii) a? Zp mod ¢ fiir alle a € Z.

Dann gilt ,Fall 1“ fiir den Exponenten p.

Ist p eine Sophie-Germain-Primzahl und ¢ := 2p + 1, so kann man nachweisen, dass p und ¢ den Voraus-
setzungen des Sophie-Germain-Lemmas geniigen.” Damit hat man:

4.3 Satz

Sei p eine Sophie-Germain-Primzahl und 2 + y? 4 2P = 0 fiir ganze Zahlen x,y, z mit p t xyz. Dann ist
r=y=2=0.

4.4 Bemerkung

Mithilfe des Sophie-Germain-Lemmas konnte Legendre den ersten Fall auch fiir Primzahlen p mit ap+1 € P
und a € {4,8,10,14,16} beweisen. Der zweite Fall (p|xyz) ist aber schon im Fall n = 5 aufwendig
(mehrstufiger Abstieg, sehr uniibersichtlich, irgendwann gehen die Buchstaben aus, s.[Rib99]. S.52 ff.).
Man findet aber kein allgemeines Beweisprinizip fiir den zweiten Fall aller Sophie-Germain-Primzahlen.

4.5 Ausblick

Selbst wenn man einen Beweis fiir den vielzitierten ,,Second Case® hétte, der fiir alle Sophie-Germain-
Primzahlen funktionieren wiirde, wire man immer noch weit von einem Beweis von Fermats letztem Satz
entfernt. Man ist sich heute weitgehend einig, dass die Bearbeitung der grofien Fermatschen Satzes allein
mit Mitteln der elementaren Algebra nicht gelingen kann. Die entsprechenden Versuche waren aber aus
heutiger Sicht trotzdem &uflerst fruchtbar: Auf der Suche nach dem grofien Beweis wurden Methoden
entwickelt, ohne die die moderne Algebra undenkbar wire. Beispielsweis wurde die gesamte Theorie der
Erweiterungsringe eigens fiir den Fall n = 3 entwickelt! Ohne diese moderne Algebra wiissten wir heute
auch nichts iiber algebraische Geometrie, elliptische Kurven oder Modulformen - kurz: wir wiissten nichts
iiber die Hilfsmittel, mit denen Andrew Wiles 1995 den groflen Fermatschen Satz - bzw. in der heute
iiblichen Bezeichnung: den Satz von Fermat-Wiles - schlussendlich beweisen konnte.

"Eine detaillierte Diskussion des Sophie-Germain-Lemmas und seiner Anwendungen findet sich in [Rib99]. Der hier zitierte
Nachweis ist auf S.112 niher ausgefiihrt.
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