Analysis T1 WS 2014/2015 1. Ubungsblatt

1. Stellen Sie die Wahrheitstafeln fiir folgende Ausdriicke auf.

(a) aN=b
(b) (aA=b)V (—a Ab)
(c) aV—b
(d) (anb)V(—aA—b).

2. Eine Abbildung f : R — R heifst stetig an der Stelle xg € R, falls gilt:
Ve >0 36, > 0 Ve € R gilt: |z — zg| < de = |f(x) — f(z0)] <€
Formulieren Sie die Aussage: f ist an der Stelle xg unstetig.

3. Stellen Sie fest, ob die angegebenen Bedingungen notwendig und/oder hinreichend sind:

(a) Wenn es regnet, wird die Strafse nass.
(b

)
) Endet eine ganze Zahl auf 5 oder 0, so ist sie durch 5 teilbar.
(c) Ergibt die Neunerprobe ein richtiges Resultat, so ist die Rechnung richtig.
(d)

)

d
(e) Ist & > 0, so ist auch 22 > 0.

Ist n eine gerade Quadratzahl, so ist n durch 4 teilbar.

4. Zeigen Sie fiir beliebige Teilmengen A, B, C' einer Menge R:
(ANB)U(BNC)U(CNA)=(AUB)N(BUC)N (CU A)

5. Mayer, Schmied und Weber sind Pilot, Kopilot und Steward einer AUA-Maschine, al-
lerdings nicht unbedingt in der genannten Reihenfolge. Im Flugzeug befinden sich drei
Reisende mit denselben drei Nachnamen. Um sie von der Besatzung zu unterscheiden,
erhalten sie im folgenden ein ,Herr* vor ihre Namen. Wir wissen:

(a) Herr Weber wohnt in Graz.
(b) Der Kopilot wohnt in Klagenfurt.

(c) Herr Schmied hat bereits vor langer Zeit seine Schulkenntnisse der Mathematik
vergessen.

(d) Der Fluggast, der denselben Nachnamen wie der Kopilot hat, lebt in Wien.

(e) Der Kopilot und einer der Passagiere, ein Mathematik-Professor, wohnen im glei-
chen Ort.

(f) Mayer besiegte den Steward beim Pokern.

Folgern Sie logisch daraus, wie der Pilot heifst!

0) 1. Ubung am 10.Oktober

1) Bitte rechtzeitig zum Ubungs Kreuze System anmelden! via:

http://www.math.tugraz.at /~elsholtz/ WWW /lectures/ws14 /analysisT1/vorlesung.html

2) Im System bis Freitag morgen 08.10 Uhr die Aufgaben ankreuzen

3) Freitags 10-11 oder 11-12 zur richtigen(!) Ubung gehen.

4) Sie sollten zur Losung der Aufgaben die Methoden der Vorlesung verwenden und IThre Losung
an der Tafel gut erkldren konnen.
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6. Zeigen Sie fiir alle n € N:

. 1
k(k—1)= gn(n2 —1).
k=1
7. Zeigen Sie fiir alle n € N:
n

PO ] (et
42 -1 2 2n+1)°

k=1

8. (a) Finden Sie eine natiirliche Zahl ¢ fiir die gilt: 22! < ¢! . Beweisen Sie fiir alle
natiirlichen Zahlen n > t: 22" <nl .

(b) Beweisen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4: 3" > n3. (Was passiert, wenn Sie
versuchen, dies bereits fiir n > 1 zu beweisen?)

9. Beweisen Sie fir die durch

2

)
an—1

ag =3, a, =3 — n>1

rekursiv definierte Folge (a1, aq,...) die folgende explizite Darstellung:

1

10. Zeigen Sie fiir alle n € N:

W E()-r

=0
Y (7)-
(c) ;1(7) = non-l

11. Die Menge S = {a +bv/2 : a,b € Z} ist ein Ring.
(a) Beweisen Sie exemplarisch die folgenden Rechengesetze: fiir si,s2,s3 € S, also
s; = a; + biy/2 (fiir i = 1,2,3), gilt 5150 = 5951, und s1(s2 + 53) = $152 + 5153
(b) Zeigen Sie, dass s1s2 € S. Warum ist S kein Korper?

(c) Essei T = {er'gg ca,b,e,d € Z,(c,d) # (0,0)} und U = {ry +r2v/2 : 71,75 € Q}.

Zeigen Sie, dass T' = U gilt. Ist T ein Korper?




Analysis T1 WS 2014/2015 3. Ubungsblatt

12. Lésen Sie folgende Ungleichungen {iber den reellen Zahlen.

(a) 1$:2?B < 07
(b) 3 — 22422 >0,

(c) 75 > 3961131'

Anmerkung: Es sollen tatséchlich die Ungleichungen direkt gelost werden, d.h., es sol-
len nicht die entsprechenden Gleichungen gelst und einzelne ,,Probe-Punkte eingesetzt
werden.

13. Beweisen Sie: /6 ist irrational.

Hinweis: Fiir einen Zwischenschritt kann es helfen, durch Fallunterscheidung zu beweisen:
fiir eine natiirliche Zahl n gilt: Wenn n? durch 6 teilbar ist, dann ist auch n durch 6
teilbar.

14. Beweisen Sie: v/2 + /3 ist irrational.

15. Untersuchen Sie die Folgen

(a) (((n+ 1(n* - 1) )

n+1
b
2n +1)(3n% + 1) (%) <n2 + 1)nEN7

(<) <% * (_1)nn2nj— 1>n€N’ (@) (4n5j: 1>n€N

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

M
neN

16. Sind die folgenden Folgen konvergent? Geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert an.

(a) cos(nm),

2n
(c) ! + L + + ;
nn+1) (m+1)(n+2) (3n—1)3n
17. Untersuchen Sie die durch
7+ 3ay
ay = 3, Q1 31 a, (n>1)

rekursiv definierte Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenz-
wert. Uberlegen Sie auch kurz, was passiert, wenn Sie mit a; = 2 starten?

Hinweise:
1) Bei 14) konnen Sie das Ergebnis von 13) voraussetzen.

2) Ubungen ankreuzen impliziert zwingend, dass Sie in der Ubung anwesend sind!!! (Falls
krank, ggf. Ersatzkreuze).

3) Priifungen: Fir die Priiffung Tla (Telematiker!) am 7.11. bitte im tugonline anmel-
den. (Die Priifung beginnt um 16.15 und dauert, voraussichtlich, ca. 90 Minuten.)
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18. Untersuchen Sie die durch

3 2

To = 57 Tn41 =

(n>0)

3—xp

rekursiv definierte Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenz-
wert.

19. Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten der Folge

Tn=Vn2+1ln+21 —/n2 +6
sowie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

20. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
o0
2n —1
(&) Z n?+1
n=2
0 0.2

(b) Zm

n=2

(e e]

3n3 +2
(©) 2. 5m5 + 8

21. Untersuchen Sie die Reihen auf Konvergenz, und bestimmen Sie (falls konvergent) ihre
Summe:

(b) Y=

n=0

22. Zeigen Sie, dass die Reihe

n=1
alternierend ist. Ist sie auch konvergent?
Fiir die Priifung T1la (Telematiker!) am 7.11. bitte im tugonline anmelden. (Die Priifung

beginnt um 16.15 und dauert, voraussichtlich, ca. 90 Minuten.)
Priifungsstoff: Insbesondere die ersten vier Ubungsblitter.
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23. (a) Bestimmen Sie die Quadratwurzeln von —i.

(b) Zeigen Sie, dass z = % + z§ eine sechste Wurzel aus 1 ist, d.h. dass 20 = 1 gilt.

24. Berechnen Sie Realteil, Imaginirteil und Betrag von z € C, sowie 22 und |z|?.
1+ 2—2 1+ 4
a) =

= b) z = =(2-92-7T+3
i1 PETgoy 9r=02-0) T

25. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
o 2n) (1\"
@2 () )
= n"(n!)
b
(b) ngl (2n)!
26. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz

oo _1)n
@ Y S

n=0

— (="
(b) nzz;]\/nZ—{—n%—l
= (=1)"n!
© > : (22)!

n=0

27. Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz

[e.e]

> (4 3i)"

|
n:
n=0

28. Sei f: R — R mit o — 22 + 7. Ist f injektiv? Ist f surjektiv? Geben Sie gegebenenfalls
eine moglichst grofe Teilmenge D C R an, sodass f : D — R injektiv ist. Geben Sie
weiters gegebenenfalls eine moglichst grofe Teilmenge B C R an, sodass f : R — B
surjektiv ist.

Fiir die Priifung T1a (Telematiker!) am 7.11. bitte im tugonline anmelden. (Die Priifung beginnt
um 16.15 und dauert, voraussichtlich, ca. 90 Minuten.)
Priifungsstoff: Insbesondere die ersten vier Ubungsblitter.

Fiir die Teilnehmer der Analysis T1 (also nicht T1al): bitte im tugonline zur Priiffung am
24.11. anmelden. (Die Telematiker haben am 24.11. auch eine Priifung, brauchen sich fiir
die Klausur am 24.11. aber nicht anmelden, weil wir dann alle Teilnehmer der Klausur
vom 7.11. 'kopieren’.) Aufgrund der grofen Gesamtteilnehmerzahl kann erst kurz vorher
bekanntgegeben werden, wer in welchem Raum schreibt.

Hinweis: Die Klausur vom 24.11. ab 18 Uhr, die Klausur am 09.01.15., ab 17.15 Uhr.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Man skizziere die folgenden Punktmengen in der Gauf’schen Zahlenebene:

a) {zeCllz+1]<|z—-1|}

Fiir die nachstehende Funktionen ist zu jedem € > 0 ein J. > 0 so zu bestimmen, dass
aus |z — xg| < 0 die Beziehung |f(z) — f(zo)| < € folgt.

f(z) =% D(f)=R.

Untersuchen Sie, in welchen Punkten die folgenden Funktionen
f R — R stetig sind:

—x falls x <0Ooderz>1
p— 1 '
(a) f(x) { 22 const (Skizze!)
2242 +1 falls—1<z<0 .
(b) f(x) = { 12 const (Skizze!)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit in [—m, 7] :

sin 1 falls X 7é 0
— T i |
(¢) flz)= { 0" falls 0 (Skizze!)

rsind fallsz #0
. x 1 |
(d) f(z)= { 0 falls 2 — 0 (Skizze!)

Es seien zwei Funktionen definiert durch f(z) =3 % und g(z) =32 %

(a) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe von g fiir alle x € C konvergiert, d.h., dass die
Funktion fiir g : C — C definiert ist.

(b) Beweisen Sie, dass f(z) = 3(exp(z) — exp(—z)) und g(z) = 3(exp(z) + exp(—z))
gilt.

(c) Beweisen Sie, dass ¢%(z) — f2(z) = 1 gilt.

(

)
d) Weisen Sie g(z +y) = g(z)g(y) + f(2)f(y) nach.
(e) Benutzen Sie die Potenzreihe, um f(ixz) durch sin(z) auszudriicken.
(f)

f) Finden Sie analog einen Ausdruck fir g(ix).

Es sei tanz = == . Berechnen Sie die ersten Koeffizienten der Potenzreihe der Tangens-
7

funktion (entwickelt um xp = 0), bis zum Koeffizienten von z’.
D00y anx™
> neg bn™
nacheinander cg, ¢, ... ausrechnen.

Anleitung: Es sei = ZZO:O cp,x™. Wenn die a,, und b,, bekannt sind, kann man

Driicken Sie sin(5s) nur durch sin(s) (und Potenzen hiervon) aus.

Erinnerung: bitte zur T1-Klausur im Tug-online anmelden. (Fiir T1a machen
wir dies direkt).
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35. Geben Sie alle komplexen Losungen von e =i an.

36. (a) Geben Sie alle rellen Losungen = von coshz = 2 an.

(b) Die komplexe Funktion cosh z ist analog zur rellen definiert, fiir alle z € C. Entweder

iiber die Potenzreihe, oder als cosh z = % Geben Sie alle komplexen Losungen

z von cosh z = % an.
37. Geben Sie alle komplexen Losungen von 2% + (2 — 6i)z® = 11 + 2i an. Geben Sie die
Losungen jeweils in kartesischen und in Polarkoordinaten an. (Hinweis: Losen Sie mit

w = 2% zuniichst eine quadratische Gleichung in w.)

38. Beweisen Sie: Ist f : [a,b] — [a, b] stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit f(£) = £. Der Punkt
€ heift Fizpunkt der Funktion f. (Hinweis: betrachten Sie die Funktion g(x) = f(z) —z)

Erinnerung: bitte zur T1-Klausur im Tug-online anmelden. (Fiir Tla ha-
ben wir dies gemacht).
Genaue Raumeinteilung erfolgt noch.

Priifungsstoff fiir T1: insbesondere die Ubungsblitter 1-7
fiir T1a insbesondere die Ubungsblitter 4-7

Es sind keine elektronischen Hilfsmittel, also auch keine Taschenrechner, er-
laubt.
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39. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Ausdriicke:
b b\"
(a) 22F (b) (““" + > fiir n € N (¢) In

cr +d cr +d

(d) (1+6$)4ln($+sin2(x—12)) () 27" (f) 2" (g) ()" (h) 2"

40. Bestimmen Sie die rechts- und linksseitigen Ableitungen von f(x) =z |z| 4+ 1
inz=0.

41. Zeigen Sie, dass f(z) = (14 1)® fiir 2 € (0, 00) streng monoton wachsend ist.
42. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

r —sinx z*—1
lim ——— b) i
(a) 250 (1 —cosz) ’ (®) a1 Inz

)

(¢) lim x%, (d) lim (sinz)?®?7,
T—00 $—)%

43. Berechnen Sie den folgenden Grenzwert (mit Begriindung):

. 3 sin(3xz)
ig% (ﬁ a3 ) '
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44.

45.

46.

47.

48.

aktualisierte Version vom 24.11.

Ersetzen Sie folgende Funktionen durch ihre Taylorpolynome des angegebenen Grades,
und schétzen Sie den Fehler im angegebenen Bereich ab:

a) f(x) =sin(z) durch  T3(f,z,0) in |z| <1/10

b) f(z) =arctan(z) durch T5(f,2z,0) in |z| <1/10

Diskutieren Sie die folgenden reellen Funktionen (Skizzen!):

(@) @)= ) @)=/ © )=t

@ f@=ch@) (© f@)=@-De® (1) fl@)=ePsnzz>0
Geben Sie fiir die Funktion f: R — R mit f(x) = e5®% an:

f', f", alle Nullstellen, Extremstellen, Wendestellen, genaues Verhalten fiir z — oo und
x — 0. Skizze. Geben Sie (mit Begriindung) den genauen Wertebereich der Funktion an.

Ermitteln Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) / 3 Inzde (b) / 2" Inz dz allgemein, fiir eine natiirliche Zahl n
(c) /x3 sinx dx (d) /(:os4 xdx (e) / V22 + 1dr Hinweis: x = sinht

Integrieren Sie:

/¢ﬁ?mm
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T dr

49. Berechnen Sie _.
VrZ+1+zx

50. Integrieren Sie:

m3—2x +x+5
dx.

/ 2x+1
dx
x +3x3+4x2+3m+1

sm Z COS .%'

@ / i

51. Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale

4 2
4+t +1
(a)/de

O [+ oy
©

r+1
NoEwresh
sin(z) — cos(x)
(d) / sin(z) + cos(x) dr

a3 =322+ 20+ 7
d
(e)/ 2 —x—6 v

23 + 522 —Tx 4+ 6
(f) 5
(x+1)(2? +22+2)

r (Hinweis: t = 22 + 27 + 2)

35—22x+3x2 dx

52. Integrleren Sle: fm

53. Berechnen Sie

/02 r(Vx + 1) de.

54. Berechnen Sie

2
/ V4 —x2de.
0

Erkldren Sie die geometrische Bedeutung dieses Integrals.

Priifungstermine: T1/T1b: 9.1.2015, ab 17.15 Uhr.

Telematiker bitte fiir die T1b Priifung am 9.1.2015 anmelden. (Fiir die T1-Priifung haben

wir die Anmeldungen vom 24.11. kopiert).

T1a: ein weiterer Priifungsantritt ist am 19.1. 2015 moglich.
T1 und T1b: ein weiterer Priifungsantritt ist am 2.3. 2015 méoglich.
(Details sieche Webseite)
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25.

96.

ov.
o8.

29.

60.

61.

62.

63.
64.

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die zwischen den Parabeln y(z) = 2% und y? =
eingeschlossen ist. (Skizze!)

Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Fliche, welche von den zwei Kurven 1, = 22 +
V16 — 22 und yo = 22 — /16 — 22 eingeschlossen ist.

Zu dieser Aufgabe gibt es mehrere Losungen, z.B. ein ldngere Rechnung, oder eine kurze
elegante Losung...

Berechnen Sie die Bogenldnge der Kettenlinie y = acosh(¢), 0 <2 <b, a,b € R.

Berechnen Sie Oberflache und Volumen des Korpers, der durch Rotation der Kettenlinie
y = acosh(y) (—a < < a) um die z-Achse entsteht.

Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der durch Rotation der Kurve y? — 22 = 1
(=1 <z <1, y>0) um die z-Achse entsteht.
3 “1<z<1, —-1<y<l.

Berechnen Sie die Bogenldnge der Asteroide 25 +y
= y(t) = (sint)3 und zeichnen

(Hinweis: wahlen Sie die Parametrisierung x(t) = (cost)
Sie die Kurve.)

L
3
)

Berechnen Sie die von der Asteroide x%—ky% =1, -1<x<1, —-1<y <1 eingeschlos-
sene Fliche. (Hinweis: wihlen Sie die Parametrisierung z(t) = (cost)3, y(t) = (sint)?
und zeichnen Sie die Kurve.)

Zeigen Sie die Konvergenz des Fresnelschen Integrals S := fooo sin(2?) da.

Hinweis: Substituieren Sie 22 = t. (Den Wert S = % werden wir in Analysis T2 mittels

Integration im Komplexen berechnen.)
Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve f(z) = 22%/2 + 2 zwischen z = 0 und z = 2.

Untersuchen Sie, ob folgende uneigentliche Integrale existieren, und wenn ja, geben Sie
den Wert an. (Fiir a) -¢) mit genauer Begriindung, fiir d) zB mit einer Formelsammlung
oder Computer, d.h. Begriinding fiir Teil d) nicht erforderlich (kommt in Analysis T2...)).

a)/ e " dx b)/ ze ™ dx
0 0

c)/ ze " dx d)/ e dx
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65.

66.

67.

68.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D und die partiellen Ableitungen ers-
ter Ordnung nach allen auftretenden Variablen im Innern B von D.

1

a) flz,y,2) = ———:
(@) f@.y2) = sy T

r—y
c z,Y) = ————;
Es sei f:R? — R definiert durch f(z,y) =
a) Man berechne grad f(z,y)
b) Man berechne die Richtungsableitung an der Stelle Zp = (1,2) in Richtung (3,4).
c) In welche Richtungen (vom Punkt Zy = (1,2)) ist die Steigung cl) maximal, c2)
minimal, ¢3) gleich Null?
d) Man bestimme die Tangentialebene an f im Punkt Zy = (1,2).

(b)  f(z,y) = - 2x2y2 + 4xy3 + y4 + 10;

_Yy
1422

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 4In % fiir x,y > 0.

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen f, und f, von f.
(b) Bestimmen Sie den Gradienten von f im Punkt 2° = (1,1).
(c) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt 2° = (1,1) in Richtung

STV
(d) Bestimmen Sie im Punkt (2%, f(2°)) = (1,1, f(1,1)) die Tangentialebene (in Hes-
seform) an die durch z = f(z,y) mit =,y > 0 erklarte Fliche.

Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f(z,y,2) = 23yz? + €2* in Richtung des
Vektors @ = (1,1,1) im Punkt P = (0, 3,2). Weiters bestimme man die Richtung der
maximalen Anderung von f in P.

Wie bekannt, finden am 9.1.2015 ab 17.15 Uhr T1/T1b Klausuren statt. Raumaufteilung
wie bei letzten Mal (24.11). Rdume fiir Analysis T1:

Nachname: A-Muik: Horsaal P1 (Petersgasse 16)

Nachname: Miiller-Schlacher: Horsaal G (Kopernikusgasse 24)

Nachname: Schlamberger-Weber Horsaal i7 (Inffeldgasse 25D)

Nachname: Wechtitsch-Z Hoérsaal 113 (Inffeldgasse 16b)

Analysis T1b: bitte im Tugraz-online zur Klausur anmelden.
Klausur am 9.1.2015, ab 17.15 Uhr im Hérsaal i13 (Inffeldgasse 16b)

Klausurinhalt: Differential und Integralrechnung. Also insbesondere: Ableitung, Grenz-
werte mit L’Hospital, Kurvendiskussion, unbestimmte Integrale (mit den tiblichen Ver-
fahren wie partielle Integration, Substitution, Partialbruchzerlegung), bestimmte Inte-
grale, mit Anwendungen auf geometrische Fragen (Bogenlange, Fldache, Oberfliache, Vo-
lumen), uneigentliche Integrale, partielle Ableitungen, Richtungsableitungen, Tangen-
tialebene.

Wir wiinschen IThnen Frohe Weihnachten und alles Gute fiir 2015!
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69.

70.

71.
72.

Man finde die Stellen lokaler Extrema der Funktion f(x,y) = x + y unter der Nebenbe-
dingung g(z,y) = x—12 + y—12 —1=0.

Einem Kreis mit Radius R ist ein Dreieck maximaler Flache einzuschreiben. Bestimmen
Sie die Seitenldngen.

Welcher Punkt der Fliche z = 22 + y? liegt dem Punkt (1,1, %) am néchsten?

Essei 0 <z <100, 0 <y < 100, 0 < z < 100. Finden Sie den Quader mit
Seitenlédngen x,y, z, mit maximalem Volumen, wenn die Oberfliche 2(xy+xz+yz) = 96
konstant ist.

(Korrigierte Version vom 13.1.2015, vorher Tippfehler bei Oberfliche).

Sonstige Info:
Keine Vorlesungstermine mehr. Konversatorium am Mittwoch 14.1., 9 Uhr.

Info von der Webseite:

Weitere Klausurtermine (wobei die Klausur dann die bisherigen Klausuren ersetzt: d.h.
bei T1 wird die Gesamt-Klausur dann bis zu 40 Punkte bringen, Haustibungen zéhlen
noch zum Punkteschema.)

Analysis Tla: 19.1.2015.
Analysis T1 und T1b: Voraussichtlich 3.3.2015. (Achtung 3.3.!)

Viel Erfolg bei allen sonstigen Priifungen, und schone Ferien!!



