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1. Mengenlehre

Die Mengenlehre ist ein wichtiges, grundlegendes Teilgebiet der Mathematik. Um mathe-
matische Objekte zu definieren und deren Zusammenhéinge zu beschreiben, wird Men-
genlehre benotigt.

1.1. Grundbegriffe

Definition 1.1.1 (Definition von Mengen nach Cantor). Eine Menge ist eine Zu-
sammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder un-
seres Denkens zu einem Ganzen.

Eine Menge kann, besonders wenn sie nur wenige Elemente enthilt, einfach durch Aufzdhlung

beschrieben werden, z. B.
M ={1,2,3,4,5}.

Die Reihenfolge der Aufzihlung spielt keine Rolle und es diirfen keine Elemente doppelt
vorkommen. Die beiden Mengen {1, 2,3} und {3, 2, 3,1} werden also als gleich betrachtet.
Eine andere Moglichkeit ist es, Mengen durch eine gemeinsame Eigenschaft ihrer Ele-
mente zu definieren. Fiir die Menge aller Apfel schreibt man M = {z | z ist ein Apfel}
oder M = {x : z ist ein Apfel}.
Fiir grofle Mengen wird {iblicherweise diese Schreibweise benutzt. Die Menge A aller
natiirlichen Zahlen, fiir die gilt, dass sie kleiner als Zwolf sind,

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
kann man zum Beispiel kiirzer als
A={neN:n<12}
schreiben.

Definition 1.1.2 (Definition des Elementsymbols). x € M, gesprochen z ist Ele-
ment von M, bedeutet, dass das Element x zur Menge M gehort. Analog bedeutet
x ¢ M, dass x kein Element von M ist.

Die Menge, die iiberhaupt keine Elemente enthiilt, ist die leere Menge. Sie wird mit ()
bezeichnet.

A ist Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist. Man
schreibt dann A C B (oder B D A). Enthélt zusétzlich B mindestens ein Element, das
nicht in A liegt, so ist A eine echte Teilmenge von B. Dafiir schreibt man A C B oder



A G B. Ist A keine Teilmenge von B, weil ein Element aus A nicht in B liegt, schreibt
man A ¢ B.

Die Kardinalitdt einer Menge A ist die Anzahl der in A enthalten Elemente. Man
schreibt dafiir |A|.

Beispiel 1.1.3. Gegeben sind drei Mengen A, B, C' mit

A = {1727'%.’ y7©70}
B= {20}
C= {*7 .}

Dann ist B eine echte Teilmenge von A.
Fiir die Kardinalitdt der Mengen gilt |A| = 6, |B| = 2,|C| = 2.

Bemerkung 1.1.4.
e Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge A.

e Gilt gleichzeitig A C B und B C A, dann sind die Mengen A und B gleich.

Zur Veranschaulichung stellt man Mengen und deren Beziehungen zueinander grafisch
als Venn-Diagramm dar (siehe néchster Abschnitt).

1.2. Mengenoperationen

Mit Hilfe der elementaren Mengenoperationen kénnen Mengen miteinander verkniipft
werden.

Das Komplement von A enthélt alle Elemente, die nicht in A
enthalten sind. Man schreibt dafiir A oder A.

A={x:x¢ A}

Der Durchschnitt AN B enthélt alle Elemente, die sowohl in
A als auch in B enthalten sind — ,, A geschnitten mit B*.

ANB={z:2€ Aund z € B}

Die Vereinigung AU B enthélt alle Elemente, die in A oder B
enthalten sind — ,, A vereinigt mit B*

AUB ={z:2 € A oder z € B}



Die Differenz A\B enthilt alle Elemente von A, die kein Ele-
ment von B sind — ,,A ohne B*.

A B A\B={z:2€ Aund z ¢ B}

Bemerkung 1.2.1.

e Wenn fiir zwei Mengen A und B gilt, dass AN B = (), so haben die beiden Mengen
kein gemeinsames Element und werden als disjunkt bezeichnet.

e Wenn A C B erfiillt ist, soist ANB=Aund AUB = B.
Beispiel 1.2.2. Die Mengen A, B, C sind wie in Beispiel definiert. Dann ist

ANB=B, AUB=A,

ANC =0, AUC={1,2,2,y,90,0,&, &}
BNC =10, BUC={2,0&, 8},

A\ B={1,z,y,$}, B\C=B.

Weitere wichtige Regeln fiir zwei Mengen L, M, N sind die folgenden:
o die Kommutativgesetze

MUN=NUM
MAN=NnNM,

e die Assoziativgesetze
LUMUN)=(LUM)UN
LN(MNN)=(LNM)NN,
e die Distributivgesetze (siche Abbildung

LN(MUN)=(LNM)U(LNN)
LUMNN)=(LUM)N(LUN),



M N M N

Abbildung 1.1.: Distributivgesetze fiir Mengen.

1.3. Inklusions-Exklusions-Prinzip

Das Inklusions-Exklusions-Prinzip ist eine Methode, die Kardinalitdt einer Menge mit
Hilfe der Kardinalitdten ihrer Teilmengen zu bestimmen.

Mochte man | LUM | berechnen, so stellt zunéchst |L|+|M | eine obere Abschétzung dar.
Allerdings werden dabei die Elemente von |L N M| doppelt gezihlt (in Abbildung [1.2(a)
dunkel schattiert). Das Inklusions-Exklusions-Prinzip fiir zwei Mengen lautet daher

|[LUM| = |L|+|M|—|LnM|.

Mit dhnlichen Uberlegungen erhilt man das Inklusions-Exklusions-Prinzip fiir drei
Mengen Mochte man |L U M U N| berechnen, so kann man ebenfalls |L| + |M| + |N|
als erste Ndherung verwenden. Dann zieht man die doppelt gezdhlten Bereiche |L N M|,
|ILNN|, |MNN|ab. Nun wurden die Elemente von LN M NN (in Abbildung(1.2(a)|ganz
dunkel) drei Mal gezéhlt, dann wieder drei Mal abgezogen. Da sie einmal gezihlt werden
sollen, miissen wir sie wieder hinzufiigen. Damit erhalten wir das Inklusions-Exklusions-
Prinzip fiir drei Mengen

ILUMUN]|=|L|+|M|+|N|—(LNM|+|LNN|+|MNN|)+|LNMNON]|.

L M M N
(a) fir zwei (b) fiir  drei
Mengen Mengen

Abbildung 1.2.: Das Inklusions-Exklusions-Prinzip.



Beispiel 1.3.1. In einer Umfrage wird die Beliebtheit von Sportarten erhoben. Unter
den Befragten befinden sich 8 Personen, die gerne laufen, 10, die gerne Rad fahren und
22, die gerne schwimmen. Auflerdem ist bekannt, dass 5 Befragte Laufen und Schwimmen
angeben, 3 Befragte Laufen und Rad fahren und 7 Befragte Rad fahren und Schwimmen.
Nur eine der befragten Personen nennt Laufen, Schwimmen und Rad fahren. Wie viele
Personen haben zumindest eine der Sportarten Laufen, Schwimmen oder Rad fahren
genannt?

Es sind L die Menge der Personen, die gerne laufen, R die Menge der Personen, die
Rad fahren bevorzugt und S die Menge der Personen, die gerne schwimmen. Dann ist
laut Inklusions-Exklusions-Prinzip

ILURUS|=|L|+|R|+|S|—(LNR|+|LNS|+|RNS|)+|LNRNS|
=8+10+22—-(3+5+7)+1=26

die gesuchte Anzahl.

1.4. Zahlenmengen und Intervalle
Die Menge der natiirlichen Zahlen ist die beim Z#hlen verwendete Menge
N=1{1,2,3,...}.
Fiir die Menge N U {0} schreibt man auch
No=Nu{0}={0,1,2,3,...}.

Natiirliche Zahlen, ihr jeweiliges Negatives und die Null fasst man zu den ganzen
Zahlen zusammen:

Z={0,+1,42,43,..}y={...,-2,-1,0,1,2,...}.

Die rationalen Zahlen Q beinhalten alle Briiche der Form %, mit p € Z und q € Z\{0}.
Das Q erinnert an den Begriff Quotient: Alle rationalen Zahlen sind Quotient zweier
ganzer Zahlen.

Als Erweiterung der rationalen Zahlen erhélt man die reellen Zahlen R. Die reel-
len Zahlen enthalten alle Zahlen der Zahlengeraden. Mit ihnen kénnen auch Losungen
fiir Probleme dargestellt werden, die innerhalb der rationalen Zahlen keine darstellbare
Losung besitzen.

Bemerkung 1.4.1.
e Esgit NCZ CQCR.

e Zahlen in der Menge R\ Q nennt man irrationale Zahlen. Die Kreiszahl 7, die euler-
sche Zahl e und Wurzeln aus Nichtquadratzahlen (\/5, V3,V5, .. .) sind irrationale
Zahlen.
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e Innerhalb von R gibt es keine Losung der Gleichung 22 = —1. Dieses Problem fiihrt
uns weiter zu den komplexen Zahlen C, das spéter noch behandelt werden wird.

Intervalle sind Teilmengen von R, die einen zusammenhéngenden Bereich auf der Zah-
lengeraden ausfiillen (d. h. wenn a und b die Endpunkte des Intervalls sind, wobei a < b,
dann sind alle Punkte ¢, die ¢ > a und ¢ < b erfiillen, Elemente des Intervalls). Man
unterscheidet zwischen offenen und abgeschlossenen Intervallen.

e Das abgeschlossene Intervall [a,b] ist die Menge aller reellen Zahlen, die grofier
oder gleich a und kleiner oder gleich b sind:

[a,b) ={r € R|a<x<b}.
e Das offene Intervall (a,b) enthélt die beiden Endpunkte nicht:
(a,b) ={z €R|a <z <b}.
e Halboffene Intervalle sind Mischungen der beiden Intervallarten, etwa

(a,b] ={z e R|a<xz<b}.

Fiir offene Intervalle ist auch die Schreibweise ]a, b iiblich.
Besitzt ein Intervall in einer Richtung keine Schranke, so verwendet man —oo (,, Minus
Unendlich®) oder oo (,, Unendlich“) als Endpunkt des Intervalls. Damit erhélt man

e die offenen Intervalle
(—00,b) ={z eR |z < b} (a,00) ={zeR|a<z}
e die halboffenen Intervalle
(—o00,b] ={z e R |z <b} [a,00) ={z € R |a < x}.
Beispiel 1.4.2. Es ist

[2,10]NZ = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} = {x € Z | 2 < z < 10},
(—-3,3)NN={1,2} ={z e N| —3<z <3}
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2. Kombinatorik

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem Abzéhlen von
verschiedenen Strukturen (z. B. Anordnungen, Auswahlen, Unterteilungen, Variationen,
etc.) beschéftigt.

2.1. Variationen mit Zuriicklegen

Wenn aus n Objekten k& Objekte unter Beriicksichtigung ihrer Reihenfolge und mit
Zuriicklegen ausgewé#hlt werden sollen, spricht man von Variationen mit Zuricklegen.
Es gibt dann immer

mogliche Auswahlen, da fiir jede der k& Positionen jedes der n Objekte in Frage kommt.

Beispiel 2.1.1. Ein Fahrradschloss erlaubt vierstellige Zahlencodes, wobei nur die Zif-
fern 0 bis 7 zur Verfiigung stehen. Wie viele verschiedene Codes gibt es bei diesem
Schloss?

Fiir jede der vier Stellen gibt es 8 Moglichkeiten, insgesamt also 8* Codes.

Beispiel 2.1.2. Mit einem Wiirfel wird 10 mal gewiirfelt und die Wiirfelzahlen werden
in ihrer Reihenfolge notiert. Wieviele verschiedene Zahlen kéonnen dabei entstehen?
Fiir jede der 10 Ziffern kommen die Wiirfelzahlen 1 bis 6 in Frage, insgesamt gibt es

also 610 verschiedene Zahlen.

2.2. Permutationen

Unter Permutationen von n Elementen versteht man alle moglichen Anordnungen der
Elemente in einer Reihe.

Beispiel 2.2.1. Eine Fahne soll aus drei horizontalen Streifen in den Farben weif}, griin
und gold hergestellt werden. Wie viele unterschiedliche Fahnen kénnen dabei entstehen?

Fiir den ersten Streifen kommen alle drei Farben in Frage, es gibt also drei Moglichkeiten.
Hat man entschieden, welche Farbe der erste Streifen bekommt, hat man zwei Moglichkeiten,
die Farbe fiir den zweiten Streifen zu wéihlen und die Farbe fiir den dritten Streifen ergibt
sich zwangsldufig (1 Moglichkeit). Insgesamt ergeben sich

3:2-1=6

Moglichkeiten, die Fahne zusammenzustellen. Diese sechs Moglichkeiten stellen alle Per-
mutationen der Farben weif3, rot, gold dar. Fiir dieses einfache Beispiel kann man alle
sechs Moglichkeiten durch Aufzéhlung ermitteln.
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Beispiel 2.2.2 (Anzahl der Permutationen von 5 Elementen). Wie viele verschie-
dene Permutationen von 5 Elementen gibt es?

Jedes der fiinf Elemente kommt fiir den ersten Platz in Frage. Damit gibt es fiir den
ersten Platz fiinf Moglichkeiten. Wenn der erste Platz besetzt ist, bleiben noch vier Kan-
didaten fiir den zweiten Platz. Fiir den dritten Platz bleiben drei Moglichkeiten, fiir den
vierten Platz zwei Moglichkeiten und beim fiinften Platz bleibt genau eine Mo6glichkeit
(das einzig iibrig gebliebene Element). Insgesamt gibt es

5-4-3-2-1=120
Moglichkeiten, die fiinf Elemente anzuordnen.
Aus den beiden Beispielen kann man erkennen, dass es
n-(n—1)-(n—-2)---3-2-1
verschiedene Permutationen von n Elementen gibt.

Definition 2.2.3. Die Anzahl der Permutationen von n Elementen wird mit n! bezeich-
net (Fakultit oder Faktorielle).

Bemerkung 2.2.4. Es gilt fiir alle n € N

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1
nl=n-(n—1)!
0l =1.

Beispiel 2.2.5. Fiir ein Kartenspiel werden zu Beginn 52 verschiedenen Spielkarten in
einer zufélligen Reihenfolge angeordnet, sodass sie einen Stofl bilden. Wieviele verschie-
dene Startsituationen kann es bei diesem Kartenspiel geben?

Jede Startsituation ist durch eine Permutation der 52 Karten gegeben. Es gibt

521 =52-51-50---3-2-1

Permutationen, also ebensoviele Startsituationen.

2.3. Auswahlen

Definition 2.3.1. Die Anzahl der verschiedenen Auswahlen von k& Objekten aus einer
Menge von n unterschiedlichen Objekten wird mit

<Z> (Binomialkoeffizient n iiber k)

bezeichnet.
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Bemerkung 2.3.2. Der Zusammenhang zwischen Fakultdt und Binomialkoeffizient ist

durch
n\ n!
E) k! (n—k)!

() =)=+

Beispiel 2.3.3. Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus 22 Personen zwei Mannschaften zu
je 11 Personen fiir einen Spiel zu bilden?

Aus den 22 Personen wiahlt man 11 Personen fiir die erste Mannschaft aus, der Rest
spielt fiir die zweite Mannschaft. Fiir diese Auswahl gibt es

|
(22> 22 = 705432

gegeben.
Fiir alle n € N ist

11) ~ 11011
Moglichkeiten.

Beispiel 2.3.4. Wieviele verschiedene Sitzordnungen gibt es, wenn 20 Personen auf 25
Sitzplitze aufgeteilt werden?

25\ 25!

20)  20!5!

Es gibt
Moglichkeiten, die 20 besetzten Sitzplitze auszuwihlen und 20! Moglichkeiten, die 20
Personen auf diesen 20 Sitzplidtzen anzuordnen. Insgesamt erhélt man also

2 25! 25!
<5>'20!: O o= 2

20 20! 5! 5!

verschiedene Sitzordnungen.

Bemerkung 2.3.5. Wegen k =n — (n — k) gilt

(Z) TR (nn!— B (n —nli:)!k:! T (n—k) (nn!— (n—k)! <n . k>

Das heifit, die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen n — k auszuwihlen (und die
restlichen & Elemente iibrig zu lassen) ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten, aus den
n Elementen die {ibriggebliebenen k Elemente auszuwéhlen.

Beispiel 2.3.6. Aus 16 Spielern eines Vereins sollen 10 ausgewihlt werden, die zu einem
Wettkampf antreten. Wie viele Moglichkeiten gibt es dafiir?
Wahlt man aus den 16 Spielern die 10 Wettkdmpfer aus, so erhélt man

|
<16> 16! — 8008

10) ~ 10'6!

14



Moglichkeiten. Wihlt man aus den 16 die 6 Nicht-Wettkdmpfer aus, so erhélt man

16 16!
<6> = Gror o0

also gleich viele Moglichkeiten.

2.4. Binomischer Lehrsatz und Pascalsches Dreieck

Satz 2.1 (Binomischer Lehrsatz). Fiir n € N gilt

(a+b)" = i (Z) "ok

k=0

_n‘n n‘n—l n'n—22 n o lpn—1 n.n
—<0>a+<1>a b+<2>a b + +<n_1>ab +(n>b.

Bemerkung 2.4.1. Fiir n = 2 bedeutet das

(a+b)?= <§>a2- + G) -ab + @) - b

= a® + 2ab + b°.

Die Binomialkoeffizienten, die im Binomischen Lehrsatz vorkommen, lassen sich mit Hilfe
des Pascalschen Dreiecks grafisch anordnen. Hier enthélt die (n+1)-te Zeile des Dreiecks
jene Binomialkoeffizienten, die bei (a+b)" auftreten. Fiir unser Beispiel (a+b)? stimmen
die Koeflizienten mit der dritten Zeile {iberein.

Beispiel 2.4.2. Mochte man (a + b) bestimmen, so betrachtet man die 6. Zeile des
Pascalschen Dreiecks.

(a+b)° = 1a° + 5a*b + 10a®V? + 10a26> + 5ab* + 10°
Bemerkung 2.4.3.

e Als jeweils erster und letzter Eintrag einer Zeile im Pascalschen Dreieck steht eine

1, weil fiir alle n
n n 1
0 n

e Jeder andere Eintrag lidsst sich als Summe der beiden Eintrige, die in der Zeile
dariiber als unmittelbare Nachbarn stehen, berechnen, d. h.

15
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(4) 1 2 1
& 13 3 1
5\ (5 1 4 6 4 1
4/ \5 1 5 10 10 5 1

Bildet man nun die Summe iiber alle Eintréige der n-ten Zeile, so erhélt man laut
binomischem Lehrsatz (mit a = b = 1)

(6 ()G (=R )= oz

16



3. Vektorrechnung

Mit Hilfe von Vektoren lassen sich z. B. geometrische oder physikalische Problemstel-
lungen formulieren und l6sen. Die Analytische Geometrie stellt Werkzeuge bereit, um
geometrische Elemente durch Zahlen zu beschreiben und zeichnerische Losungen durch
rechnerische zu ersetzen.

3.1. Vektoren in der Ebene

Vektoren im R? werden als geordnete Paare

— U1
v =
V2
geschrieben und als Punkte oder Pfeile in einem ebenen, kartesischen Koordinatensystem

dargestellt.

Vol — ————————

\J

Abbildung 3.1.: Vektor ¢ im kartesischen Koordinatensystem.

Zwei Vektoren kénnen komponentenweise addiert

T 40 = U1 I wr) _ V1 + wq
V9 w2 U24*UQ

oder mit einer Zahl A multipliziert werden (Skalarmultiplikation):

() Avg

Das Addieren zweier Vektoren entspricht dem Aneinanderhéingen der beiden Pfeile,
die Skalarmultiplikation mit A einer Streckung um den Faktor A, siehe Abbildung

17



Iy
Iy
W2 —>
— — w
V2 + wo v bYY
Ao
Vo - V2 v
vy ’ A
o v Salana U =
<1 + W ——]
(a) Addition zweier Vektoren o, . (b) Skalarmultiplikation A%

Abbildung 3.2.: Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Abbildung 3.3.: Spitze-minus-Schaft-Regel.

Der Nullvektor

stellt den Koordinatenursprung oder einen Pfeil mit Lénge Null dar.

Die beiden Einheitsvektoren
= 1 = 0
1= A 2 = 1

zeigen in die Richtung der z-Achse bzw. y-Achse des Koordinatensystems.

Hat man zwei Punkte P, @ durch ihre Koordinatenpaare (Vektoren) gegeben, so kann
man den Pfeil von P nach @ als @ — P berechnen (Spitze-minus-Schaft-Regel), siehe
Abbildung |3.3] Fiir den Pfeil von P nach ) schreibt man P_Q>

1 4 2
Beispiel 3.1.1. Gegeben seien die Punkte P = 5 ,Q = 0 ,R = (3) Wie muss

S gewihlt werden, damit die vier Punkte ein Parallelogramm PQRS bilden?
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Abbildung 3.4.: Betrag des Vektors .

Damit das gewiinschte Parallelogramm entsteht, miissen die Pfeile von ) nach P und
von R nach S gleich sein, also

PQ = SR
und damit
Q—-P=R-S
S=R-Q+P.
Also ist

3.1.1. Betrag, Skalarprodukt, Winkel

Definition 3.1.2. Die Lénge eines Pfeils nennt man Betrag des Vektors. Sie ist der
Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt des Pfeils. Mit Hilfe des Pythagordischen
Lehrsatzes kann man den Betrag berechnen als

7= ‘()‘ = /et + 3,
V2
sieche Abbildung

1

Beispiel 3.1.3. Es seien P = (5

4 —
) ,Q = <0> . Dann ist die Lange von PQ

Pal-|(2)|- v - v

das ist gleichzeitig der Abstand zwischen P und Q.

19
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Abbildung 3.5.: Winkel a zwischen ¢ und .

Definition 3.1.4. Das Skalarprodukt zweier Vektoren v = <v1> LW = <w1> ist defi-
V2 w9

niert als
N
U

W = vy -wy + U9 - wo.

Wenn ¥ -w = 0 ist, sind ¥ und @ zueinander orthogonal (d. h. ¥ und @ stehen
senkrecht zueinander). Gibt es ein Skalar s mit

— —
U = sw,

so sind ¥ und W kollinear

2
Beispiel 3.1.5. Die Vektoren (1

2 1
a.w:() ():21+10—2+0—2
1 0

und 73 = ( ) sind nicht zueinander orthogo-

nal, weil

Die Vektoren

sind kollinear, da v = —24.

—> v . —> v . —
Bemerkung 1 Ist v = ( 1), so ist w = < 2 ) . ein zu v orthogonaler Vektor.
V2 —U1

Definition 3.1.6. Fiir den Winkel o zwischen zwei Vektoren v = <v1> LW = <w1>7
V2 w2

die beide verschieden vom Nullvektor sind, gilt folgender Zusammenhang:

—
v -

7l

&l

cos(a) =

=

Siehe dazu auch Abbildung
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Abbildung 3.6.: Gerade g festgelegt durch Aufhéingepunkt P und Richtungsvektor .

Bemerkung 2 Zwei Vektoren, die orthogonal sind, schlieffen einen Winkel von 90° ein,
zwel kollineare Vektoren einen Winkel von 0°. o

Beispiel 3.1.7. Man berechne den Winkel zwischen den Vektoren

) o)
00,

- \/02 _|_12\/12 x (_1)2

Es ist

Sl L

und damit

-1
« = arccos | — | = 135°.
<\/§>

3.1.2. Geraden in der Ebene

Gerade in der Ebene kénnen auf zwei verschiedene Arten dargestellt werden. Hier werden
kurz beide Ansétze disktuiert.

Parameterform einer Geradengleichung

Eine Gerade g im R? ist eindeutig festgelegt durch einen Aufhiingepunkt P in der Ebene
und einen Richtungsvektor % (siehen Abbildung. Man schreibt die Geradengleichung
in Parameterform als

g: Z=P+su, scR.

Dabei ist s ein Parameter, der alle reellen Zahlen durchlduft. Damit durchliuft 7z alle
Punkte der dargestellten Geraden.

Um festzustellen, ob ein weiterer Punkt @ auf der Geraden liegt, iiberpriift man, ob
@ die Geradengleichung erfiillt.
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Beispiel 3.1.8. Gegeben seien die Gerade

-l
~(3)-()

4 1
Hier ist 5 der Aufhéngepunkt und (2) der Richtungsvektor von g. Setzt man P

und die Punkte
Liegen P, @ auf g7

in die Geradengleichung ein, so erhélt man

() =) )

Die Gleichung muss fiir - und y-Komponente erfiillt sein. Man bekommt daher das
Gleichungssystem

2=4+s
—2=2+42s.
Aus der ersten Gleichung erhélt man s = —2 als eindeutige Losung. Setzt man diese in

die zweite Gleichung ein, so bleibt 0 = 0. Also sind fiir s = —2 beide Gleichungen des
Systems erfiillt. P liegt damit auf g.
Setzt man @ in die Geradengleichung ein, so erhélt man

(-0)-)

4=4+s
8 =2+ 2s.

und damit

Aus der ersten Gleichung folgt s = 0, in die zweite eingesetzt bleibt 8 = 2, eine falsche
Aussage. Also erfiillt @ die Geradengleichung von g nicht und liegt damit nicht auf g.

Bemerkung 3 Eine Gerade in der Ebene ist durch zwei Punkte P, Q) (die nicht zusam-
menfa_llgn) in eindeutiger Weise definiert. Man kann in diesem Fall P als Aufhdngepunkt
und PQ als Richtungsvektor wéhlen. O

Beispiel 3.1.9. Wie lautet die Gleichung von g in Parameterform, wenn g die Gerade

ist, auf der die Punkte
2 3
pP= = .

22



liegen?

o ()-(2)-()

die Gleichung fiir g ist also

2
Als Aufhéngepunkt dient P = < 1),

als Richtungsvektor

Normalform der Geradengleichung

Eliminiert man aus einer Geradengleichung in Parameterform den Parameter, so erhélt
man eine Geradengleichung in Normalform ax + by = c. Falls b # 0 ist (also die Gerade
nicht parallel zur y-Achse ist), kann man diese Gleichung nach y auflésen und erhélt eine
Geradengleichung in Hauptform y = k- x + d, wobei k die Steigung der Gerade ist.

Beispiel 3.1.10. Betrachte die Gerade

N x . N
Liest man diese Geradengleichung mit o = ( > als Gleichungssystem, so erhélt man

Y
r=2+s
y=—1+2s.

Multiplizieren der ersten Gleichung mit —2 ergibt

—2x = —4—2s
y=—1+2s.

Um den Parameter s zu eliminieren, werden beide Gleichungen addiert:
—2r4+y=-5.
Das ist eine Geradengleichung in Normalform. Auflésen nach y liefert
y = 2x — 5,

eine Geradengleichung in Hauptform.
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Bemerkung 4 Eine andere Methode, aus der Parameterform einer Geradengleichung
die Normalform zu berechnen, verwendet den Normalvektor 7 der Geraden (orthogonal
zum Richtungsvektor) und einen Punkt P, der auf der Geraden liegt. Mit

n-r=mn-P o
erhélt man ebenfalls die Normalform.

Um aus der Geradengleichung in Normalform eine Parameterform zu gewinnen, kann
man zwei verschiedene Werte x1, x9 in die Normalform einzusetzen, um zwei Punkte, die
auf der Geraden liegen, zu ermitteln. Damit bestimmt man dann Aufhdngepunkt und
Richtungsvektor und im néchsten Schritt die Parameterform der Gerade.

Beispiel 3.1.11. Fiir die Gerade
g:y=—2x—95

bestimme man eine Darstellung in Parameterform.
Wir setzen 1 = 0 ein und bekommen y; = —2-0 — 5 = —5. Fiir x5 = 1 erhalten wir
yog = —2-1—5 = —7. Die Punkte

liegen auf g. Wir wihlen P als Aufhidngepunkt und P_Q> als Richtungsvektor. Die Para-
meterform der Geradengleichung lautet dann

() ()

Bemerkung 5 Um zu priifen, ob ein Punkt P auf einer Geraden g, gegeben durch eine
Geradengleichung in Normalform liegt, priift man, ob P die Gleichung von g erfiillt. g

-3
Beispiel 3.1.12. Gegeben sei g durch die Gleichung y = —2x — 5. Liegt P = ( ) )

auf g7
P hat die Koordinaten x = —3,y = 1. Einsetzen ergibt

1=-2-(-3)—5,

eine wahre Aussage. Also liegt P auf g.
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Lagebeziehungen zweier Geraden

Zwei Geraden g und h in der Ebene kénnen
e genau einen Schnittpunkt haben oder
e identisch sein oder
e parallel sein.

Durch Betrachtung der Richtungsvektoren von g und h sieht man sofort, ob die Ge-
raden parallel oder identisch sein kénnen bzw. einen einzigen Schnittpunkt haben.

Sind die Richtungsvektoren kollinear, muss man nur noch iiberpriifen, ob der Aufhéngepunkt
von g auch auf der Geraden h liegt. Ist dies der Fall sind die Geraden ident, ansonsten
parallel.

Schneiden sich die beiden Geraden g, h (sind also deren Richtungsvektoren nicht kol-
linear) muss der Schnittpunkt die Gleichungen beider Geraden erfiillen. Sind g,k in
Parameterform gegeben, so setzt man die beiden Parameterformen gleich und 16st das
entstehende Gleichungssystem, um konkrete Werte fiir die beiden Parameter zu ermit-
teln. Setzt man nun die Werte der Parameter in die Parameterform der Geraden ein,
erhélt man den Schnittpunkt der Geraden.

Beispiel 3.1.13. Man bestimme die Lage der Geraden
= -1 n 4
C X = s ,
g -5 3
2 1
h: 7 = +t :

() ()= 6) ()

Lost man das Gleichungssystem

zueinander.
Gleichsetzen liefert

—1+4s=2+1,
—5+3s= -2t

erhilt man s =t = 1. Der Schnittpunkt ist dann

(-
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Orthogonalitat von Geraden

Zwei Geraden sind zueinander orthogonal (stehen aufeinander normal), wenn ihre Rich-
tungsvektoren orthogonal sind.

Beispiel 3.1.14. Gegeben sei die Gerade

g:z:@)ﬂ(;‘).

6). Man gebe eine Gerade h an, die den Punkt P enthélt und

und der Punkt P = <

orthogonal zu g ist.

()0

Bemerkung 6 Hat man eine Geradengleichung fiir g in Normalform az + by = ¢ vor-

Als Richtungsvektor von h kénnen wir ( 34) und als Aufhingepunkt P wiéhlen.

Damit ist

liegen, so ist der Vektor (Z) orthogonal zum Richtungsvektor von g. O

Abstand zwischen Punkt und Gerade

Der Abstand zwischen einem Punkt P und einer Geraden g ist definiert als der kiirzeste
Abstand, also der Normalabstand, zwischen P und g.

Beispiel 3.1.15. Man berechne den Abstand zwischen P und g fiir
N -1 N 4
C T = s ,
g -5 3
P= J :
—10

Um den Normalabstand zu ermitteln, stellen wir zunéchst die Gerade h auf, die ortho-
gonal zu g ist und den Punkt P enthalt:

Nun ermitteln wir den Schnittpunkt F' zwischen g und h:
-1 n 4 9 4 3
S = )
-5 3 -10 —4
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Abbildung 3.7.: Normalabstand zwischen Gerade g und Punkt P.

also
—1+4s=9+ 3t,
-5+ 3s = —10 — 4t¢.
Als 16sung diese Gleichungssystems erhélt man s = 1 und t = —2 Mittels Einsetzen in g

ermitteln wir F*:

= () ()= ()

Der Normalabstand zwischen g und P ist gleich dem Abstand zwischen P und F' (siehe

Definition |3.1.2)):
s 6
‘FP’ - ‘ ( 8) ' = /62 + (=8)2 = V100 = 10.

Siehe Abbildung

Winkel zwischen zwei Geraden

Der Winkel zwischen zwei Geraden in der Ebene ist gleich dem Winkel zwischen deren
Richtungsvektoren.
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Beispiel 3.1.16. Man berechne den Winkel o zwischen den Geraden

(3)0)
o))

Fiir den Winkel « zwischen den Richtungsvektoren erhélt man (siehe Beispiel [3.1.7)

D6
()

‘( )‘ TV IVIZ 2 V2
1 (o]
Q. = arccos <\/§> = 45°.

1

1
Bemerkung 7 Der Winkel zwischen zwei Geraden g, h ist gleich dem Winkel zwischen
den Normalvektoren ny, ny, die orthogonal zu den Richtungsvektoren von g bzw. h sind.n

cos(a) = ‘

und damit

Beispiel 3.1.17. Man berechne den Winkel o zwischen den Geraden
g:y=>5 h:x+y=-2

Als Normalvektoren ermitteln wir durch Ablesen der Koeffizienten

) 10

Damit ist laut Beispiel |3.1.16| auch hier o« = 45°

3.1.3. Kreis

m1

Die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt M = (
ma

) und Radius 7 in Vektorform ist

(@ — M)* =12

und in Koordinatenform

(x —m1)* + (y —ma)® = 1.

Beispiel 3.1.18. Die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt M = (

r =+/10 ist

4
2) und Radius

(x —4)* + (y +2)? = 10.
Siehe auch Abbildung
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Abbildung 3.8.: Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.

3.2. Vektoren im Raum
Vektoren im R? werden als geordnete Tripel in Spaltenform

U1
—
r = ()

U3

geschrieben und stellen Pfeile im rdumlichen, kartesischen Koordinatensystem dar.
Addition, Skalarmultiplikation, Nullvektor, Einheitsvektoren, Betrag und Skalarpro-
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dukt sind analog zum ebenen Fall definiert:

U1 w1 V1 + wq
T+W= v | +lwe | = | vo 4wy
V3 ws v3 + w3
U1 )\Ul
)\7)):)\ V2 = )\Ug
V3 AU3
0
0=1|o
0
1 0 0
ei=|0|,ea=[1],e=]0
0 0 1

(% w1
T W= v | - |wy| =v1-wi+ vy wy+ vz ws.
U3 w3

U1 w1
Zwei Vektoren ¥ = [wvy | ,W = | wy | sind kollinear, wenn es einen Skalar s gibt,
U3 w3
sodass
T = suw.
V1 w1q
Fiir den Winkel o zwischen zwei Vektoren ¥ = | vy | ,@W = | wy |, die beide ver-
V3 w3

schieden vom Nullvektor sind, gilt folgender Zusammenhang:
v -
cos(a) = 5——=.
V] ]
Zwei Vektoren U, @ schlieffen genau dann einen Winkel von 90° ein, wenn sie orthogo-
nal sind. Das ist genau dann der Fall, wenn ihr Skalarprodukt gleich 0 ist. Zwei Vektoren
U, W schlieflen genau dann einen Winkel von 0° ein, wenn sie kollinear sind.

B
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Definition 3.2.1. Das Kreuzprodukt (auch vektorielles Produkt genannt) zwischen zwei
Vektoren

U1 w1
— —
V=102 |,W=]| wy
U3 w3
ist definiert als
Vg - W3 — W2 - U3
— —
UV XW=|[—v1 w3+ w-vs
V1 - Wo — Wi - Vg
Bemerkung 8
Fiir zwei Vektoren ¥, ist ihr Kreuzprodukt ¥ x @ immer orthogonal zu ¥ und
orthogonal zu @ (d. h. ¥ x W steht senkrecht auf die von ¥ und @ aufgespannte

Ebene).

e Der Betrag des Kreuzprodukts zweier Vektoren ist gleich dem Flédcheninhalt des
von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

e Fiir drei Vektoren U,w,u ist |(¥ x @)-d| der Rauminhalt des von den drei
Vektoren aufgespannten Parallelepipeds. 0

Beispiel 3.2.2. Man berechne den Fliécheninhalt des Dreiecks mit den Eckpunkten

2 7 3
A=|-5|, B=|o|, ¢c=|-5
3 1 2
Die Vektoren
5 1
T=AB=|5 ]|, #=4C=| 0
-2 -1

spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flacheninhalt doppelt so grofl wie der Flédcheninhalt
des gegebenen Dreiecks ist. Der Fliacheninhalt des Dreiecks ist also

DO | —
&l
X
<)
Il
ot
X
)
Il
w
Il

DN | =
|
=
[
+
w
)
+
|
=
o
Il

31



Beispiel 3.2.3. Man berechne das Volumen der Pyramide mit dreieckiger Grundfléiche
mit den Eckpunkten A, B, C und Spitze S, wobei

2 7 3 8
A=|-5|, B=]0], C=|-5], S=1]2
3 1 2 5
Wie in Beispiel spannen
5 1
u=|51],v=]0
-2 -1

ein Parallelogramm auf, das doppelt so grofl wie die dreieckige Grundfliche ist. Als
dritter Vektor kommt nun

hinzu. Damit spannen u, v, w ein Parallelepiped auf, dessen Volumen das Sechsfache des
Volumens der Pyramide ist. Das gesuchte Pyramidenvolumen ist also

1
6|(ﬂ’><?)-177[
Aus Beispiel wissen wir, dass
-5
uxXv=1_ 3
-5
und damit
1 (7P 1 1 19
(& x V) -W| == . =—|(=5)-64+3-7T4+(=5)-2|==|—-19| = —
G =g | 3 || 7] =5l 0487 (2= -9l =

die gesuchte Losung ist.

3.2.1. Geraden im R?

Gleich wie im R? ist eine Gerade im R3 durch einen Aufhingepunkt und einen Rich-
tungsvektor (verschieden vom Nullvektor) in eindeutiger Weise gegeben. Eine Gerade
kann im R? jedoch nicht in parameterfreier Form angegeben werden.
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Beispiel 3.2.4. Man gebe die Parameterform der Gerade g an, die durch die Punkte

P: 1 7Q:
)

~N e O

geht. N
Wir wéahlen P als Aufhdngepunkt und PQ als Richtungsvektor der Geraden:

N
x

=|1]4+s] 3
2

g:

Zwei Geraden g, h des R? kénnen

e genau einen Schnittpunkt S besitzen,

e parallel zueinander, aber nicht identisch, sein,

e identisch sein,

e windschief, also ohne Schnittpunkt aber nicht parallel sein.

Beispiel 3.2.5. Man ermittle die Lage der Geraden g, h zueinander, wobei

0 -1
g:T=14|+s]| 2 |,

3 3

3 1
h:Z=1|6|+t]2

4 2

Setzt man die Geraden gleich, so erhélt man das Gleichungssystem

—s=3+t (3.1
44+2s=6+2¢ .
3+3s=4+2t. (3.3)
mit der Losung t = —2 und s =1
Die Koordinaten von S erhélt man durch einsetzen von s = —1 in die Gleichung von
g:
0 -1 1
S=14|-1 2 | =12
3 3 0
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Beispiel 3.2.6. Man ermittle die Lage der Geraden g, h zueinander, wobei

-1 -1
g:2=|6|+s]| 2|,

6 )

2 1
h:Z=14|+t]2

2 8

Setzt man die Geraden gleich, so erhédlt man das Gleichungssystem

—l—s=2+t (3.4)
6+ 25 =4+ 2t (3.5)
6+ 5s =2+ 8t.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit 2, so bleibt

—2—-2s=4+2t
6+2s=4+2¢
6+ 5s =2+ 8t.

Addition der ersten beiden Gleichungen liefert
4 =8+ 4t,

also t = —1. Einsetzen in (3.4) fithrt zu s = —2.

Setzt man nun s = —2,¢ = —1 in (3.6)) ein, so bleibt 6 — 10 = 2 — 8 eine falsche Aus-
sage. Da die Richtungsvektoren auch nicht kollinear sind, sind g und h zwei windschiefe
Geraden.

3.2.2. Ebenen im R?

Darstellungsformen

Eine Ebene im R? ist durch einen Aufhingepunkt P und zwei Richtungsvektoren @, ¥,
die nicht kollinear sind, in eindeutiger Weise festgelegt. Man schreibt die Ebenenglei-
chung in Parameterform als

€: T=P+su+tv, scR,teR.

Eliminiert man aus der Ebenengleichung in Parameterform die beiden Parameter, so
erhélt man eine Ebenengleichung in Normalform

ar + by + cz =d.
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Beispiel 3.2.7. Man bestimme eine Ebenengleichung in Normalform fiir

2 2 1
e:x=11+s|-3|+t] 2
0 -1 —4

Liest man die Ebenengleichung zeilenweise, so erhélt man das Gleichungssystem

r=2+4+2s+1t
y=1—-3s+2t
z = —s — 4t.

Jetzt bekommt man, indem man aus den ersten beiden Gleichungen
20 —y=3+7Ts

und aus zweiter und dritter Gleichung
204+ 2=2—-"Ts.

Addiert man die beiden neuen Gleichungen, so bleibt
20 +y+2z=05.

Das ist die gesuchte Ebenengleichung in Normalform.

Bemerkung 9 Eine weitere Methode, aus der Parameterform einer Ebenengleichung
eine Normalform zu berechnen, ist die Verwendung des Normalvektors 7 der Ebene und
einen Punkt P, der auf der Ebene liegt. Wie im zweidimensioneln Fall ergibt

n-r=n-P
ebenfalls die Normalform. o
Beispiel 3.2.8. Wir betrachten die Ebene € aus Beispiel Der Punkt

2
P=11
0

liegt auf e. Um einen Normalvektor n der Ebende zu erhalten, berechnen wir das Kreuz-
produkt der Richtungsvektoren

2 1 14
-3 | x 2 | =17
-1 —4 7
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Als Normalform erhalten wir

14 14 2
7| - Z7=17 ,
7 7

also

14z + Ty + 7z = 35.

Lagebeziehungen

Betrachtet man eine Gerade g und eine Ebene € des R?, so ergeben sich drei méogliche
Lagebeziehungen:

e ¢ schneidet € in genau einem Punkt,
e g liegt in ¢,
e g liegt parallel zu ¢, d. h. g und € haben keinen Schnittpunkt.

Beispiel 3.2.9. Man bestimme die Lagebeziehung zwischen g und e fiir

2 2
g: 2= 3 | +t|-3
-2 —6

€:2x+4+2y—2=8.
Einsetzen von ¢ in € liefert

2(2+2t) +2(3 — 3t) — (=2 — 6t) =8

1244t =8
t=-1,
d. h. es gibt genau einen Schnittpunkt
2 2 0
S=13]|-1]|-3|=16
-2 —6 4

Beispiel 3.2.10. Man untersuche die Lagebeziehung zwischen g und e fiir

1 2
g: T=|-3|+t]2

2 1
erx—y=4.
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Der Normalvektor der Ebene

1
n=1|-1
0
ist wegen
1 2
—1]1-12|=0
0 1

orthogonal zum Richtungsvektor der Geraden. Der Aufhingepunkt von g erfiillt die
Gleichung von e. Also liegt g vollsténdig in e.

Fiir zwei Ebenen €1, €5 gibt es drei mogliche Lagebeziehungen:
e Die beiden Ebenen schneiden sich entlang einer Geraden,
e die Ebenen sind identisch,

e die Ebenen sind parallel, aber nicht identisch.

Beispiel 3.2.11. Man untersuche die Lagebeziehung zwischen €; und e fiir
€1:2r —y+22=6
€ —dx+ Ty —4z =1.
Wir wéhlen einen Parameter z = t und erhalten das Gleichungssystem
20 —y+2t=6
—dx+ Ty —4t = 1.
Aus der ersten Gleichung bekommt man
y=2zx+2t-6,
eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt das
—4r+702x4+2t—-6)—4t =1

10z + 10t —42 =1
43
r=— —t.
10
Damit ist

43 13
—o(=2 ) +2t—6=—
Y <10 >+ 5’
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also

43 43
T=|y| = % = % +t| o
z t 0 1

€1 und €y schneiden sich entlang der Geraden

43

10 —1
g: T = L53 +t| 0

0 1

Beispiel 3.2.12. Man untersuche die Lagebezichung zwischen ¢; und ey fiir

€1:2x —y+ 2z =06,
€ —4dx + 2y — 4z = —12.

Diese Ebenen sind identisch.
Beispiel 3.2.13. Man untersuche die Lagebeziehung zwischen €; und e fiir

€1:20 —y+22=6
€9 : 6 — 3y + 62 =0.

Diese Ebenen sind parallel, aber nicht identisch.

Winkel

Bemerkung 10

Der Winkel zwischen zwei Geraden g, h ist gleich dem Winkel zwischen deren

Richtungsvektoren.

e Der Winkel zwischen zwei Ebenen e€;1,¢ey ist gleich dem Winkel zwischen ihren

Normalvektoren.

e Der Winkel zwischen einer Gerade g mit Richtungsvektor ¥ und einer Ebene € mit
Normalvektor 7 ist definiert als 90° — o, wobei o der Winkel zwischen ¥ und 7

ist.

Beispiel 3.2.14. Man berechne den Winkel o zwischen g und e fiir

0 2
g: =16 | +s| 2
-3 -1
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Als Normalvektor 7 der Ebene und als Richtungsvektor @ der Gerade kénnen wir

2 2
n=|-3|, ad=] 2

6 -1

ablesen. Nun gilt fiir den Winkel ¢ zwischen 7@ und g, dass

und damit ¢ = 67.61°. Also ist

Abstandsberechnungen

-5
Beispiel 3.2.15. Man berechne den Abstand des Punktes P = | 5 | von der Ebene
3
€:7r —4dy — 4z = 14.
Die Gerade
-5 7
g: =5 |+s|—4
3 —4

steht senkrecht auf ¢ und enthélt den Punkt P. Wir ermitteln den Fulpunkt F' als
Schnittpunkt von g mit e:

T(=5+7s) — 4(5 — 4s) — 4(3 — 4s) = 14

8ls — 67 =14
s =1,
also
-5 7 2
F=|51|4+1-]|-4]|=
3 —4 -1

Der Abstand zwischen P und e ist nun gleich dem Abstand zwischen P und F"

-5 2 —7
F-Pl=[|5|-|1]||=]| 4 |=V(72+42+42=09.
~1 4
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3.2.3. Kugel

m1
Die Gleichung einer Kugel mit Mittelpunkt M= mso | und Radius r in Vektorform ist

ms
—\ 2
(7-M) =

und in Koordinatenform

(z —m1)? + (y — ma)? + (z —m3)? = r2.
4
Beispiel 3.2.16. Die Gleichung der Kugel mit Mittelpunkt M = | —2 | und Radius
1
r =10 ist
(z—4)2+ (y+2)?+(z—1)? =10.
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4. Terme, Gleichungen und Ungleichungen

4.1. Terme

Definition 4.1.1. Ein Term ist ein wohlgeformter Ausdruck aus Variablen, Konstanten,
mathematischen Operatoren, Funktionen und Klammern.

Beispiele 4.1.2. Betrachte folgende Ausdriicke:

22 + 6xy + y? ist ein Term,
22 + 6xy + 32 = 17 ist kein Term wegen des Zeichens =,
22 + + + 33 ist kein Term, da nicht wohlgeformt,

22+ (22 + (x +y* 4 (3zz+5)) ist kein Term, da eine schlieBende Klammer fehlt,

sin? z 4 cos®> x  ist ein Term,

(x+1y)? st ein Term.

Fiir Variablen konnen wir Werte einsetzen. Diese Werte sollen aus einer Definitions-
menge kommen. In %4*5 etwa ist die Definitionsmenge fiir = gleich R \ {—5} (sprich R
,ohne* die Menge {—5}).

4.2. Gleichungen

Definition 4.2.1. Eine Gleichung besteht aus zwei Termen, die durch ein Gleichheits-
zeichen verbunden werden.

Beispiele 4.2.2. Folgende Ausdriicke sind Gleichungen:

- —3x+2=0, .
2_3242=0 4.1
(z+y)? = 2%+ 22y + 7,
224+5=0.

Da das Quadrat einer reellen Zahl stets > 0 ist, gibt es kein z € R, sodass erfiillt
ist. Die Gleichung gilt fiir alle x, y € R; man nennt so etwas eine Identitdt. Die
Gleichung wird vermutlich fiir manche Werte von x erfiillt sein.

Die Lisungsmenge einer Gleichung ist jene Teilmenge der Definitionsmenge der betei-
ligten Ausdriicke, fiir die die Gleichung erfiillt ist. In den Beispielen sind das L; = {1, 2}
fiir (siehe Beispiel [4.3.6), Lo = R? (also alle Paare reeller Zahlen) fiir (4.2)), Lz = 0
(die leere Menge) fiir ([4.3).
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Unter dem Ldsen einer Gleichung versteht man das Suchen der Werte der Variablen,
fiir die die Gleichung erfiillt ist. Dazu macht man Aquivalenzumformungen: Das sind
Umformungen, die die Losungsmenge nicht dndern, also insbesondere

e Addieren oder Subtrahieren beliebiger Terme,

e Multiplizieren der Gleichung mit Termen ungleich 0,

e Dividieren der Gleichung durch einen Term ungleich 0.
Beispiel 4.2.3. Lose die Gleichung

T+ 7
=3
T+ 3

Fiir x = —3 ist der Bruch auf der linken Seite und damit die Gleichung nicht definiert,
wir miissen diesen Fall also nicht weiter betrachten. Fiir x # —3 kénnen wir die Gleichung
mit x + 3 multiplizieren:

rx+7

z+3—3 |- (x+3)
& x+7=3(x+3)
s r+7=3x+9

Nun koénnen wir x auf eine Seite bringen:
& —2=2z
& —1l=x
Die Losungsmenge der Gleichung ist also L = {—1}.
Beispiel 4.2.4. Durch Quadrieren der Gleichung
V=3
erhélt man x = 3. Ebenso erhélt man durch Quadrieren von
Vi3

die Losung # = 3, obwohl v/3 ~ 1.7321 # —+/3 gilt. In Wirklichkeit hat diese zweite
Gleichung keine Losung, da /2 > 0 fiir alle z € R gilt.

Quadrieren ist also keine Aquivalenzumformung! Genauer gesagt kénnen durch Qua-
drieren Vorzeichen ,,wegquadriert® werden; es kénnen ,,Phantomlésungen® entstehen.
Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten, damit umzugehen:

e vor dem Quadrieren denken, wie sich die Vorzeichen verhalten, oder

e danach eine Probe durchfiihren, um die ,,Phantomlésungen® zu eliminieren.
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Beispiel 4.2.5. Lose die Gleichung
(z+5)2=(z+3)>2%

Um z freizustellen, wollen wir auf beiden Seiten der Gleichung die Wurzel ziehen.
Dabei ist zu beachten, dass a? = (—a)? gilt:

(z+5)% = (z +3)* Va
& +(x +5) =%(z+3)

Nun reicht es, auf einer Seite die zwei Vorzeichenmoglichkeiten zu unterscheiden — die
zwei anderen Félle ergeben sich dquivalent durch Mulitplizieren mit —1.

1.

+(x+5)=x+3 | —x
& 5=3

Dies ist eine falsche Aussage, hier ergibt sich also keine Losung.

2.
—(z+5)=x+3 |+2—3
= -8 =2z |:2
& 4=z

Die Losungsmenge ist also L = {—4}.
In diesem konkreten Beispiel wiire es einfacher gewesen, die gegebene Gleichung aus-
zuquadrieren:
2? + 10z + 25 = 22 + 62 + 9.

Daraus ergibt sich durch Kiirzen sofort 4z = —16 und damit x = —4.

Wie am Beispiel zu sehen ist, ist Wurzelziehen so wie Quadrieren keine Aquivalenz-
umformung. Es miissen Fille je nach Vorzeichen des Ergebnisses unterschieden werden.

4.3. Polynome und polynomielle Gleichungen

Definition 4.3.1. Ein (univariates) Polynom ist ein Term

ao + a1z + asx® + asa® + - - - + agz?,
wobei ag, . . ., aqg konstant sind, x eine Variable ist, und aq # 0. Die a;, 0 < i < d, heiflen
Koeffizienten. ag heifdt speziell konstantes Glied. d heifit der Grad des Polynoms. ag4 heifit
Leitkoeffizient, zusammen mit der ensprechenden Potenz von z heifit aqz? Leitterm.
0 heifit auch Polynom (Nullpolynom). Der Grad des Nullpolynoms wird als —oc de-
finiert. Polynome vom Grad 1 nennt man linear, Polynome vom Grad 2 quadratisch.
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Beispiele 4.3.2. Betrachte folgende Terme:

2+ 7z 45 ist ein Polynom in & vom Grad 2,
23 + 3922 + 5 ist ein Polynom in x vom Grad 3,
2009 ist ein Polynom vom Grad 0,
2% +3  ist kein Polynom (z ist im Exponenten),

sinz  ist kein Polynom (sin und andere Funktionen sind verboten).

Polynome erlauben folgende Operationen:
e Einsetzen von Werten: Einsetzen von x = 7 in x 4+ 5 ergibt 12.
e Addieren, Subtrahieren: (z + 33) 4+ (2z + 17) = 3z + 50.
e Multiplizieren: (224224 1)(z+2) = 23+ 222 + 2 +22% + 4o +2 = 23 + 422 + 50+ 2.
e Division muss kein Polynom ergeben. Normalerweise wird ein Rest auftreten.

Polynomdivision zweier Polynome p : ¢ funktioniert analog zum ,schriftlichen Divi-
dieren“ von Zahlen: Solange der Grad von p gréfler oder gleich dem Grad von g ist,
multipliziere ¢ mit dem Quotienten der Leitterme von p und ¢ und ziehe das Produkt
von p ab. Dieser Quotient wird zum Ergebnis der Division dazuaddiert. Der Grad von p
wird dadurch um zumindest 1 verringert; fahre mit dem neuen p fort. Sobald der Grad
von p kleiner als der von ¢ ist, breche ab und schreibe das verbleibende p als Rest an.

Beispiel 4.3.3 (Polynomdivision).

30
x+7

( 2?+3z +2):(z+7)=x—4+
— 22— Tz

—4x +2

4x + 28

30

also )
2+ 3x + 2 30
S e e S
x+7 v +1‘+7

bzw.
22+ 3z +2=(x—4)(x+7) + 30.

Beispiel 4.3.4.

6x +7

3 (2 — et
( T —|—3:L‘+5).(x —|—2x—|—1)—x 2+$2+2$+1

—x3 =222 — 2
— 2224+ 2245
222 + 4x + 2

6x +7
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bzw.
432 +5=(x—2) (2> +2x+1) + (6 + 7).

Definition 4.3.5. Sei p(x) ein Polynom in z. Die Werte von z, fiir die p(z) = 0 gilt,
heiflen Nullstellen von p.

Wie kann man nun die Nullstellen eines Polynoms finden? Anders ausgedriickt, wie
kann man Polynomgleichungen der Form p(z) = 0 16sen, wobei p(z) ein Polynom in x
ist?

Wenn das Polynom vom Grad 1 ist, reichen zwei Aquivalenzumformungen:

20+ 5 =17 |—5
& 20 =12 |:2
& r=206

Polynomgleichungen vom Grad 2 kénnen mit der Ldsungsformel fiir quadratische Glei-
chungen gelost werden:

22 4+pr+qg=0

& r=—=44/=—q (,,kleine Losungsformel®)

bzw.

ar’ +br+c=0

. —b+ Vb2 —4ac

2a

(,,groBe Losungsformel®)

Beispiel 4.3.6. Die Losungen der quadratischen Gleichung

2 —3x+2=0

1':3:|:\/9—2:3:|:\/T:3:|:17
2 4 2 4 2 2

also 1 = 2 und z3 = 1. Die Losungsmenge ist somit L = {1, 2}.

sind
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Hinter der Losungsformel steckt das sogenannte quadratische Erginzen:

2 —-3x+2=0
< iL'—§ 2—94-2*
2 4 -
- AN
2/ 4
9
& — S =4/ -2
T3 1
3 9
& =" 44/2-2
S 1

Wie kénnen nun Polynomgleichungen vom Grad > 2 gelost werden?

Beispiel 4.3.7. Lose
23442 450 +2=0.

Versuche, eine Losung zu erraten; probiere zum Beispiel x = —1 (siche Bemerkung
4.3.8]):
(=1 +4(=1)2 +5(-1)+2=-14+4-5+2=0,

x = —1 ist also eine Losung! Das Polynom « + 1 hat auch diese Nullstelle, schauen wir
nun also, was bei Division von 3 + 422 + 5x + 2 durch = + 1 passiert:

( 2®+42®+52+4+2): (z+1) =2*+3z+2

—x3 -z
322 + 5z
— 322 -3z
22 4 2
—2x—2
0

Der Rest der Division ist 0, es gilt somit
244t 450 4+2= (22 +3z+2)(z+1).

Eine Nullstelle des Polynoms links muss also auch Nullstelle eines der Faktoren rechts
sein (und umgekehrt). Fiir die restlichen Nullstellen (auBer z = —1) geniigt es also, die
Nullstellen des quadratischen Polynoms x? + 3z + 2 zu suchen. Diese kénnen entweder
tiber die Losungsformel gefunden werden, oder man errdt noch einmal eine Nullstelle
und dividiert: Fiir x = —2 ergibt sich

(=22 +3(-2)+2=4-6+2=0,
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also eine Nullstelle. Division liefert

( 2 +32+4+2):(z+2)=z+1

— 22— 2
T+ 2
—x—2

0

Somit gilt

432 +2=(zx+1)(z+2).

Insgesamt haben wir auf diese Weise die Faktorisierung

2?4 4x? 504+ 2= (z+ 1)z +1)(z+2)

gefunden. Die gesuchte Losungsmenge ist damit L = {—2, —1}.

Allgemeine Vorgangsweise zur Losung polynomieller Gleichungen p(z) = 0 vom Grad

> 3:

1.

2.

Errate eine Losung « (sieche Bemerkung [4.3.8)).
Fiihre die Polynomdivision
p(x) : (x —a) = q(x)

durch. Als Rest muss sich 0 ergeben, sonst hat man einen Rechenfehler gemacht.

. Dadurch ergibt sich die Zerlegung p(z) = (z — a))q(z), wobei g(x) einen kleineren

Grad als p(x) hat. Zuriick an den Start mit g(x).

. Nach geniigend vielen Schritten hat man eine Zerlegung

p(x) =Cz—a1)(z —a2)...(z — ay)

fiir eine passende Konstante C gefunden. Die Nullstellen ay, ..., o, konnen abge-
lesen werden. Dabei ist C' der Leitkoeffizient von p.

Bemerkung 4.3.8. 1. Ab dem Zeitpunkt, wo eine quadratische Gleichung auftritt,

kann die quadratische Losungsformel verwendet werden.

. Es gibt Losungsformeln fiir Gleichungen 3. und 4. Grades. Diese sind hésslich,

fithren zu hésslichen Losungen und werden daher werder unterrichtet noch ver-
wendet.

. Fiir Gleichungen ab Grad 5 kann es keine Losungsformeln geben. Das wurde von

Niels Henrik Abel (1802 — 1829) bewiesen.
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4. Zum Erraten von Losungen bei Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten: Wenn
es eine ganzzahlige Losung z von p(x) = 0 gibt, so treten bei der Polynomdivision

p(x): (z—2)

nur ganze Zahlen auf, das heifit, in p(z) = (z — z)q(x) hat ¢(x) lauter ganzzahlige
Koeffizienten. Wiirde man umgekehrt

(x — 2)(bo + bz + - - + bg_12%71)

q(=)

ausmultiplizieren, erhielte man —z - by + (Terme mit x). Also muss z - by das kon-
stante Glied von p(z) sein. Daher ist z ein Teiler des konstanten Glieds von p(x).
Geht man also davon aus, dass ein gegebenes Polynom mit ganzzahligen Koeffi-
zienten eine ganzzahlige Nullstelle hat, so kann man sich bei deren Suche auf die
Teiler des konstanten Glieds beschrinken.

ad Beispiel
2® + 42? + 51 + 2

hat das konstante Glied 2, als ganzzahlige Nullstellen sind somit nur die Teiler von
2, also £1, £2, moglich.

5. Ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und Leitkoeffizient +1 hat nur ganz-
zahlige und nichtrationale Nullstellen. (Dabei miissen nicht zwingend beide Typen
vertreten sein; es konnen natiirlich etwa wie in obigem Beispiel nur ganzzahlige
Nullstellen auftreten.)

In diesen Zusammenhang gehort auch folgender

Satz 4.1 (Satzgruppe von Vieta). Wenn 22 + pz + ¢ = 0 die Losungen o und oo
besitzt, so gilt

2?4 pr+q=(r—a)(z—a) (4.4)

und
p=—01 — Q, (4.5)
q=ajas. (4.6)

BEwEIS. Die Zerlegung (#.4) folgt aus den Uberlegungen zu den Nullstellen von Poly-
nomen. Ausmultiplizieren liefert

2

x2+px+q::c — 1T — 0 + (10 :a:2+ (—al —042)35—1—041042,

somit miissen also auch (4.5)) und (4.6 gelten. O
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Beispiel 4.3.9. Lose
22 4+ 5246 = 0.

Mittels Losungsformel erhélt man

5 25 5 1
=2 2 =242
Ty ;0= F

also r1 = —2 und zo = —3.
Andererseits konnte man geméfl Vieta auch die Faktorisierungen von 6 durchprobieren:

Die Summe der Losungen muss —5 sein; das gilt fiir
(=2) + (—3) = —5.

Somit ist die Losungsmenge L = {—2, —3}.

4.4. Einschub: Komplexe Zahlen

Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als
C={a+bi|lacR,beR},

wobei ¢ ein formaler Buchstabe ist. Man rechnet mit komplexen Zahlen ,, ganz normal*
mit der Zusatzregel
it = —1.

Definition 4.4.1. Sei z = a + bi eine komplexe Zahl. Dann heifit a der Realteil von z
und b der Imagindrteil von z. Schreibe
a=Rez, b=Imz.
Beispiel 4.4.2. Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren funktioniert wie gewohnt:
(2+30) + (44 5i) = 6 + 84,
(24 30) — (4 + 5i) = —2 — 2i,
(2+3i)- (444) =8+ 12i + 10i + 3 - 5i?
=8+ 12i+10i + 15-(—1)
= -7+ 22i.
Allgemein gilt die Regel
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+bi) — (c+di) = (a—c¢)+ (b— d)i,
(a+ bi)- (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi?
= (ac — bd) + (ad + be)i
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Erstaunlicherweise gelten die iiblichen Rechenregeln: Fiir komplexe Zahlen s, w, z gilt
wHz=z+w w-z=z-w (Kommutativgesetze),
st(w+2)=(s+w)+z s (w-z)=(s-w)- z (Assoziativgesetze),
s (w+z)=s-w+s-z (Distributivgesetz).
Die reellen Zahlen sieht man auch als komplexe Zahlen, im Sinne von 5 =5+ 0-.
Bevor wir iiber die Division von komplexen Zahlen nachdenken, betrachte folgendes

Beispiel:
(2+3i)(2-3i)=22-3%.i?=22+32 =13

(gemiB der Formel (a — b)(a + b) = a® — b?) bzw. allgemein
(a+bi)(a — bi) = a® — b*i® = a® + b°.
Das Ergebnis der Multiplikation dieser zwei komplexen Zahlen ist also eine reelle Zahl.

Definition 4.4.3. Sei z = a + bi eine komplexe Zahl. Dann heifit
Z=a—b
die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Wir haben oben gesehen, dass die Multiplikation von z und Z immer eine reelle Zahl > 0
ergibt.

Daraus ergibt sich nun folgender Trick fiir die Division: Erweitere den Bruch um die
konjugiert komplexe Zahl zum Nenner.

Beispiel 4.4.4. Berechne
243 (2+43)(4—5i) 8 4 12 — 107 — 1542 2342
4+45i  (4+5i)(4—5i) 42 + 52 41
23 n 2 .
T a”

So entsteht als Ergebnis wieder eine ,, wohlgeformte“ komplexe Zahl. (Das geht fiir alle
Nenner aufler 0 4+ 0: = 0 gut.)

Worin besteht die Motivation hinter der Definition der komplexen Zahlen? Man will
alle quadratischen Gleichungen 16sen koénnen; dabei kénnen aber negative Zahlen unter
der Wurzel auftreten.

Beispiele 4.4.5. Die Losung von
2?2+ 20 +2=0.

ergibt sich mittels Losungsformel als

r=—-1+vV1-2=1x+vV/-1=1=%u.
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oA 4+ 31

N

a=4

Abbildung 4.1.: 4 + 3¢ in der komplexen Zahlenebene.

Die Losung von
2’ +4r+13=0

ist
r=-2+V4-13=-24+vV-9=-24+/32-(-1)=-2+3V-1
= -2+ 3.

Komplexe Zahlen sind jedoch nicht nur fiir quadratische Polynome sinnvoll; das zeigt
insbesondere folgender

Satz 4.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p(z) mit komplexen Ko-
effizienten besitzt in C mindestens eine Nullstelle. Also besitzt jedes Polynom p(x) vom
Grad d eine Zerlegung

p(z) =Cz—a1)(z —az)...(z — ag)
und hat damit genau d Nullstellen (inklusive Vielfachheiten) in C.

So wie man reelle Zahlen auf der Zahlengerade darstellt, kann man auch komplexe
Zahlen graphisch darstellen:

Graphische Darstellung der komplexen Zahlen Man stellt eine komplexe Zahl a + bi
in der Ebene durch den Punkt (a,b) dar. Siehe Abbildung

Der Abstand der Zahl z = a + bi vom Ursprung ist geméafl Satz von Pythagoras
va? + b2. Dieser Abstand wird auch Betrag von z genannt, schreibe

|| = |a + bi| = Va? + b2.

Das passt mit der ,alten“ Definition des Betrags einer reellen Zahl zusammen: Zum
Beispiel ist

|—5| = (Abstand zwischen —5 und Ursprung) = 5
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bzw.

|=5] = V/(=5)2 + 02 = V25 = 5.
Wir haben gesehen, dass fiir z = a + bi
2.7 = (a+bi)(a—bi)=a®+b*=|z]?,

also

2| =Vz-Z

gilt.

4.5. Ungleichungen

FEine Ungleichung besteht aus zwei Termen, die durch ein Ungleichheitszeichen verbun-
den sind, also durch eines der folgenden Zeichen:

< > < >

Ungleichungen sind nur fiir reelle Zahlen sinnvoll, da es auf den komplexen Zahlen keine
entsprechende Ordnung gibt.

Beispiel 4.5.1. Betrachte die Ungleichung
22+ 2042 > 0.

Diese Ungleichung gilt fiir alle # € R, da 2% + 2z + 1 = (x + 1)? > 0. Man nennt solche
Ungleichungen absolut oder unbedingt.

Bei bedingten Ungleichungen stellt sich die Frage nach der Lisungsmenge der Un-
gleichung, also jener Werte fiir die auftretenden Variablen, fiir die die Ungleichung gilt.
Um eine Ungleichung zu 16sen, fithrt man wie bei Gleichungen A quivalenzumformungen
durch, also Umformungen beider Seiten der Gleichungen, die die Losungsmenge nicht
dndern. Das sind insbesondere

e Addieren und Subtrahieren von beliebigen Termen,
e Multiplizieren mit Termen ungleich 0,
e Dividieren durch Terme ungleich 0.

Dabei ist zu beachten, dass sich bei Multiplikation mit Termen < 0 bzw. bei Division
durch Terme < 0 das Ungleichheitszeichen umdreht!
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Beispiel 4.5.2. Lose die Ungleichung

=4 T <

Die Losungsmenge ist also

L:{xER\xS%}:(—oo,%].

(In diesem Abschnitt werden wir der Vollstdndigkeit halber immer sowohl Mengen- als
auch Intervallschreibweise der Losungsmenge anfiihren; korrekt und ausreichend wére
natiirlich bereits eine davon.)
Beispiel 4.5.3. Lose die Ungleichung

T+ 7 >3

z+3

Um den Bruch loszuwerden, ist die erste Idee, mit dem Nenner x + 3 zu multiplizieren.
Dabei miissen aber folgende Félle unterschieden werden:

1. x4+ 3 =0, d.h. z = —3: Der Nenner ist dann 0, die Multiplikation wére also keine
Aquivalenzumformung. Allerdings ist die Ungleichung dann gar nicht definiert, der
Fall muss also nicht weiter beriicksichtigt werden und wir haben als Losungsmenge
fiir diesen Fall

Ly =0.

2. 43 >0, d.h. z > —3: Bei Multiplikation mit dem (positiven) Nenner dreht sich
das Ungleichheitszeichen nicht um, die gegebene Ungleichung ist also dquivalent
zZu

x+7>3(x+3)

&= r+7>3zx+9 |—x—9
& 2> 2 |2
& —1>ux.

Ausgegangen wurde in diesem Fall von x > —3, zusammen ergibt das die Losungs-
menge fiir diesen Fall
Ly = (-3,-1].

3. £+ 3 <0, d.h. z < —3: Bei Multiplikation mit dem (negativen) Nenner dreht sich
das Ungleichheitszeichen um, die gegebene Ungleichung ist also dquivalent zu

x+7<3(x+3)

& r+7<3z+9 | —z—9
& —2< 2 |2
& 1<z
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. . 7
Abbildung 4.2.: ;713

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme z < —3 in diesem Fall, daher ist die
Losungsmenge leer,
L3 = 0.

Die Gesamtlosungsmenge ist nun die Vereinigung der einzelnen Lésungsmengen, also
L=LyULyUL3z=(-3,-1].
Siehe auch Abbildung
Beispiel 4.5.4. Lose die Ungleichung
x3—|—4x2+5x+220.

Der erste Schritt zur Losung einer solchen Polynomungleichung ist die Faktorisierung
des Polynoms auf der linken Seite. Dazu dienen die Nullstellen des Polynoms (siehe
Abschnitt . Probiert man die Teiler des konstanten Glieds 2 durch, stellt man fest,
dass 1 = —1 eine Nullstelle ist. Mittels Polynomdivision durch (x — 21) erhélt man das
verbleibende Polynom

(23 +42® +524+2): (x4 1) = 2° + 3z + 2.
Die Nullstellen dieses quadratischen Polynoms ergeben sich durch die Losungsformeln

3 /9 3 1
L T i W
23779 1 2T
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—2 -1 [
i xr
Abbildung 4.3.: 23 + 422 + 52 + 2
also r9 = —1 und z3 = —2. Die Faktorisierung des Polynoms ist also

3442?4550 +2=(z+1)% (z+2).
Die zu losende Ungleichung lautet damit
(x+1)% (z+2) > 0.
Nun gilt unabhiingig von z sicher (z + 1)? > 0. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. (r+1)2 =0, d.h. 2+ 1 = 0 und somit = —1: Die Ungleichung ist fiir z = —1
erfiillt.

2. (x+1)2 > 0, dh.  # —1: Dann kann durch (z + 1)? dividiert werden und wir
erhalten die dquivalente Ungleichung

r+2>0 | —2
& T > —2.
Da der Fall z = —1 in & > —2 ,enthalten* ist, ist die Gesamtlésungsmenge damit

L={zeR|z>-2}=[-2,00).
Siehe Abbildung [£.3]
Beispiel 4.5.5. Lose die Ungleichung
x4+2x3+$2—2$—220.

Wieder finden wir zuerst eine Faktorisierung des Polynoms auf der linken Seite durch
Nullstellensuche. x1 = 1 ist eine Nullstelle, Polynomdivision ergibt

(' 4203 + 22 =22 —2): (. — 1) = 23 + 32% 4 4 + 2.
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Eine weitere Nullstelle ist xo = —1, Polynomdivision ergibt
(23 +322 +424+2): (z+1) = 2%+ 22 + 2.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind geméafl Losungsformel

r34=—-14+vV1-2=—1+34,

also (echt) komplex. Die vollstindige Faktorisierung des Polynoms wire also
24?2 —2=(z—-1(z+D(z—1+i)(z—1—1),

durch ,, Wieder-Zusammenfassen“ der konjugiert komplexen Nullstellen erhalten wir aber
die fiir unseren Fall praktischere Faktorisierung

gt 2 a2t -2 —2=(z—1)(z+1)(2* + 22 +2).
FEingesetzt in die zu 16sende Ungleichung bedeutet das
(x —1)(x + 1) (2% 4 22 +2) > 0.

Von dem Polynom z? 4 2z + 2 wissen wir, dass es immer grofier als 0 ist (siche Bei-
spiel . Wir kénnen also durch diesen Term dividieren und erhalten die dquivalente
Ungleichung

(x—1)(xz+1) >0.

Ist einer der zwei Faktoren 0, ist die Ungleichung erfiillt, das heifit, x = 1 und z = —1
sind auf jeden Fall Losungen. Ansonsten unterscheiden wir folgende Fille:

1. x —1 > 0, also x > 1: Dann kann durch z — 1 dividiert werden und wir erhalten
aquivalent
rz+12>0,

also x > —1. Zusammen mit der Annahme = > 1 (die ,,stérkere* Aussage) bedeutet
das nichts anderes als x > 1.

2. x —1 < 0, also x < 1: Dann dreht sich bei Division durch « — 1 das Ungleichheits-
zeichen um und wir erhalten
z+1<0,

also £ < —1. Die Annahme z < 1 ist damit bereits erfiillt.

Zusammenfassend erhalten wir also die Losungen x = +1, x > 1 oder z < —1. Die
Losungsmenge lautet damit

L={zeR|z<—-loderz>1}={xeR||z|>1}=(—00,—1]U[l,00) =R\ (—1,1)

(alles gleichbedeutende Schreibweisen). Siehe Abbildung
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Abbildung 4.4.: z* 4 223 + 22 — 22 — 2

Allgemeine Vorgangsweise zum Ldsen von Polynomungleichungen der Form p(z) > 0
bzw. p(x) > 0:

1. Faktorisierung des Polynoms p(z) in Linearfaktoren (siehe Abschnitt [4.3)).

2. Zusammenfassen von konjugiert komplexen Nullstellen zu quadratischen Faktoren.
Diese sind, abhingig vom Vorzeichen des Leitkoeffizienten, > 0 fiir alle x € R oder
< 0 fiir alle z € R. Daher konnen diese quadratischen Faktoren ohne viel Aufwand
— gegebenenfalls ist das Ungleichheitszeichen umzudrehen — ,,abdividiert* werden.

3. Lautet die Ungleichung p(x) > 0, enthélt sie also die Gleichheit, sind alle Nullstel-
len von p(x) Losungen und miissen in weiterer Folge nicht mehr betrachtet werden.
Im Fall p(x) > 0 sind sie sicher keine Losungen.

4. Fallunterscheidungen nach Vorzeichen der einzelnen Linearfaktoren und entspre-
chendes Abdividieren fithren auf die Losungsmenge.
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5. Funktionen

5.1. Grundlegendes

Eine Funktion ist eine Beziehung zwischen zwei Mengen, die jedem Element der einen
Menge (Definitionsmenge, domain) genau ein Element der anderen Menge ( Wertemenge,
codomain) zuordnet. Schreibe

f:D—>W.

Mit einer Zuordnungsvorschrift
x> f(x)

kann angegeben werden, wie diese Zuordnung aussieht. f(z) € W heifit Funktionswert
von f an der Stelle x € D.

Beispiele 5.1.1. 1. Durch
f:R =Rz~ 2?

ist eine Funktion definiert, die jeder reellen Zahl = ihr Quadrat 22 zuordnet, d.h.
etwa f(2) =4, f(3) =9, f(—3) =9. Alternativ konnte z.B.
f:R =R, f(x) = a2

geschrieben werden. Siehe Abbildung

"

X

Abbildung 5.1.: Funktion z + x2.
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2. Durch

1
g R=aRyz— —
x

ist keine Funktion definiert, da ¢ fiir x = 0 nicht definiert ist. Durch entspre-
chende Einschrinkung des Definitionsbereichs kann man allerdings eine Funktion
definieren, z.B.

1
g : R\{0} =Rz~ —.
N—— €T
R ,ohne“ {0}
Siehe Abbildung

Abbildung 5.2.: Funktion z +— %

3. Ebenso ist die ,,Umkehrung* der Funktion f,

h(z) = £/,

keine Funktion, da h nicht jedem Wert genau einen Wert zuordnet. h ist etwa fiir
x = 4 mit den , Funktionswerten“ 2 und —2 mehrdeutig.

Eine Funktion f kann durch ihren Graph visualisiert werden; das sind Punkte (z, f(x))
in einem Koordinatensystem (x,y).

Darstellung von Funktionen Eine Funktion kann auf verschiedene Arten dargestellt
(definiert) werden:

explizit: mittels Zuordnungsvorschrift.
implizit: aus einer Gleichung heraus.

Beispiel 5.1.2. Betrachte die Gasgleichung fiir ein ideales Gas,

pV=RT,
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mit Druck p, Volumen V', absoluter Temperatur 7" und universeller Gaskonstan-
te R = 8.314472 Jmol ! K~. p, V, T kénnen darin jeweils als Funktionen der
anderen Groflen gesehen werden.

Diese Funktionen kénnen durch Umformen ,,explizit gemacht werden*: Zum Bei-
spiel ist der Druck bei gegebener Temperatur eine Funktion in Abhingigkeit des

Volumens RT
V)= —.
p(V) =+

Achtung: Bei V = 0 ist diese Funktion nicht definiert!

Ebenso aufpassen z.B. bei y? = z: y ist hier keine Funktion von z, da mehrdeutig
(siehe Beispiel [5.1.1))! Mit einer Zusatzinformation (z.B. y > 0) kann es allerdings
zu einer Funktion gemacht werden:

y =V

tabellarisch: Auflistung der Werte in der Definitionsmenge und der entsprechenden
Funktionswerte.

Beispielsweise f: {1,2,3,4} — N:

.&ww»—*‘&
[

Manchmal ist eine Funktion zwar fiir viele Werte definiert, aber es sind nur ein paar
Tabellenwerte verfiighbar. Um daraus eine Funktion zu machen, kann z.B. lineare
Interpolation verwendet werden. Siehe Abbildung

Stiickweise definierte Funktionen Funktionen kénnen stickweise definiert werden, in-
dem fiir einzelne Teilmengen des Definitionsbereiches separate Zuordnungsvorschriften
angegeben werden.

Beispiel 5.1.3. f: R — R mit

—x, falls x < -2,
flx) =142z, falls —2<x<4,
x, falls x > 4.

Siehe Abbildung
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Abbildung 5.3.: Tabellarisch definierte Funktion und lineare Interpolation.

Abbildung 5.4.: Stiickweise definierte Funktion.
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Beispiel 5.1.4. Die Betragsfunktion ist ebenfalls eine stiickweise definierte Funktion
von R — R mit

2] —z, falls z <0,
€Tl =
x, falls = > 0.

Definition 5.1.5 (Nullstelle). Die Nullstellen einer Funktion sind jene Werte im De-
finitionsbereich, die als Funktionswert 0 haben.

5.2. Eigenschaften von Funktionen

5.2.1. Monotonie

Definition 5.2.1. Eine Funktion f : R — R heifit
e streng monoton wachsend, wenn fiir z < y auch f(z) < f(y) gilt. Analog heifit sie
e streng monoton fallend, wenn fiir z < y gilt, dass f(x) > f(y),
e monoton wachsend, wenn fir x < y gilt, dass f(z) < f(y),

e monoton fallend, wenn fiir z < y gilt, dass f(x) > f(y).

Siehe Abbildung[5.5|fiir eine Illustration der Begriffe. Bei , hiibschen® Funktionen kann

man sich das Monotonieverhalten direkt rechnerisch iiberlegen.

Beispiel 5.2.2. Betrachte die Funktion
fla)=a®
(siehe Abbildung . Sei z < y. Unterscheide folgende Fille:

1. y >z > 0: Dann ist

also f(y) > f ().

2. x < y < 0: Dann ist ebenfalls zy > 0, mit der gleichen Rechnung wie in Fall
erhalte also f(y) > f(z).

3. < 0 < y: Dann ist
fla) =2 <0<y’ = f(y)

Somit haben wir bewiesen, dass f(z) = 2® auf ganz R streng monoton wachsend ist.

Bemerkung 5.2.3. Mit Differentialrechnung wird manches leichter (siche spéter).
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(a) streng m

A

\J

onoton wachsend

(¢) nicht monoton; auf Teil-

intervallen

streng monoton

wachsend bzw. fallend

—

(b) monoton wachsend

A

\

(d) monoton wachsend und
monoton fallend (konstant)

Abbildung 5.5.: Monotonie von Funktionen.

Abbildung 5.6.:

Funktion x — 2.
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5.2.2. Beschranktheit

Definition 5.2.4. Eine Funktion f : R — R heif3t beschrinkt, wenn es eine Konstante
C' gibt, sodass
|f(x)| <C firallez € R

gilt.

Beispiele 5.2.5. Die Funktionen Sinus und Cosinus (siehe Abbildung sind be-
schréinkt, denn es gilt fiir alle x € R

|sin(z)| <1 und |cos(z)| < 1.

Abbildung 5.7.: Beschranktheit von Sinus und Cosinus.

Die Funktion f(x) = 22 (siehe Abbildung ist hingegen unbeschrankt. (Sie ist zwar
nach unten durch 0 beschréankt, nach oben aber nicht.)

5.2.3. Symmetrie

Definition 5.2.6. Eine Funktion f : R — R heifit gerade Funktion (oder zur y-Achse
symmetrische Funktion), wenn fiir alle z € R

gilt. Eine Funktion f : R — R heifit ungerade Funktion (oder zum Ursprung punktsym-
metrische Funktion), wenn fiir alle z € R

gilt.

Beispiele 5.2.7. Die Funktionen
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(a) gerade (b) ungerade (c) nicht symmetrisch

Abbildung 5.8.: Symmetrie von Funktionen.

sind gerade Funktionen. Die Funktionen
fx)==z, f(zx)=2° f(z)=2% sin(z), tan(z), cot(x)
sind ungerade Funktionen. Die Funktion
fx)=2"+=
ist weder gerade noch ungerade.

Siehe Abbildung [5.§] fiir eine Illustration der Symmetriebegriffe.

5.2.4. Periodizitat

Definition 5.2.8. Eine Funktion f : R — R heit L-periodisch (fir ein L > 0), wenn
fiir alle z € R

fle+L) = f(z)
gilt.

Beispiel 5.2.9. tan(x) ist m-periodisch:

tan(z + ) = sin(x + ) _ —sma
cos(r+m) —cosx

sin(z) und cos(x) sind 27-periodisch.

5.2.5. Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat

Definition 5.2.10. Eine Funktion f : D — W heiflt injektiv, wenn es fiir jedes y € W
hochstens ein x € D gibt, sodass f(x) = y.

Beispiele 5.2.11. 1. f:R — R; f(x) = 22 ist nicht injektiv, weil es z.B. fiir y = 4
zwei z-Werte, ndmlich —2 und 2, gibt, sodass f(z) = y gilt. Siehe Abbildung
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Abbildung 5.9.: f : R — R; x — 2 ist nicht injektiv.

2. iR\ {2} =R, f(x) = % (siehe Abbildung [5.10)) ist injektiv:
Wir betrachten die Gleichung f(z) = y und wollen sie nach z auflésen. Wenn es fiir
jedes y hochstens ein x gibt, sodass die Gleichung gilt, so ist die Funktion injektiv:

z+5
x+2:y
& r+5=y(x+2)
& r+5=yr+2y
& rT—yr =2y—>5
& z(l—y)=2y—5

Fiir y # 1 kann man nun durch 1 — y dividieren und erhélt

2 — 5
& c=2Y ,
-y

also einen eindeutigen Wert. Fiir y = 1 miisste

x-0=2-1-5
& 0=-3
gelten, fiir dieses y gibt es also keine Losung x.

. f:]0,00) = R; f(z) = x? ist injektiv.

|- (z+2)

| —yz =5

. f R = R; f(x) = 17 ist nicht injektiv. Eine ,Reparatur® (Einschréinkung des
Definitionsbereichs) ist eher sinnlos, da die Funktion auf einen einzigen , Definiti-
onswert® eingeschrankt werden miisste, z.B. f: {21} — R; f(21) = 17.
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Abbildung 5.10.: 2 — Z3 ist injektiv.

Definition 5.2.12. Eine Funktion f: D — W heifit surjektiv, wenn es fiir jedes y € W
mindestens ein x € D mit f(z) =y gibt.

Beispiele 5.2.13. 1. f:R = R;z — 22 ist nicht surjektiv, weil es z.B. fiir y = —1
kein z € R mit f(x) = y gibt.

2. f:C — R;z — 22 wire zwar surjektiv, ist aber keine Funktion, denn es gilt z.B.
fA+i)=0+i)=1+2i-1=2i¢R.
3. f:R—[0,00); 2z + 2% ist eine surjektive Funktion.

4. f R\ {-2} > R; f(z) = L3 ist nicht surjektiv, weil y = 1 nicht erreicht wird
(siehe Rechnung in Beispiel [5.2.11]).

Definition 5.2.14. Eine Funktion f : D — W, die injektiv und surjektiv ist, heifit
bijektiv. Fiir jedes y € W gibt es also genau ein x € D mit f(x) = y.

Bemerkung 5.2.15. Anwenden einer auf R bijektiven Funktion auf eine Gleichung ist
daher eine Aquivalenzumformung.

Beispiel 5.2.16. f: R\ {-2} = R\ {1}; f(z) = i—jﬁg ist bijektiv.

Sei f: D — W;x — f(x). Wir suchen eine Umkehrfunktion f~' : W — D, sodass
f(x) = y gleichbedeutend mit z = f~!(y) ist (siche Abbildung [5.11]).

Beispiel 5.2.17. Betrachte f : [0,00) — [0,00); f(z) = 2. Wir sehen

f(0)=0 = f7H0) =0,
fy=1 = =1,
f(2) =4 = 714 =2,
f(3)=9 = F7H9) =3,



Abbildung 5.11.: Umkehrfunktion f~! zu f.

also
) =y

Wiirde man Definitions- und Wertemenge allerdings #ndern in f : R — R; f(x) = 2,
hétte man ein Problem mit der Eindeutigkeit der Umkehrfunktion:

f)=f=1)=1 = f71(1) =1 oder —1,
f(2)=f(-2)=4 = f~1(4) =2 oder — 2,

AuBerdem gibt es z.B. fiir y = —1 kein € R mit f(z) = y, also keinen Funktionswert
fir f=1(—1). Es gibt somit jedenfalls keine Umkehrfunktion. Oben haben wir gesehen,
dass man durch Einschrinkung von Definitions- und Wertemenge eine Umkehrfunktion
zu x — 2 finden kann.

Bemerkung 5.2.18. Eine Funktion f : D — W besitzt genau dann eine Umkehrfunk-
tion f~': W — D, wenn f bijektiv ist.

Geometrische Interpretation Der Graph der Umkehrabbildung ist der an der ersten
Mediane (Gerade y = x) gespiegelte Graph der urspriinglichen Abbildung (siehe Abbil-
dung .

Wenn man den Graphen von f : R — R; f(x) = 2% betrachtet, sieht man, dass die
x < 0 keine entsprechenden y-Werte der Umkehrfunktion haben, wihrend sich die z > 0
zwischen zwei y-Werten entscheiden kénnen.

Beispiel 5.2.19. Suche die Umkehrabbildung von

T+95

fR\{=2} 5 R\ {1} f() = .
Sei T+95
y=ﬂ@=$+2
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Abbildung 5.12.: Die Umkehrfunktion ist die an der 1. Mediane gespiegelte Funktion.

Wir suchen z = f~!(y), miissen also in dieser Gleichung z explizit ausrechnen:

T+5
= . 2
y="0 (e +2)
& ylx+2)=xz+5 | —z — 2y
= yr—ao=—-2y+5 |:(y—1)#0, weil y # 1
—2
- Lt
y—1
Somit gilt
_ -2y +5
P
z=f""(y) 1

Es fallt auf, dass das die gleiche Rechnung war wie bei der Bestimmung, ob die Funk-

tion injektiv ist (siehe Beispiel [5.2.11])).
Die Buchstaben in der Funktionsdarstellung kénnen natiirlich beliebig verdndert wer-

den, also z.B.
_ -2+ 5
f(z) = — 1

Das macht nur einen ,,psychologischen Unterschied*.

5.3. Grenzwerte und Stetigkeit

Seien f: R — R, xp € [—00,00]. Wir sagen, dass der Grenzwert (Limes) von f(z) fiir
x gegen xg gleich yo sei, wenn sich f(z) an yp anndhert, wenn sich x an xy annihert.
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Schreibe
yo = lim f(z).

T—T0
Beispiel 5.3.1. Betrachte f: (0,00) = R; f(z) =1+ 1. Es gilt

lim f(x)=1.

T—r00

(,Im Unendlichen strebt f(z) gegen 1.“)

Wie formuliert man so etwas ,,sauber“?

Definition 5.3.2 (Grenzwert). Sei f : R — R, xq, yo € R. Wir sagen

Yo = lim f(l’),

T—T0

wenn es fiir jedes e > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir alle z mit |z — x| < § gilt, dass

£ (&) —wo| <e.
Das lésst sich auf o = £0o0 ausdehnen, indem man statt |z — x| < § die Bedingung
x> K bzw. v < —K (K grof}) fordert.
Weiters sagt man
lim f(x) = +oo,

T—rT0

wenn es fiir jedes L > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle z mit |x — z¢| < J gilt, dass
f(z) > L bzw. f(z) < —L.

Definition 5.3.3. 1. Wenn lim,_,,, f(z) = yo € R, sagt man f(x) konvergiert fiir
T — xo gegen 1.

2. Wenn lim,_,,, f(z) existiert und endlich ist, sagt man f(x) ist fiir z — xo konver-
gent.

3. Wenn limg_,, f(x) nicht existiert, sagt man f(x) ist fiir * — z¢ divergent.

4. Wenn lim,_,,, f(x) existiert und +oo ist, sagt man f(x) ist fiir x — o bestimmit
divergent.

Fiir uns wichtig ist folgender

Satz 5.1 (Grenzwertsitze). Seien f, g, h : R — R Funktionen, zy € [—o0,o0].
limg s, f(z) und lim;_,,, g(z) existieren und seien endlich.

1. Es existiert auch lim,_,,,(f(z) £ g(z)) und es gilt
Jim (f(z) £ g(2)) = lim f(z) £ lim g(z).
2. Es existiert auch limg_,,(f(z)-g(z)) und es gilt

lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x).

Tr—TQ T—T0 T—T0
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3. Wenn zusétzlich lim,_,,, g(z) # 0 gilt, existiert auch lim,_,,, % und es gilt

g 4@ _ lima e f(2)

4. Wenn g(z) < f(z) < h(z) und limy_,,, g(z) = limy_,4, h(z), dann gilt auch
lim f(z) = lim g(x) = lim h(x).

T—T0 T—T0 T—T0

(,,Einzwicksatz“, ,,Sandwich-Theorem*)
h L
f

g

Abbildung 5.13.: Einzwicksatz.

Wenn f(z) > g(x) und lim,_,, g(x) = oo, dann gilt auch

i J(@) =0

5. Wenn lim,_,,, f(z) = 0 und g(x) eine beschrinkte Funktion ist, so gilt

lim f(x)-g(z) =0.

T—T0

BEWwEIs. Um die Aussagen (1] bis 4| zu beweisen, muss man mit § und e ,spielen® (hier
leider nicht).
Wir beweisen Aussage |5 Wenn |g(z)| < C fir alle z gilt, so folgt

—C-|f(z)] < f(x)-g(x) < C-|f(z)].

Es gilt
lim C- |f(z)|= lim C - lim |f(z)|=C-0=0.
T—T0 T—T0 T—T0
=C =0

Analog gilt fiir —C statt C
lim —C- |f(z)] = lim —C - lim |f(z)|=—-C-0=0.

T—T0 T—T0 T—T0
—_—— N——
-—C =0

Mit dem Einzwicksatz folgt nun die gewiinschte Aussage

lim f(x)-g(x)=0. 0

Tr—T0
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Wenn einer der Grenzwerte unendlich ist, etwa lim,_,,, f(z) = 400, so kénnen eben-
falls noch Aussagen getroffen werden:

Proposition 5.3.4. Seien f, g : R — R, g € [—00, +00], es sei limy_z, f(x) = +00
und es existiere lim,_,,, g(z).
1. Wenn lim,_,,, g(z) > —o0, so folgt lim, ., (f(z) + g(z)) = +oo.
2. Wenn lim,_,, g(x) > 0, so folgt limy_,,, f(z)g(z) = oo.
3. Es gilt limg 4, % =0.
4. Wenn limg_,,, g(x) = 0 und g(x) > 0 fiir alle z, so gilt limg_4, ﬁ = 400.

2)

Bemerkung 5.3.5. ,Erlaubt“ sind also folgende arithmetischen Operationen mit oco:

Addition und Subtraktion von Konstanten: o0 + 23 = 00, o0 — 23 = 00,
1
Multiplikation mit Konstanten # O: 2500 = o0, ITa 00 = 00,
2 1
Division durch Unendlich: » =0, 13 =0,
00 —00
1 1
Division einer Konstante # 0 durch 0: 0 = 00, = —00.

Bei der Division durch 0 ist insbesondere zu beachten, dass das Vorzeichen des Ergeb-
nisses (+00 bzw. —o0) davon abhingt, ob sich der Nenner von der positiven oder von
der negativen Seite an 0 annéhert.

Definitiv verboten ist hingegen die unmittelbare Auswertung folgender unbestimmter
Ausdriicke:

—, 00 — 00, 0- o0,

8
i olo

Beispiel 5.3.6. Betrachte f : R\ {2} — R; f(x) = i+g In einem ersten Versuch
koénnte man folgendermaflen rechnen:
r+5  limg,z+5 00

lim = — = —.
zoo x4+ 2  limgpysox+2 00

Das ist ein unbestimmter Ausdruck, so lisst sich das Ergebnis also nicht bestimmen. Von
vorne beginnend, kénnen wir den Trick anwenden, den Bruch mit % zu erweitern, also
Zahler und Nenner durch z zu dividieren (der Wert des Bruchs wird dadruch natiirlich
nicht verédndert):

lim r+5 im 1+ % B limg oo (1 + %) Climg oo 1+ limg 0o g
zooox4+2  woeol+ 2 limg e (14+2)  limgoyeo 1+ limgyoo 2

1450 140 1

1420 140 1

B8 |~

1+ limgyeo 2 limy oo
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Beispiel 5.3.7. Sind Zihler und Nenner Polynome vom gleichen Grad, ist es sinnvoll,

beide durch die hochste auftretende Potenz zu dividieren:

222 + 7z + 10 2+7+3 2

i 22t et io xisﬁ:,:g.

Z—00 2 +9 z—oo ] 4 s 1

Beispiel 5.3.8. Wenn Zihler und Nenner Polynome unterschiedlichen Grades sind,

kann man Zé#hler und Nenner entweder durch die héchste Potenz im Zéahler oder durch

die hochste Potenz im Nenner dividieren:
2522 +7 _ . 2Bx+1 1

7 1
im = lim g =5 lim (25x4+ — ) = -0 =

bzw.

. 252247 . 25+ 5 25
lim ———— = lim = — =
z—oo 20+ 9 T—00 % + x% +0

Q.

Beispiel 5.3.9. Fiir f(z) = sin % existiert kein Grenzwert

lim f(x).

z—0

Es handelt sich um eine Oszillation, die zum Ursprung hin immer stérker wird (siehe

Abbildung [5.14]).

sy

Abbildung 5.14.: Funktion x — sin %

flx) = msin% hat hingegen einen Grenzwert fiir x — 0. Da Sin% beschrénkt durch 1
ist, folgt aus den Grenzwertsitzen (Satz Teil

iig%) f(z)=0.
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Beispiel 5.3.10. Berechne den Grenzwert von
flx) = Va2 +x+27— Va2 — 52+ 10

fir £ — oo.
Der direkte Weg schlégt fehl:

lim f(z) = lim Va?+4+ x4+ 27— lim V2?2 — 5z + 10 = co — o0,
—00 T—00

Tr—r00 X
ein unbestimmter Ausdruck. Der Trick bei Summen bzw. Differenzen von Wurzeln ist

oft, mit der Differenz bzw. Summe der Wurzeln zu ,erweitern“ und dabei die Formel

(a —b)(a +b) = a® — b* auszunutzen:

7 27 2 Bz + 10
(\/x2+x+27—\/x2—5x+10)-\/x to 27+ va? —Se
Va2 +r+ 27T+ V2 =52+ 10

(22 + 2 +27) — (22 — 52 + 10)

= lim
=00 \/22 + 7 + 27 + V22 — 5z + 10
6x + 17

= lim .
2200 \/22 + 7 + 27 + Va2 — 5z + 10

Wiirde man hier direkt den Grenziibergang in Z#hler und Nenner machen, erhielte man
wieder einen unbestimmten Ausdruck, 2. Stattdessen dividieren wir Zéhler und Nenner

lim
Tr—r00

durch z:
6+ 1
= lim z
e i+ E e o340
6 6
3.

TVI+VT 141
Links- und rechtsseitige Grenzwerte Wenn man die Funktion f(x) = 1 (sieche Abbil-

dung|5.24]) betrachtet, sieht man, dass sich der Grenzwert von f im Punkt 0 unterscheidet
je nach dem, ob man sich von links oder von rechts annéhert. Bei Anndherung von rechts

erhilt man )
lim — = +o0,

z—0t T

bei Anndherung von links

1
lim — = —o0.

z—0" T

Im Allgemeinen bezeichnet also
lim f(x)

+
"E—XEO

den Grenzwert von f(z) fiir # — x¢ bei Annh&herung von rechts, also mit x > zo

(rechtsseitiger Grenzwert), und
lim f(x)
T—=T)
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den Grenzwert von f(x) fir  — xp bei Annh#herung von links, also mit z < zo
(linksseitiger Grenzwert).

Wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert in xg existieren und gleich sind, so konver-
giert f(x) fir x — xo gegen genau diesen Wert.

Beispiel 5.3.11. Betrachte
f(z) = |=]

(z abgerundet auf die néchste ganze Zahl; sieche Abbildung [5.15)).

VA o—o
B *—o©
B *—o©
B *—o©
T T T 4 < T T T 7
o—
*—oO B
*—oO B

Abbildung 5.15.: Funktion z — [z].

Hier gilt z.B.

i =2
:viglJr LxJ ’
aber
lim |z] =1.
r—2~

f(z) besitzt also fiir + — 2 keinen Grenzwert.

Definition 5.3.12 (Stetigkeit). Eine Funktion f : R — R heifit stetig in g € R, wenn
limg_, 4, f(z) existiert und

lim f(x) = f(zo).

Tr—xTQ

Beispiel 5.3.13. Betrachte f(r) = 22 + 2 + 17 in 79 = 2. Es gilt
lim f(x) = lim 22 + lim z + lim 17 =4 +2 417 = 23 = f(2).
r—r

r—2 r—2 r—2

f ist also stetig im Punkt 2.
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ad Beispiel [5.3.11] Da links- und rechtsseitiger Grenzwert fiir x — 2 nicht iiberein-
stimmen, ist f(x) fiir £ — 2 nicht konvergent und daher erst recht nicht stetig (,,unstetig
bei z = 2¢).

Beispiel 5.3.14. Untersuche die stiickweise definierte Funktion

2=l fiir @ £ 1
. . _ ) Va1
[ (0.00) 5 B f(a) {5 ST

auf Stetigkeit im Punkt z = 1 (siehe Abbildung |5.16]).

U

\j

o
—
[\
w
.
<t
(@)}
~
o0 —
)

Abbildung 5.16.: Funktion aus Beispiel [5.3.14

z—1
\/5_
unbestimmten Ausdruck J fithren. Es hilft wieder der ,, Trick a? — b? = (a — b)(a + b):

ro1 o WEP-1 L (Ve D(E+ )
z—1 /xr — 1 z—1 \/5—1 z—1 \/5—1

=V1+1=2

Der Grenzwert existiert also und ist 2, der Funktionswert fiir x = 1 ist allerdings 5,
somit ist die Funktion in = = 1 unstetig.

Direkter Grenzwertiibergang x — 1 fiir Z&hler und Nenner in wiirde auf den

= lim(v/z + 1)
z—1

Definition 5.3.15. Sei [ ein Intervall, f : I — R. Wenn f stetig in jedem Punkt xg €
ist, heifit f stetig auf I.

Satz 5.2 (Verkniipfung stetiger Funktionen). Seien f, g Funktionen von R nach
R, zg € R, f sei stetig in ¢ und g sei stetig in x¢. Dann sind auch

f+ag, f—g, g
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stetig in xp. Wenn g(zg) # 0 gilt, so ist auch

g

stetig in xg. Wenn f(x) stetig im Punkt g(xg) ist, so ist auch

stetig in zg.
BEWwWEIS. Aufgrund der Stetigkeit von f und g wissen wir, dass
Jim f(z) = f(zo),

lim g(x) = g(zo)

T—x0

gilt. Dann folgt aus den Grenzwertsétzen

Jim (f(g) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z) = f(zo) + g(wo),
also die gewiinschte Bedingung fiir die Stetigkeit von f + ¢g. Analog erhilt man die
Aussagen fiir f — g, f-g und 5.
Weiters gilt
lim f(g(z)) = lim f(y) = f(g(z0)),

T—T0 y—g(z0)

weil sich g(z) fiir x — xo an g(xp) annihert. O

Bemerkung 5.3.16. Dieser Satz erlaubt es, anhand weniger bekannter stetiger Funk-
tionen viele Funktionen als stetig zu erkennen, z.B. die stiickweise definierte Funktion

z—1 ..
f:(0,00) = R; f(:v):{ﬁl fir v # 1

aus Beispiel [5.3.14; Wir wissen, dass die Funktionen 1, z, \/z (sieche Bemerkung [5.3.17)

stetig sind. Daher ist auch
z—1

Vo —1
stetig in all jenen Punkten, wo /z — 1 # 0, also /z # 1 < x # 1. Somit ist f(z) stetig
flir  # 1 und gemif Rechnung in Beispiel unstetig fiir x = 1.

Satz 5.3 (Umkehrung streng monotoner, stetiger Funktionen). Sei I ein Inter-
vall, f : I — R stetig und streng monoton. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion (auf
der ,richtigen“ Wertemenge); diese ist wieder stetig und streng monoton.
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BEWEIS. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass f streng monoton wachsend ist.
Wenn z1 < xg, so folgt f(x1) < f(x2). Dadurch ist f sicher injektiv (kein y-Wert kann
mehrfach erreicht werden). Fiir geeignetes W C R ist dann f : I — W auch surjektiv.
Also gibt es eine Umkehrfunktion

w1

Wenn y; < yp und x1 = f~(y1) und z2 = = (y2), s0 gilt y1 = f(x1) und y2 = f(z2).
Wegen f(z1) < f(x2) muss also 1 < 2 gelten.
Fiir die Stetigkeit von f~! miisste man etwas mehr arbeiten. U

Bemerkung 5.3.17. Damit wissen wir jetzt auch offiziell, dass x — \/x stetig ist, da es

die Umkehrfunktion von f(x) = 22 ist. Die Funktion x — = ist stetig, also ist 2% =z -z

stetig, und 2 ist streng monoton wachsend.

Satz 5.4 (Nullstellensatz). Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig, a < b € I. Wenn
f(a) <0 und f(b) > 0 gilt, so gibt es eine Nullstelle ¢y von f mit a < z¢ < b.

BEwEIsskizze. Wihle xq ,,maximal®“, sodass
f(l‘o) S 0.
Es kann nicht sein, dass f(z¢) < 0, weil

lim f(z) = f(zo)
T—T] :zo-’

aufgrund der Stetigkeit von f. Daraus folgt f(z¢) = 0. O

Bemerkung 5.3.18. Eine stetige Funktion kann man sich daher als Funktion vorstel-
len, die nie ,,hiipft“; man ihren Graphen also ohne Absetzen des Stiftes zeichnen kann.

5.4. Elementare Funktionen

5.4.1. Konstante Funktionen

Definition 5.4.1. Konstante Funktionen sind Funktionen der Form

flz)=C
mit einer Konstanten C.

Konstante Funktionen sind natiirlich stetig.
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5.4.2. Lineare Funktionen

Definition 5.4.2. Lineare Funktionen sind Funktionen der Form
f(z) = kx +d,
wobei k, d Konstanten sind.

Lineare Funktionen beschreiben Geraden im R?. Der Wert von d ergibt sich einfach
als

d = f(0).
Fiir 1 # 29 und y; = f(x1), y2 = f(x2) erhilt man

y1 = kxl +d7
Yo = ko +d,

und durch Multiplizieren der ersten Gleichung mit (—1) und anschlieendem Addieren

Y2 — Y1 = kxg — kxy

N L — Y2 — Y1 ‘
Ir1 — 1
Dies kann man sich graphisch als
Gegenkathete ;
=——  —tana«
Ankathete

vorstellen. k gibt an, um wie viel sich f(z) &ndert, wenn wir £ um 1 erhéhen, also die
Steigung der Geraden. Somit ist o der Steigungswinkel der Geraden. Siehe Abbildung
bI7

Abbildung 5.17.: Lineare Funktion (Gerade).
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Besonders nett ist der Fall d = 0, wo die Funktion y = kz eine Gerade durch den
Ursprung beschreibt. Dann ist das Verhéltnis y : * = k auf der ganzen Geraden konstant.
Wenn also (z1,y1) und (z2,y2) auf der Geraden liegen, folgt

k=21 und yo = k- xo,
Tl
also
U1
Y2 = — - X2.
1

Dies kann man als einfache Schlussrechnung (,Dreisatz“) bei direkter Proportionalitit
auffassen.

5.4.3. Quadratische Funktionen

Definition 5.4.3. Quadratische Funktionen sind Funktionen der Form
f(z) = az® 4 ba + ¢

mit Konstanten a # 0, b, c.

Wir fithren das durch quadratisches Ergénzen — mehr oder weniger — auf die Funktion
g(z) = 22 zuriick:

Y O T
f(:v)-a(x —|—a +a>

—al2?+2 bx—i— i i —|—c
- 2a 40?2 40?2  «a

_ LbY e B

- I 2a a 4a?
b2 b2

“efon) + (%)

Der Term = + % signalisiert, dass f eine verschobene Variante von g ist. Das Minimum
ist jetzt somit bei x = —%. Die Multiplikation mit a driickt eine Skalierung aus, und
b2

die additive Konstante ¢ — ;- eine Verschiebung in y-Richtung.

Das Merken dieser Formeln ist allerdings nicht sinnvoll.

Beispiel 5.4.4. Betrachte die quadratische Funktion

f(z) =222 + 5z + 11.
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Quadratisches Ergénzen liefert

f(z) =22% 4+ 5z + 11

:2<x2+;x>+11
5\2 25
=2 - Z)+n
<<x+4> 16)+

2 —1—5 2—1-63
= T+ - —.
4 8

Es handelt sich also um die Funktion g(x) = 22, die um —3

4

in z-Richtung und um
in y-Richtung verschoben und um den Faktor 2 in y-Richtung skaliert (gestreckt) ist

63

8

(siehe Abbildung [5.18). Der Graph beschreibt daher eine nach oben offene Parabel mit

Scheitelpunkt bei (—é @).

Abbildung 5.18.: Quadratische Funktion f(z) = 2z% + 5z + 11.

5.4.4. Allgemeine Potenzfunktionen
Betrachte die Funktion
f(z) =2" fiir n € N.
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Wenn n ungerade ist, gilt

es handelt sich dann also um eine ungerade Funktion auf R. Weiters ist f streng monoton
wachsend und es gilt

lim 2" = 400,

r—r00

lim z" = —oo0.
Tr—r—00

Daher ist f bijektiv von R — R. Als Produkt 2" = z-x - - - x stetiger Funktionen ist sie

auBerdem stetig. Die Umkehrfunktion {/z ist ebenfalls streng monoton wachsend, stetig
und bijektiv von R — R. Siehe Abbildung|5.19(a)!
Wenn n gerade ist, gilt

f=w) = (—a)" =",

es handelt sich dann also um eine gerade Funktion. Die Funktion f ist stetig auf R und
es gilt f(x) > 0 fiir alle x € R. Sie ist weiters streng monoton wachsend auf [0, c0) und
streng monoton fallend auf (—oo,0]. Als Funktion f : R — R ist f weder injektiv noch
surjektiv. Die Einschrinkung auf

[0,00) — [0, 00)

ist allerdings bijektiv. Die Umkehrfunktion {/x von [0,00) — [0, 00) ist streng monoton
wachsend, bijektiv und stetig. Es gilt

lim 2" = 400,
T—r00

lim z" = +o0.
T—r—00

Siehe Abbildung [5.19(b)

5.4.5. Polynomfunktionen
Definition 5.4.5. Eine Polynomfunktion ist eine Funktion der Form
f(x) = ap+ a1z + agz? + - - + aga?,

wobei a;, 0 < i < d, konstant sind und agq # 0.

Polynomfunktionen sind stetig als Zusammensetzung stetiger Funktionen. Alle weite-
ren Eigenschaften sind von Fall zu Fall zu untersuchen.
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(a) z* (ungerade) (b) z* (gerade)
Abbildung 5.19.: Allgemeine Potenzfunktionen.

5.4.6. Die Funktion 1

Betrachte die Funktion
1
[R\{0} R\ {0} f(@) =

f ist stetig auf R\ {0} und streng monoton fallend auf (—oc, 0) und auf (0,00). Es gilt

.1 o1
lim — = +o0, lim — =0,
r—0t T T—00 I
1 .
lim — = —o0, lim —=0
x—0— T r——00 I

Siehe Abbildung [5.20]
f ist bijektiv, die Umkehrfunktion ergibt sich aus

= T =

Die Funktion f(z) = 1 ist also ihre eigene Umkehrfunktion.
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Abbildung 5.20.: Funktion f(z) = 1.

5.4.7. Rationale Funktionen

Definition 5.4.6. Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form

wobei p(z) und ¢(x) Polynome sind.

Beispiel 5.4.7. Die Funktion

22+r+5

fla) =5

ist eine rationale Funktion.
_ p(x)

Die Definitionsmenge einer rationalen Funktion f(x) = % ist

D =R\ {a | a ist Nullstelle von ¢}.

f ist stetig auf der gesamten Definitionsmenge.

Definition 5.4.8. Wenn « eine Nullstelle des Nenners, aber keine Nullstelle des Zahlers

ist, so heifit o ein Pol von f.

Fiir einen Pol a von f gilt

lim f(z) = +oo, lim f(z) = +oc.

z—at o
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Polynomdivision erlaubt manchmal mehr Einsicht:

ad Beispiel

7
2 . —
( x2 +x—|—5).(x+2)fw 1+x+2
—x° —2x
—x+3
T+ 2

Bei der Funktion 1712 handelt es sich um eine Verschiebung um —2 in z-Richtung und

eine Streckung mit dem Faktor 7 der Funktion % (siehe Abbildung .

=

Abbildung 5.21.: Funktion f(z) =z — 1+ ﬁ

Bemerkung 5.4.9. Kennt man die Partialbruchzerlegung, so versteht man noch mehr.

5.4.8. Exponentialfunktion
Definition 5.4.10. Sei x € R. Dann definiere die Ezponentialfunktion exp als

xz xz T xT xr
TEltrt ot et gt

n $2 3 4 5 6
n! 6 ' 24 120 @ 720

Bemerkung 5.4.11. Da n! schneller als x™ fiir festes x wéchst, werden die Summanden
schliefflich sehr klein. Zum Beispiel gilt fiir x = 2

nl=nn—-1)(n—-2)---3-2-1>3-3---3.2.1=2.3""2

85



also

on on 2\ "1
<« __—3.(Z2 .
nl — 2.3772 <3)

Damit kann die Summe in der Definition von exp(2) mit dem Dreifachen der geometri-
schen Reihe

1424 (2 2+ 2 3+ (2 n—l_(%)n+l< S
3 3 3 3)  1-2 ~T1-%

mita=1,b= %) nach oben hin abgeschétzt werden, d.h.
exp(2) <3-3=09.

Ahnlich kann man exp(1) abschétzen:

(1)—1+1+1+1+1+1+1+
OXPLL) = 276 24 120 " 720
S IS (U I P I I
- 2 4 8 16 32 -

=2

bzw.

11 1
exp(1) > 141+ 5+ o o0 =25+0.16+0.04=27.

Wenn man das genauer macht, erhélt man
exp(1l) = 2.71828....

Bemerkung 5.4.12. Ein anderer Zugang wéren folgende Verzinsungssysteme:

e Bank 1 verzinst jahrlich. Bei einem Startkapital von €1 und einem Zinssatz von
2 hat man am Ende des Jahres also €1 + .

e Bank 2 verzinst halbjihrlich mit einem Zinssatz von jeweils 5. Nach einem Jahr
hat man dann
2

T T T\ 2 T
( —|—2 —1—2 —1—2 + x4+ 1

e Bank 3 verzinst dritteljdhrlich bei einem Zinssatz von jeweils 3. Nach einem Jahr
hat man dann

2 3

x x x AN T €T
() ()= (o2 s e
<+3 t3)t T3 t3 Tt gty

e Setzt man das fort, landet man bei der ,,Bank co“, wo man nach einem Jahr
T\ "
lim (1 + —) = exp(z)
n—o00 n

hat, wie wir spéter sehen werden.

Fiir den utopischen Fall von 100% Zinsen, d.h. z = 1, hétte man mit €1 Startka-
pital bei der Bank oo also nach einem Jahr €2.71828. ...

86



Satz 5.5 (Eigenschaften der Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion hat
folgende Eigenschaften.

1. Fir z > 0 gilt exp(z) > 1.

2. Fir z, y € R gilt
exp(z +y) = exp(z) - exp(y).

3. exp(0) = 1.

4. Fir z € R gilt exp(—z) = @)

5. Fiir z € R gilt exp(x) > 0.

6. Fir r, s € N gilt
exp (C) = v/exp(1)".
s

7. exp(z) ist eine streng monoton wachsende, stetige Funktion.

8. lim, o 22E=L — g,

BEWEIS. 1. Fiir z > 0 gilt
2 .3

exp(w):1+x+%+§+--->1.
2. Es gilt
T+ O 2\ zkynk
eXp(xJ“y):Z( nly) :ZZ<> 7yzv
S S
(n— k)! ! [ (n— k)
nzOk:Ok(n k) n: n=0 k=0 k (n k)
= (X ) (225 ] = expl@) - exp().
k=0 m=0
3. exp(0)=14+0+% +% ... =1.

4. Es gilt laut
exp(—x) - exp(z) = exp(—z + x) = exp(0) = 1,

woraus unmittelbar exp(x) # 0 und exp(—zx) = Wl(;c) folgt.

5. Fiir x < 0 wissen wir, dass exp(z) > 1 > 0 gilt.
Fir < 0 gilt —z > 0 und somit
1

exp(x) = (=) > 0.
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6. Es gilt

T\ 5 r r r ror r
eXP(*) :exp<*) -exp()"'eXp<>—eXP(++"'+)
s s s s s s s

s Faktoren s Summanden
=exp(r) =exp(l+1+---4+1) =exp(l)- exp(l)---exp(1)
r SumEanden r Fa?(?oren

= (exp(1))”

und daher

r
s

exp (C> =exp(1)s.
s
7. Sei x < y. Dann gilt

exp(y) = exp(z + (y — x)) = exp(z) exp(y — x) > exp(z).
>0 >0
—_——
>1
Da % stetig ist und unter gewissen Voraussetzungen, auf die hier nicht ndher
eingegangen werden kann, die unendliche Summe stetiger Funktionen stetig ist, ist

[e.e] n

T
eXP(f):ZF
n=0
stetig.
8. Es gilt
lho+ 8 +8 42 4. ) —1
. exp(z)—1 . TT5 T Tog
lim —————— = lim
z—0 x z—0 T
_ 1+$+l‘2+x3+ _1 0
= 250 276 24 o

Definition 5.4.13. Definiere die Eulersche Zahl als
e :=exp(l).
Schreibe statt exp(z) auch e”.

Bemerkung 5.4.14. Laut [0] gilt

exp (f) = /e" =es.

S

Fiir rationale x ist also exp(x) wirklich dasselbe wie e im klassischen Sinne. Wegen der
Stetigkeit der Exponentialfunktion passt das mit reellen x auch zusammen.
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T

Abbildung 5.22.: Die Exponentialfunktion exp(z).

Proposition 5.4.15. Sei n € N. Dann gilt

lim — =00 und lim TzO
z—o0 T r——00 o
BEWEIs. Es gilt
0 k n+1
x T
ce3
| — |
— k! (n+1)
und daher
e n+1 T
lm — > lim ———— = lim ——— = oo,

200 " T z—00 x”(n + 1)! sy (n + 1)! o
da (n + 1)! konstant bzgl. x ist.
Weiters gilt

x 1
. e . . 1 . 1 1
lim — = lim = lim — = lim —f— = (-1)"—— =0.
z5"00 L T——00 — x——00 €% y—oo €4 lim ey
xn xn " (_y)n Y—r00 yn D

5.4.9. Natiirlicher Logarithmus

Da die Funktion exp : R — (0,00) bijektiv, streng monoton wachsend und stetig ist,
besitzt sie dort eine bijektive, streng monoton wachsende, stetige Umkehrfunktion.

Definition 5.4.16. Die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00) heifit natirlicher Loga-
rithmus,
In: (0,00) = R.
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Satz 5.6 (Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus). Der natiirliche Logarith-
mus In : (0,00) — R ist eine stetige, bijektive, streng monoton wachsende Funktion, fiir
die gilt:

1. hnze=y & e =z

2. In(z-y) =Inz+Iny,
In (%) = —Inz,
In(z2") =nlnax.

3. In(1) = 0.

4. limg 00 In(z) = 00,
lim,_,o+ In(z) = —oc0.

BEWEIS. 1. folgt direkt aus der Tatsache, dass In die Umkehrfunktion von exp ist.
2. Seia =Inz, b=1Iny, also z = e, y = e’ und somit
b a—&-b‘

ry=e'-e’ =e

Das bedeutet
In(z-y)=a+b=Inz+Iny.

Weiters gilt

also
In(z")=a-n=n-Inz.

Schliefllich gilt mit ln% = ¢, dass

also

Damit ist Inxz = —¢, also

3. folgt aus e = 1.

4. Da limy . €Y = oo und exp und In streng monoton wachsend sind, muss auch
lim, . Inz = 0o gelten. Analog folgt die Aussage fiir z — 0. O

Bemerkung 5.4.17. Da Inz auf (0, 00) eine bijektive Funktion ist, ist Logarithmieren
einer Gleichung, wo beide Seiten positiv sind, eine Aquivalenzumformung.
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Abbildung 5.23.: Der natiirliche Logarithmus In(z).

Beispiel 5.4.18. Lose die Gleichung
1.01" = 17.

Da beide Seiten positiv sind, kénnen wir logarithmieren:

In (1.01") = In(17)

& nln(1.01) =In17 | : In(1.01) # 0
In(17)
= ~ 284.7.
< "= rony 2T

5.4.10. Aligemeine Exponentialfunktion und Logarithmen zu beliebigen
Basen

Definition 5.4.19. Sei a € (0,00). Dann heifit die Funktion R — (0, 00) mit x — a”
allgemeine Fxponentialfunktion zur Basis a, wobei

Ina)” Ina-
al': (ena) :ena 1"

Wenn Ina > 0, d.h. a > 1, so verhélt sich a® entsprechend e mit umskalierter x-Achse.
Wenn Ina < 0, d.h. a < 1, so verhélt sich a” entsprechend e® gespiegelt an der y-Achse
und mit umskalierter z-Achse.

Definition 5.4.20. Sei a > 0, a # 1. Dann heifit die Umkehrfunktion von = — a” der
Logarithmus zur Basis a von x, schreibe

log, x.
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Proposition 5.4.21. Die Funktion log, z hat folgende Eigenschaften:

1. log,x =a & a¥ = x.

2. log,1=0,
log,a =1.
3. log,x = {E—g

BEWEIS. 1. folgt aus der Definition der Umkehrfunktion.

2. folgt wegen a® = 1 und a! = a.

3. Es gilt
log, 2=y
& x=a¥
& Inx =Ina?
& Inz=y-lna
Inz
<~ Yy=i—
Ina
also
| _ Inz
og, =Y = m 0
5.4.11. Hyperbel- und Areafunktionen
Definition 5.4.22. Definiere die Funktionen
X —T
coshz := % als Cosinus hyperbolicus,
et —e "
sinhz := — als Sinus hyperbolicus,
inh
tanhz := e als Tangens hyperbolicus.
cosh x

Satz 5.7 (Eigenschaften der Hyperbelfunktionen). Fiir die Hyperbelfunktionen gel-
ten folgende Eigenschaften:

1. coshz ist eine gerade Funktion, sinh z eine ungerade Funktion.

2. coshz ist streng monoton wachsend auf (0,00) und streng monoton fallend auf
(—OO, O) .

sinh z ist streng monoton wachsend auf R.
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<

(a) coshz (b) sinhx

Abbildung 5.24.: Hyperbelfunktionen cosh und sinh.

3. cosh0 =1 und sinh 0 = 0.
4. cosh?z =1+ sinh? z fiir z € R.

5. limg o0 coshz = lim,_, sinhz = oc.

BEWEIS. 1. Es gilt

7 4 o—(-2)
cosh(—z) = % = coshx
und o)
-z _ ,—(—=z
sinh(—z) = % = —sinhz.

2. ist jetzt zu mithsam und wird spéter mit Hilfe der Differentialrechnung gezeigt.

3. Es gilt
O—i-eoil—l—li

e
h0 =
cos 5 5

1

und
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10000 —
5000 —

23

0 T T
5 10
T

—5000 —
sinh(x) —10000 —

Abbildung 5.25.: Wachstum der Hyperbel- im Vergleich zu Potenzfunktionen. Die Funk-
tionen sinh(z) und cosh(z) wachsen schneller als z”, fiir beliebiges
n € N.

4. Es gilt
_ 2 _ 2
cosh2a — sinhla — (e (e
2 2
B 62:1: 4 2eTTT e—2x e?x — 2eTT | 6—21‘
N 4 4
242
=——=1.
4
5. Es gilt
—00 —0
A~ S
. e’ e ookl
A 2 T Ty T U

Definition 5.4.23. Die Umkehrfunktion von sinh : R — R heifit Areasinus hyperboli-
cus,
arsinh : R — R.

Die Umkehrfunktion von cosh : [0,00) — [1,00) heifit Areacosinus hyperbolicus,

arcosh : [1,00) — [0, 00).
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Man kann diese Funktionen auf bereits bekannte zuriickfiithren:

arsinhz =y
& x = sinhy
Y — eV
2

= xr =

und mit e¥ = z, also e™Y = % und y =Inz

& = z
T
= 20 =2 — — z
z
= 2wz =22 —1
& 22— 22—-1=0

z=x+Vzr2+1.

¢

Da z = ¢Y, folgt z > 0. Wegen

VZ+l>vVz2i >z

gilt aber
r—Vri+l<z—x2=0,
also kann das ,,—“ ausgeschlossen werden. Somit gilt
z=x+Vat+1
bzw.

arsinhz =y = In (x—i— % + 1) .
5.4.12. Trigonometrische und Arcusfunktionen
Definition 5.4.24. sin, cos, tan, cot heiflen trigonometrische Funktionen.

Die trigonometrischen Funktionen wurden in Mathematik 0 am Einheitskreis definiert.
Uber die dort behandelten Eigenschaften hinausgehend benéttigen wir weitere Resultate.

Satz 5.8 (Grenzwert von %) Es gilt

sinx

lim =1.

z—0 X
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A Te K
tanx
x
sinx
y )
O B

Abbildung 5.26.: Flichen bei der Betrachtung von %

BEWEIS. Betrachte die Fldchen in Abbildung Der Fldacheninhalt des Dreiecks AOAB
ist
1-sinz  sinz
2 2
Der Fldcheninhalt des Dreiecks AOT B ist
1-tanz  tanz
2 2
Der Fliacheninhalt des Kreissegments OB A ist

x T

W%:2

WEeil diese Fliachen ineinander enthalten sind, folgt unmittelbar

Die Grenzwerte von 1 und ﬁ flir £ — 0 sind jeweils 1, somit muss also gemafl Ein-

zwicksatz (Satz auch

T

lim — =1
z—0 sin x
gelten. Der Grenzwert des Kehrwerts % ist demnach ebenfalls 1. O



Satz 5.9 (Additionstheoreme). Fiir o, 8 € R gilt

cos(a £ ) = cosacos 5 F sin asin 3,

sin(a + ) = sinacos B =+ cos asin 3.

Abbildung 5.27.: Beweis der Additionstheoreme.

BEWEIS. Betrachte die Winkel o und 8 im Einheitskreis und bezeichne die auftretenden
Lingen wie in Abbildung Es gilt cosa = %22 also

r

sin 3

cosa’

Weiters folgt aus tan a = ﬁ, dass
s = tan asin 3.

Aus t 4+ s = cos 8 ergibt sich
t=cosf —s
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und mit cosa = %

cos(a+ ) =u=tcosa = (cos f — tan asin 3) cos v

= cos acos § — sin asin .
Wegen sina = 7 gilt
v =tsina = (cos B — tan asin ) sin v

und damit

. . . . sin
sin(a + ) = v+ r = cos fsina — tan asin B sin v + p
cos v
_ sina | ) sin
= cos Ssina — sin 8sin o + P
cos v cos &
sin 3

= cos fsina 4+ ——(—sin® a + 1)
COS @ N~ —

=cos? «

= cos Bsina + sin 3 cos a.

Durch Setzen von 3 = —8 und Anwenden der bisherigen Resultate und
sin(—f) = —sin g,
cos(—f) = cos 3
folgen schliefflich die Aussagen fiir die Differenz o — 3:
cos(a — B) = cos(a + ) = cos acos B — sin arsin 3
= cosacos 8 + sin asin 3,
sin(a — ) = sin(a + ) = sinacos § + cos asin 3
= sin acos B — cos asin B.
Aus den Additionstheoremen folgt unmittelbar folgender

Satz 5.10 (Doppelwinkelfunktionen). Fiir o € R gilt

2

cos(2a) =1 — 2sin® a = 2cos? o — 1,
sin(2a) = 2sin a cos a.
BEWEIS. Setze 8 = a und wende Satz an:
cos(2a) = cos® a — sin? a = cos® a + sin? a + sin? a — sina = 1 — 2sin’

=1-2(1 —cos’a) =2cos®a — 1,

sin(2a)) = 2sin « cos .

Weiters folgt folgender
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Satz 5.11 (2. Additionstheoreme). Fiir o, § € R gilt

a—i—ﬁco a—pf

sina + sin § = 2sin S

2 2

. . a+f . a—p
sina — sin 8 = 2 cos 5 s ——,
cosoH—cosB:Qcosa;ﬁcosa;ﬁ,
. a+f a—p

cosa — cos B = —2sin 5 sin——.

BEWEIS. Aus den Additionstheoremen fiir sin ergibt sich

sin(z + y) + sin(z — y) = sinz cosy + cos xsiny + sinz cosy — cos x sin y

= 2sinx cosy.

Setzt man hier z = 42 und y = a—g’g, folgt

e o —
sin a 4 sin 8 = 2sin +5 cos — 5.
Wegen sin — = —sin g ergibt sich daraus unmittelbar
sina — sin 8 = 2 cos ot p sin a;ﬂ'

Aus den Additionstheoremen fiir cos ergibt sich

cos(z + y) + cos(z — y) = coszcosy — sinxsiny + cos x cosy + sin z sin y
= 2cos T cosy,
cos(x + y) — cos(x — y) = cosx cosy — sinxsiny — cos x cosy — sinxsiny

= —2sinzsiny.

Setzt man wieder z = %2 und y = #, folgt

2
cosa—i—cosﬂz?cosa—gﬁcosagﬂ,
cosa—cosB:—2sina—;ﬁsina;6. O

Da die Sinusfunktion im Intervall [—%, g] streng monoton steigend von —1 bis 1 ist,
ist die Funktion

sin: [-3,%] = [-1,1]

bijektiv. Es gibt also eine Umkehrfunktion mit Definitionsbereich [—1, 1] und Wertemen-

ge [—g, %] Ahnliche Uberlegungen kann man fiir cos, tan, cot anstellen; es ergibt sich
folgende
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Definition 5.4.25 (Arcusfunktionen). Die Umkehrfunktionen zu
sin: [-5,%] = [-1,1],
cos : [0, 7] — [—1,1],
tan : (—g, g) — R,
cot: (0,m) - R
heilen Arcussinus, Arcuscosinus, Arcustangens bzw. Arcuscotangens, d.h.
arcsin : [—1,1] — [—%, g] ,
arccos : [—1,1] — [0, 7],
arctan : R — (—g %) ,
arccot : R — (0,7

T ™ =
2
| |
-1 1
|
—3r ~1 0 1
(a) arcsinz (b) arccosx
T T =
E I~ —\
x - -
T2 0

(c) arctanx (d) arccot x

Abbildung 5.28.: Arcusfunktionen.

Bemerkung 5.4.26. Es wurde bereits gezeigt, dass

bzw. lim tanz = —o0

lim tanz = oo
T——7F

T3
gilt. Daraus folgt nun fiir die Umkehrfunktion

lim arctanx = g bzw. lim arctanz = —g.
Tr—r0o0 Tr——00

100



Siehe Abbildung

5.5. Funktionen mehrerer Veranderlicher

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen in mehreren Verdnderlichen — im Ge-
gensatz zu bisher, wo nur Funktionen in einer Variablen behandelt wurden. Diese Ver-
dnderlichen konnen entweder als einzelne ,, Parameter® x1,...,z, gesehen werden, oder
man fasst sie als einen Vektor ¥ = (z1,...,x,) zusammen. Dementsprechend schreibt
man eine Funktion als

fUCR" >R

fiir ein n € N. (Die Funktion f muss nicht auf ganz R™ definiert sein, daher notiert man
U C R™ als Definitionsbereich.) In den meisten Féllen werden wir nur zwei Variablen
notieren (n = 2) — die Aussagen lassen sich jedoch auf beliebiges n verallgemeinern.

Beispiel 5.5.1. Betrachte die Gasgleichung aus Beispiel
p-V=R-T.

Der Druck p kann nun als Funktion p : U C R? — R der Verinderlichen V und T gesehen
werden, d.h.
R-T

—o(V.T) =

Bemerkung 5.5.2. Im R? ist durch eine Funktion R? — R in zwei Verinderlichen eine
Fliche definiert: Jedem Punkt (z,y) in der Ebene R? wird eine ,Hohe* 2z = f(z,y)
zugeordnet.

Umgekehrt entstehen durch ,,Festhalten* einer bestimmten Hohe sogenannte Hohen-
linien, also Kurven, auf denen

z:f(x,y)

konstant ist (siehe Abbildung . Dies entspricht der Namensgebung in der Geogra-
phie, wo Hohenlinien durch Punkte gleicher Seehthe gegeben sind. (Die Seehshe kann
ebenfalls als Funktion zum Beispiel der Koordinaten eines Punktes auf der Erde gesehen
werden.)

Man spricht auch von Isolinien, z.B. Isobaren (Punkte gleichen Drucks), Isothermen
(Punkte gleicher Temperatur), usw.

Analog zu Definition fiir Funktionen in einer Verénderlichen kann nun der Grenz-
wert einer Funktion in mehreren Verdnderlichen definiert werden.

Definition 5.5.3 (Grenzwert im R™). Sei f : U C R" — R, ¥ € R", yp € R. Wir
sagen

yo = lim f(&),
T—T0

wenn es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle x mit || & — Zp|| < ¢ gilt, dass
|f(Z) — yol <e.
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(a) 3D-Ansicht (b) Draufsicht

Abbildung 5.29.: Hohenlinien von f(z,y) = x2 + y%.

Bemerkung 5.5.4. Wieder kann diese formale Definition so interpretiert werden, dass
man sich bei Anndherung an einen Punkt xg € R™ immer niaher an einen bestimmten
Funktionswert gy anndhert. Dabei gibt es wohlgemerkt keine Einschrankung fiir die Rich-
tung der Anniherung, was gefithlsmiBig im R? (unendlich viele mégliche Richtungen)
einen groferen Unterschied macht als in R (zwei Richtungen).

Es scheint daher sinnvoll, ein neues Koordinatensystem einzufiihren, in dem die Rich-

tung einen eigenen Parameter darstellt. Das erfiillen die sogenannten Polarkoordinaten
(siche Abbildung [5.30)).

YA

(z,y)

y =rsing

2

T =T1Ccosp

Abbildung 5.30.: Polarkoordinaten.
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Setze dementsprechend

(arctan g, falls = > 0,
arctan ¥ +m, falls x <0,y >0,
ri= /1% + 12, = arctan¥ — 7, falls z <0,y <0,
+3, falls z =0,y > 0,
(— 5> falls x = 0,y < 0,
bzw.
T = TCOoS Y, y = rsin .

Die Anndherung (z,y) — (0,0) ist nun dquivalent zu r — 0, da es ja auf die Richtung
(also den Winkel ¢) nicht ankommt.

Beispiel 5.5.5. 1. Bestimme den Grenzwert der Funktion

3+ 3
FRA{00) 2R f(@y)= s

(siehe Abbildung [5.31]) gegen (0, 0), sofern er existiert.

Abbildung 5.31.: Funktion izizz mit verschiedenen Wegen zum Ursprung.

Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten kann der Grenzwert geschrieben werden
als
B 4+y>  rdcosPp+ri3sind
L:= im ——— =lim

(2y)—(0,0) 22 +y*> =0 r?

= lim r - (cos® ¢ + sin® ).
r—0

Der Wertebereich von cos und sin ist [—1, 1], daher gilt —2 < (cos® ¢ +sin® ) < 2
(eigentlich wire der Ausdruck noch stérker einschriankbar, was z#éhlt ist aber vor
allem, dass er beschrinkt ist) und somit
L = lim 7 - (cos® ¢ + sin® @) = 0.
r—0 —_——
beschrankt

Der Grenzwert existiert also und ist 0.
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2. Sei nun

fRQ\{(an)}_)R7 f(x,y):
(sieche Abbildung [5.32).

Abbildung 5.32.: Funktion ;zigz mit verschiedenen Wegen zum Ursprung.

Wieder schreiben wir den Grenzwert in Polarkoordinaten:

2 .2 3 i3
. . recos®yp+ rosin’ o . 2 . 3
L:= lim z,y) = lim = lim (cos” ¢ + rsin
o oy (Y] = limy 3 lim (cos” v)
= cos? .

Der Grenzwert hiangt also von ¢ ab — und damit von der Richtung, in der wir uns
an (0,0) anndhern! Anders ausgedriickt: Es gibt verschiedene Wege zum Ursprung,
die sich jeweils einem anderen Wert anndhern. Somit existiert kein Grenzwert von

f gegen (0,0).

Bemerkung 5.5.6. Die iiblichen Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Summen, Pro-
dukten und Quotienten (und entsprechender Zusammensetzungen) gelten weiterhin. Das
heifit: Existiert der Grenzwert der Funktionen f,g : U C R"™ — R im Punkt &y € U,
dann existiert auch der Grenzwert von f + g und von f-g in Zp, und falls g(Zy) # 0,
auch von g. Es gilt dann

lim (£(2) + 9(&)) = Jim f(&) + lim (),
lim (£(2)-9(#) = lim f(z)+ lim o),
1(@) _ lime s, £(7)

Definition 5.5.7 (Stetigkeit). Eine Funktion f : U C R? — R heifit stetig in (z, yo) €
U, wenn

lim  f(z,y) = f(zo,v0)-
(x,y)—>(zo,yo)
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Bemerkung 5.5.8. Stetigkeit bedeutet also, dass der Grenzwert ,,in die Funktion hin-
eingezogen“ werden darf. Es gilt ja

f(xo,yo)Zf( lim <x7y>)-
(z,y)—(z0,%0)

Im Allgemeinen (also fiir unstetige Funktionen) ist das nicht méglich!

Beispiel 5.5.9. 1. Betrachte wieder die Funktion aus dem vorigen Beispiel, aber
ergénzt um eine Definition im Ursprung (0, 0):

LA (@,y) #(0,0),
0 (z,y)=1(0,0)

fiR* 5 R; f(fcvy)Z{

Es gilt (wie vorher ausgerechnet)

1,3 + y3
lim )= lim =0= f(0,0),
(z,y)—(0,0) /(@) (z,9)—(0,0) 22 + 3> 10,0

also ist f in (0, 0) stetig. Man spricht in so einem Fall von einer stetigen Erginzung.

2. Betrachte

2.3
22152 (1'79) U (0, 0)7

RS R, f(:c,y):{o o9 = (0.0)

Da der Grenzwert von f in (0,0) — wie im vorigen Beispiel gezeigt — nicht existiert,
kann die Funktion in (0,0) nicht stetig sein.

Bemerkung 5.5.10. Die Zusammensetzung stetiger Funktionen ergibt wieder eine ste-
tige Funktion. Sind also f,g : U C R™ — R stetig im Punkt &y € U, dann auch f + g
und f - g, und falls g(%y) # 0, dann auch g.

5.6. Polardarstellung komplexer Zahlen

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl. Wie wir bereits in Abschnitt gesehen haben, kann
man z durch kartesische Koordinaten (z,y) in einem Koordinatensystem graphisch dar-
stellen. Dieser Punkt kann nun genauso durch seinen Abstand vom Ursprung und durch
den Winkel, den die Gerade vom Ursprung zu (z,y) mit der z-Achse einschlieit, eindeu-
tig charakterisiert werden. Das fiithrt auf Polarkoordinaten, wie bereits in Bemerkung

erwihnt (vgl. Abbildung [5.30)).

Setze also fiir z =x + iy # 0

arctan ¥, falls z > 0,
arctan £ + 7, falls x < 0,y >0,
r= /2% + 92, = arctan? — 7, falls x <0,y <0, (5.1)
+3, falls x = 0,y > 0,
— 5 falls £ =0,y < 0,
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bzw.

T =T COoS ¢, y = rsin . (5.2)

Der Winkel ¢ wird Argument von z genannt und stellt den Winkel zwischen der posi-
tiven z-Achse und dem Vektor (z,y) im mathematisch positiven Sinn, also gegen den
Uhrzeigersinn, dar.
Was passiert nun bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen z = x+iy = r cos p+
irsiny und w = u + v = scosY + issiny? Es gilt
z-w = (rcosy +ixsing)(scosy + issini))
= (rscospcost — rssinpsiny) + i(rssin g cosy + rscos psin )
= r5( (cospcost) — sinpsin 1) +i (sin ¢ cos ¥ + cos psin ) )

cos(i-+1) sin(p-+)

(vgl. Additionstheoreme, Satz

= s (cos(p + 1) +isin(p +v)).
Radius Winkel

Das Ergebnis lasst sich wieder als Polardarstellung einer komplexen Zahl mit Radius rs
und Winkel ¢ 4 ¢ interpretieren. Der Radius von z-w ist also das Produkt der Radien
von z und von w, wihrend der Winkel von z-w die Summe der Winkel von z und von
w ist.

Fiir Potenzen von komplexen Zahlen folgt daraus unmittelbar folgender

Satz 5.12 (Formel von de Moivre). Seien z = r(cos¢ + ising) € C und n € N.
Dann gilt

n

2" = (r(cosp + ising))" = r"(cosny + isinnep). (5.3)
Daraus wiederum ergibt sich ein Ansatz zum Berechnen komplexer Wurzeln.

Beispiel 5.6.1. Suche alle z € C mit 23 = % Berechne dazu zunéchst die Polardar-

stellung von =L£%: Der Radius ist

V2
) (@) e

Der Winkel ergibt sich gemé$ (5.1)) (mit x < 0, y > 0) als

1

2 3
¢ = arctan I/i —|—7r:arctan(—1)+7rz—z—|—7r:—7r.
NG 4 4

Gesucht sind also alle z € C mit

S =1 cos3—ﬂ+isin3—w
- 4 4 )"
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Der Ansatz
z = s(cos ) +isin)) mit 0 < ¢ <27
liefert geméaf
23 = 53(cos 31 4 i sin 3¢) mit 0 < 3¢ < 6.

Somit muss einerseits s> = 1 und damit s = 1 sein, andererseits ergibt sich fiir den
Winkel aufgrund der 27-Periodizitéit der Winkelfunktionen sin und cos

3T T
3 = — < :*:450
¥ 4 ¥ 4
3T T 27
d = — 2 = — 7:1 °©
oder 3y 4—|—7T XY 4—|—3 65
3T T A4r
d = — 44 = _— 4+ — = 285°.
oder 3y 4+7r S 4+3 85

Wir haben also drei dritte Wurzeln von % gefunden, die sich regelméBig (d.h. in einem

gleichseitigen Dreieck) um den Ursprung anordnen (siehe Abbildung [5.33]).

—1+4i Y
V2 A 21
135°
120°
Z2
45° N
\\\\\\— 1200 °
120°
23

Abbildung 5.33.: Komplexe Wurzeln von _\l/%'i.

SchlieBlich kann noch von der Polardarstellung in kartesische Koordinaten zuriickgerechnet
werden, und wir erhalten
144
ok
—(1+V3)+i(v3-1)
2v/2 ’
—1+V3—i(1+V3)
2v/2 '

z1 = 1(cos45° +isin45°) =

zg = 1(cos 165° + isin 165°) =

zg3 = 1(cos 285° + isin285°%) =
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Satz 5.13 (Wurzeln aus komplexen Zahlen). Sei w = r(cosy + isinp) eine kom-
plexe Zahl mit Radius r > 0 und Winkel ¢ und n € N. Dann gibt es genau n komplexe
Zahlen z1, ..., z, mit z}l = w, namlich

zlz\f(cos%ﬂsm@)

zng(cos( + >+isin<i+2;>>,

23:f<cos< + >+zsm<i+4§>>,
(

Zn::\[ Cos< + n_l)ﬂ>+isin<i+2(n_1)ﬂ)>.

n n n

3|

S
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6. Differentialrechnung

6.1. Definition

Bereits in der Antike hat man sich die Frage gestellt, wie man die Tangente an eine
gegebene Kurve bestimmen kann. Ende des 17. Jahrhunderts 16ste schliefSlich Gottfried
Wilhelm Leibniz dieses Tangentenproblem. Unabhéngig davon 16ste zur selben Zeit Isaac
Newton das physikalische Problem der Momentangeschwindigkeit, das dem Tangenten-
problem entspricht (siehe Abbildung .

SA

~+Y

Abbildung 6.1.: Die Momentangeschwindigkeit entspricht der Tangente an die Kurve im
Zeit-Weg-Diagramm.

Die Idee zur Berechnung der Tangentensteigung in einem Punkt (zg, f(xo)) ist die
Annéherung durch eine Sekante durch zwei Kurvenpunkte (siehe Abbildung. Wahlt
man eine ,,Schrittweite* Ax, ergibt sich die Steigung der Sekante als

f(zo + Az) — f(x0)
Az

(vgl. Bemerkungen zur Geradensteigung in Abschnitt . Dieser Quotient wird als
Differenzenquotient bezeichnet.

Um die Tangente moglichst gut zu approximieren, muss man die zwei Punkte x¢ und
o + Ax ndher aneinander riicken. Darauf beruht folgende

k=

Definition 6.1.1. Eine Funktion f: U C R — R heifit differenzierbar in einem Punkt
o im Inneren von U, wenn der Grenzwert

lim f(zo + Az) — f(0)
Az—0 Az
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YA Tangente

4 Sekante
f
flzo+ Ax) (=)

t

f(xo + Az) — f(x0)

]

i rv—

o zo + Ax

|y

Abbildung 6.2.: Approximation der Tangente durch eine Sekante.

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert heift Differentialquotient oder Ableitung von
f im Punkt ¢ und wird meist mit

d
/ d el
fi(zo) oder  — f(o)
geschrieben.

Bezogen auf die Interpretation der Tangentensteigung als Momentangeschwindigkeit
bedeutet das, dass wir die zwei Messpunkte beliebig nah zusammenriicken, sozusagen
eine Section-Control mit unendlich kleinem Abstand der Kontrollpunkte.

Die Ableitung einer Funktion f in xz( ist die Steigung der Tangente an f in xg (auch
als Steigung von f selbst bezeichnet). Sie ist also die bestmogliche Approximation von
f in zg durch eine Gerade (lineare Funktion). Differenzierbarkeit kann in diesem Sinne
folgendermaflen alternativ definiert werden:

Eine Funktion f : U C R — R ist differenzierbar in zg € U genau dann, wenn eine
Konstante f/(xg) existiert, sodass

flxo+h) — f(zo) — f'(xo)h

li =0
e h ’

wenn also f in zg beliebig gut durch eine lineare Funktion f’(z)h approximiert werden
kann. Das wiederum ist gleichbedeutet mit

flx+h)— f(z) = hf'(x) +e(h)h, (6.1)
wobei
llllg(lj e(h) =0.

(Der ,,Approximationsfehler e(h) wird beliebig klein, wenn die Schrittweite h klein
genug gewahlt wird.)
Formal lédsst sich das ausdriicken in folgendem
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Satz 6.1 (Differenzierbarkeit als lineare Approximierbarkeit). Sei f: U C R —
R und zg € U. Dann ist f genau dann in xg € U differenzierbar, wenn es ein a € R und
eine Funktion € : V' — R gibt, sodass

f(x+h) = f(z)+ ah + he(h)
fiir h € V gilt, wobei V' = (=6, 0) fiir ein positives 0. In diesem Fall gilt
a= f'(z).

Bemerkung 6.1.2. Lisst man den Fehlerterm he(h) weg, so erhiilt man die Approxi-
mation

f(z+h) = f(z)+ ah,

also wird f(x) durch die lineare Funktion f(x)+ ah approximiert. Das ist genau die
Tangente an f im Punkt x. Man spricht von linearer Approximierbarkeit. Dies wird
insbesondere zur Verallgemeinerung in den R™ wichtig sein.

Definition 6.1.3 (Ableitungsfunktion, Stammfunktion). Wenn eine Funktion f :
U C R — R in jedem Punkt eines Intervalls I = (a,b) differenzierbar ist, heifit f
differenzierbar im Intervall I. Eine Funktion f: U C R — R heifit differenzierbar, wenn
sie differenzierbar im Intervall U = (a,b) ist. Dann ist durch

o f@ 1) = 1(@)

—0 h

U= R; x»—>f’(a:):}ll

eine neue Funktion, die Ableitung von f, definiert. Umgekehrt heifit f eine Stammfunkti-
on von f’. Das Berechnen der Ableitung bei gegebener Funktion f wird als Differenzieren
bezeichnet.

Beispiel 6.1.4. Die Ableitung der Funktion f(x) = x ist

iy oy fl@+h)—fx) . wH+h—x . h
flz) = lim h [ N )

Das entspricht der bekannten Tatsache, dass die Steigung der Geraden y = x (in jedem
Punkt) gleich 1 ist.

Beispiel 6.1.5. Berechne die Ableitung der Funktion f(z) = 2% + 42 — 3.
Es gilt per Definition

f(x+h)— f(x) ((z + h)? +4(z + h) — 3) — (2% + 42 — 3)

! BERT IRT
) = Jim h = H h
gy B 2h e+ dh -3 —a® — 4w 43
_ha(] h
242 4
i P ER AR 2+ 1)
h—0 h h—0
= 2x + 4.
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Der auftretende Grenzwert existiert fiir alle z. Die Ableitung von f ist also fiir alle z € R
definiert.
Daraus folgt nun etwa, dass die Steigung von f im Punkt x = 2

f(2)=2-244=28

ist.

6.2. Differentiationsregeln

Die Ableitung ist zwar durch den Grenzwert formal definiert, die wiederholte Anwendung
dieser Definition und die damit verbundene Grenzwertberechnung fiir jede Funktion f
und jeden Punkt xg wire jedoch duflerst mithsam (vgl. Beispiel . Daher entwickeln
wir ein paar Regeln, mit denen wir die meisten in der Praxis auftretenden Funktionen
differenzieren kénnen.

Satz 6.2 (Linearitéit der Ableitung). Seien f, g : U C R — R zwei differenzierbare
Funktionen und seien «, # € R. Dann ist

af+Bg:U—=R; z— af(x)+ Bg(x)

differenzierbar und es gilt

(af + Bg) = af + B4

BEWEIS. Der Satz folgt direkt aus der Definition der Ableitung und der Linearitéit des
Grenzwerts:

@ﬁ+ﬁmhﬁ—g%aﬂx+M+5W”2m—aﬂ@—ﬁmw

flz+h) - f(z)
h

(x+h) —g(x)

= « lim
h—0

= af'(z) + B (x). O

.9
1
O

Bemerkung 6.2.1. Aus der Linearitdt der Ableitung folgt, dass man Summen diffe-
renziert, indem man die einzelnen Summanden differenziert, und dass multiplikative
Konstanten beim Differenzieren unveréndert ,,stehen bleiben“.

Satz 6.3 (Produktregel). Seien f, g : I C R — R zwei auf einem Intervall I = (a,b)
differenzierbare Funktionen. Dann ist das Produkt

fg:I—=R; z f(z) g(z)

differenzierbar und es gilt

(f9)' =flg+ g
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BeEwEIs. Es gilt

flz+h)g(x+h) - f()g(x)

lim

h—0 h
_ iy J@ T g(@ k) + f(2)9(z + h) — f(z)9(z + h) — f(z)9(2)

h—0 h
_ o (St h) - f(x) . (9(z+h) —g(x)
= iy (P e ) i (2 )
= f'(2)g(x) + f(x)g' ().
Der Grenzwert existiert also fiir alle 2 € I und ist damit der Wert von (fg)' in z. O

Satz 6.4 (Quotientenregel). Seien f, g : U C R — R zwei differenzierbare Funktio-
nen und sei x € U mit g(x) # 0. Dann ist der Quotient

i:U—HR; :L'HM
g g9(z)

im Punkt z differenzierbar und es gilt in x

(f)' _fl9— g
g 9P

BeEwEIs. Es gilt

lim L) o)
B0 h h—0 h-g(x)g(xz+ h)

/
Der Grenzwert existiert also wegen g(x) # 0 und entspricht damit dem Wert von (5)

in z. O

Satz 6.5 (Kettenregel). Seien g: U CR — V C Rund f: V — R differenzierbare
Funktionen. Dann ist die Verkettung

fog:U—=R; z~ f(g(x))

differenzierbar in x und es gilt
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Bevor wir zum Beweis kommen, ein Beispiel hierzu:
(Cos(x?’)), = 322 - (—sin(2?)). Hierbei ist f(z) = cosz und g(z) = 3.
(cos?’(x)), = 3cos?(z) - (—sinx). Hierbei ist f(x) = 2% und g(z) = cosz.

BEWwEIS. Wegen der Differenzierbarkeit bzw. linearen Approximierbarkeit von g (vgl.
(6.1])) gibt es in jedem Punkt 2z € U einen Ableitungswert ¢'(x), sodass

g(x+06) = g(z) + g’ (z) +(0)0
mit £(d) — 0, wenn 6 — 0. Weil g(x) € V im Definitionsbereich von f liegt, gilt ebenso
flg(@) + o) = f(9(2)) + af'(9(z)) + n(a) o]
mit 7(a) — 0, wenn o — 0. Damit folgt nun
flg(z +0)) = f (9(x) + dg'(x) + £(9)9)

und mit as := dg'(x) + ()

= f(g(z)) + f(9(z) + as) — f(g(2)),

also wegen der linearen Approximierbarkeit von f

= f(9(x)) + asf'(9(x)) + nlas)os

mit n(as) — 0, wenn oy — 0. Wenn nun § — 0 geht, geht auch £(§) — 0 und somit
% — ¢'(x). Es gilt also

flg(z +9)) = f(g(x))
4]

was genau der Definition der Ableitung von f o g im Punkt x entspricht. O

—g'(@)f'(9(x))  fir 6 =0,

Satz 6.6 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : U CR — V C R eine bijektive,
differenzierbare Funktion und sei € U mit f/'(z) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion
f~1:V — U differenzierbar in y := f(x) und es gilt

1 1
7 ) = = :
U W= 7@ = 7w
BEwEIS. Da f~! die Umkehrabbildung von f ist, ist die Verkettung die identische Funk-
tion, d.h.

(fof D) =y
Die Ableitung dieser Funktion ist gem#f Beispiel [6.1.4] gleich 1. Laut Kettenregel kénnen
wir die Ableitung aber auch ausdriicken durch

(fof™Hw =r (7w (Y .

Zusammen folgt daraus

() () = =
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Nachdem wir nun Regeln fiir das Differenzieren von Summen, Produkten, Quotien-
ten, allgemeinen Funktionsverkniipfungen und Umkehrfunktionen haben, wollen wir die
Ableitungen konkreter Funktionen ermitteln.

Potenzen

Sei n € N. Dann gilt

(@t h)r—an
n /:1 (x
(") oo h ’

das ist geméfl Binomischem Lehrsatz (z" fillt weg)

Hier gehen alle Summanden aufler der zu k = 1 gegen 0, wenn h — 0 geht. Wir erhalten
also

= na" !
Exponentialfunktion
Sei € R. Dann gilt
em—O—h _ et eh _ eh -1
/ x\/ . : xT T 13
expr=(") =lim — = lime =¢e% lim
P ( ) h—0 h h—0 h h—0
= efl‘
da wir bereits
et =1
lim =1
z—0 €T

wissen.

Natiirlicher Logarithmus

Sei z € R™. Da der natiirliche Logarithmus In die Umkehrfunktion zur Exponentialfunk-
tion exp ist, gilt gem&f Satz und wegen exp’ r = expx
1

In'z = = = —.
exp/(Inz) explnz «
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Aligemeine Exponentialfunktion und Logarithmen zu beliebigen Basen

Sei a € RT. Es gilt a® = exp(zIna) und daher mit der Kettenregel (Satz

(ax)’ = exp’(a: Ina) =exp(zlna)lna =a”Ina.

_ Inz

Fir log, z = 17 gilt

Inz\ 1 1
log, © = <1Ez> =—I'z=

Bemerkung 6.2.2. Hier ist der natiirliche Logarithmus also wirklich , natiirlich“.

Hyperbel- und Areafunktionen

Die Hyperbelfunktionen kénnen einfach mit Hilfe ihrer Definition iiber die Exponential-
funktion differenziert werden:

T —x\ '/ x —x
e +e et —e
/ .
cosh’' ¢ = < ) = 5 = sinh z,

2
z __ —x\/ T -z
sinh':yc:<6 26 )ze —;e = cosh z,
sinh 2\’
tanh’ z =
A (cosh:v)7

das ist gemafl Quotientenregel (Satz

sinh’ z coshz — sinhz cosh’ z  cosh? x — sinh? z 1

cosh? cosh? z cosh?

Fiir die Areafunktionen gilt damit als Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen

geméB Satz

1 1 1 1
/
arcosh’' z = = = =
/ : Y
cosh’arcoshz  sinharcoshz | /cosh?arcoshz — 1 Va2 —1
. 1 1 1 1
arsinh’ z = — — = - = 5 = > ,
sinh’ arsinhx  cosh arsinh x \/ 1 + sinh? arsinh = Vaz +1
1 1 1 1
artanh’ x = = = =
tanh’ artanh z % 1—cosh? artanh z +1 —sinh? artanh o 1
cosh” artanh z cosh? artanh cosh? artanh
1 1

"~ _tanhZartanhz + 1 T 1— a2
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Trigonometrische Funktionen

Es gilt per Definition der Ableitung

)

. . sin(z+h) —sinzx
sin’ x = lim
h—0 h

das ist laut 2. Additionstheorem (Satz|5.11))

.2 x+h+zx . x+h—2 .2 h\ . h
= lim — cos sin = lim —cos |z + = | sin —
h—0 h 2 2 h—0 h 2 2
. sm% h
= lim —cos|x+ 5 ).
h—=0 3 2

Nun ist der Grenzwert des ersten Faktors gemafl Satz gleich

. B .
sin &
lim —2 = lim Y — 1.,
h—0 5 y—0 y
Weiters ist natiirlich limy_q % = 0. Also erhalten wir
sin'z = 1- cos(z + 0) = cosz.
Ahnlich folgt
, . cos(x+ h) —cosz . 2  2x+h . h
cos z = lim = lim ——sin sin —
h—0 h h—0 h 2 2
. h
sin 2 h
= lim — h2 sin <x+ > = —1-sin(z + 0) = —sinz.
h—0 5 2

Damit gilt schlieBlich mit der Quotientenregel (Satz

. / . . .
, sin T sin’ z cosx — sinwcos'z  cos?x +sin® x 1
tan xr = = 3 = 3 = 3
cos T cos* x COS* T COS* T
bzw.
! /
, 1 —tan' 1 1
cot' x = = 5 = — S =5 -
tanx tan® x cos2 leozi?ﬁ sin“ x

Fiir die Umkehrfunktionen gilt somit

1 1 1 1

< !
arcsin’ z = — — = — = =
sin’arcsinz  cosaresinz /1 _gin2arcsinz V1 — 22
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(da arcsin : [—1,1] — [—%, g] und cos auf dem Intervall [—g, g] positiv ist, war die
positive Wurzel gerechtfertigt),

1 1 1 1
/
arccos' r = = — = - _
cos’ arccos sin arccos x V1 — cos2 arccos V1—22
(8hnlich zu vorher war die positive Wurzel gerechtfertigt, da arccos : [—1, 1] — [0, 7] und

sin auf dem Intervall [0, 7] positiv ist),

/ 1 1 1
arctan' x = = = y
tan’ arctany < —, 1 l—cos’arctanz | |
cos? arctan x cos? arctan ©
1 1 1

sinarctane | | tan?arctanxz +1 22 +1’
cos? arctan

und dhnlich

t 1 1 1
arccot r = = — = — -
cot’ arccot = % 1—sin® arccot x +1
sin® arccot sin? arccot «
1 1 1
cos? arccotx 4 cot? arccot z + 1 241
sin“ arccot x

Nachdem wir nun die Ableitungen aller elementaren Funktionen ermittelt haben,
konnen wir auch jedwede Kombinationen derselbigen differenzieren:

Beispiel 6.2.3. Die Ableitung von

f(z) = arccos (COSh($) + ¢ + arcosh J;)

ist nach der Kettenregel
B 1
\/1 — (cosh x + e** + arcosh x)2

f'(x)

1
. <simhyc—i-e””2 2x + ) .
x2—1

6.3. Differentialrechnung in mehreren Veranderlichen

Wie in Abschnitt iber Funktionen in mehreren Veranderlichen werden wir auch
hier oft nur Funktionen in zwei Verénderlichen betrachten, wobei sich die dargestellten
Konzepte auf beliebig viele Dimensionen verallgemeinern lassen.

Zunichst wird, wie bereits in Bemerkung[6.1.2) angedeutet, Differenzierbarkeit in meh-
reren Verdnderlichen {iber lineare Approximierbarkeit definiert.

Definition 6.3.1 (Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : U C R? — R heifit (total)

differenzierbar in (xg,y0) € U, falls f als
x _ i)
Y Yo

f(z,y) = f(x0,y0) + a(x — x0) + by — yo) + e(z,y) (6.2)
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mit
lim e(x,y) =0
(z,y)—(z0,y0) (z.9)

dargestellt werden kann.
Bemerkung 6.3.2. Lisst man den Restterm weg, so erhélt man die Approximation
f(x,y) = f(zo,y0) + alz — x0) + by — yo)-
Schreibt man f(z,y) = z und f(zo,yo) = 20, so ergibt sich
z =~ 20+ a(x — xo) + b(b(y — yo),

also
ax + by — z = axg + byy — 20.

Denkt man sich hier Gleichheit, ist das eine Ebenengleichung in Normalform; der Nor-

a ZTo
malvektor ist | b | und ein Punkt der Ebene Yo . Die Funktion f(z,y)
-1 2o = f(zo,Yo0)

wird also durch eine Ebene (linear) approximiert, die sogenannte Tangentialebene (siehe

Abbildung [6.3).

4 o N
S - |
SF 77 A~ |

Lz &y / 7 <
= i

Abbildung 6.3.: Tangentialebene an eine Funktion f : R? — R.

Bemerkung 6.3.3. Die Gleichung (6.2) kann im Allgemeinen fiir eine Funktion f :
R"™ — R im Punkt Z; als

f(@) = f(Zo) + (U, — Zo) + |7 — To|| £(2)
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mit
lim e(£) =0
Tr—ITQ

geschrieben werden.

Was passiert, wenn wir in einer Funktion in mehreren Veréinderlichen gewisse Varia-
blen festhalten, sodass eine eindimensionale Funktion entsteht? Dann konnen wir diese
Funktion wie bisher gewohnt nach dieser einen Variablen ableiten. Das motiviert die
folgende

Definition 6.3.4 (Partielle Ableitung). Sei f : U C R? — R. Die partiellen Ablei-
tungen in x bzw. y sind definiert als

?)f(xovyo) = lim f(x,90) — f (o, yo)
X r—xT0 T — X0
bzw.
?(wo,yo) — i {@0:¥) ~ (@0, 50)
y Y—Yyo y _ yo

sofern diese Grenzwerte existieren. Die Funktion f heifit dann im Punkt (xo,yo) partiell
differenzierbar.

Bemerkung 6.3.5. Um eine Funktion beispielsweise partiell nach x abzuleiten, sieht
man sie also als Funktion in z alleine und die anderen Variablen als konstant an und
differenziert wie im Eindimensionalen nach z.

Bemerkung 6.3.6. In der Thermodynamik ist es iiblich, die konstant gehaltenen Va-
riablen als Subskripts anzufiihren, also beispielsweise

of
ox Y
zu schreiben.

In der Mathematik ist es auch iiblich, partielle Ableitungen durch Subskripts zu be-
zeichnen, etwa

o

Alles, wonach nicht abgeleitet wird, ist konstant.
Es besteht keine Verwechslungsgefahr zwischen den Notationen: Sobald das Symbol 9
wie in g— vorkommt, ist ein Subskript im ,,thermodynamischen Sinn“ zu verstehen.

Beispiel 6.3.7. Betrachte ein reales Gas mit Druck p, Volumen V', Temperatur 7" und
Stoffmenge n = 1 mol. Dann lautet die Van-der- Waals-Gleichung

(p+%> (V —b) = RT,
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wobei R die universelle Gaskonstante, a den Kohisionsdruck und b das Kovolumen
bezeichnet. Durch Umformen erhélt man p als Funktion in den Verénderlichen V' und

T:
RT a

Vb VT
Diese Funktion kann nun partiell nach V bzw. T abgeleitet werden. Durch Anwenden
der gewohnten Ableitungsregeln fiir eindimensionale Funktionen erhélt man

o\ _ R Op\ ___RT | 2a
or),  V-u v ), (V-b2 V¥

Das Zusammenenfassen aller partiellen Ableitungen zu einem Vektor fithrt auf folgende

p(V,T) =

Definition 6.3.8 (Gradient). Sei f : U C R? — R eine Funktion in zwei Veréinderlichen
x, y. Definiere den Gradient von f als den Zeilenvektor

grad f =V f = (g—i %).
Das Zeichen V steht fiir den sogenannten Nabla-Operator.

Bemerkung 6.3.9. Manchmal wird der Gradient auch als Spaltenvektor geschrieben.
Die Definition als Zeilenvektor wird sich jedoch in Definition [6.3.15] als sinnvoll — weil
leichter verallgemeinerbar — herausstellen.

Satz 6.7 (Zusammenhang zwischen totaler und partieller Differenzierbarkeit).
Falls eine Funktion f: U C R? — R in (20, o) differenzierbar mit
(entsprechend (6.2))) ist, dann gilt

() ()

0
a:%(xo,yo) und bza‘gj(mo,yg).

f(z,y) = f(z0,y0) + alx — x0) + by — yo) + e(z,y)

Umgekehrt gilt: Falls f in (xq, yo) partiell differenzierbar und die partiellen Ableitun-

gen % und %zjj in (xo,yo) stetig sind, dann ist f in (xg,yp) (total) differenzierbar.

BEWEISSKIZZE. Der erste Teil ergibt sich direkt durch Einsetzen von (6.2) in die Defi-
nition der partiellen Ableitung:

Z, - xo, r—
fxy0) — f( OyO):a+0+| 0|€(x,yo)a
T — T L — o
—0
somit ist af £( ) — £( )
L T,Yo) — J(Zo,Yo)
gr o) = i e -
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Es gibt also einen starken Zusammenhang zwischen totaler und partieller Differenzier-
barkeit. Dies motiviert folgende

Definition 6.3.10 (Totales Differential). Sei f : U C R™ — R eine Funktion in n
Veranderlichen x1,...,x,. Dann ist das totale Differential von f definiert als

n af
df =) aTcidxi'
i=1

Fiir f : U C R? — R in zwei Variablen x und y bedeutet das also

of of
df = —d —dy.
f oz v oy 4
Bemerkung 6.3.11. Das totale Differential von f : U C R2 — R beschreibt die
Anderung von f(z,y) bei kleinen Anderungen von z und y. Dies entspricht der Tan-
gentialebene an f in einem Punkt (x,y).

Die partiellen Ableitungen entsprechen also den Steigungen einer Funktion in Koordi-
natenrichtung (wie im Eindimensionalen). Ebenso kann man die Steigung einer Funktion
in einer beliebigen Richtung definieren:

Definition 6.3.12 (Richtungsableitung). Sei f : U C R?> — R und 7 € R? ein
normierter Richtungsvektor, d.h. ||7]| = 1. Die Richtungsableitung von f im Punkt Zp in
Richtung 7 ist definiert als

0 o + hi) — f(&

sofern der Grenzwert existiert.
Bemerkung 6.3.13. Das entspricht genau der linearen Approximierbarkeit von f im
Punkt #jy in Richtung r.

Satz 6.8 (Berechnung der Richtungsableitung). Sei f: U C R? — R und 7 € R?
mit ||7]| = 1. Dann lésst sich die Richtungsableitung berechnen als

of
— =grad f -7,
o grad f -7
wobei hier die Multiplikation des Zeilenvektors grad f mit dem Spaltenvektor 7 gemeint
b1
ist. Das Produkt eines Zeilenvektors (al an) mit einem Spaltenvektor | : | ist
br,
als
aiby + -+ anby
definiert.
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Abbildung 6.4.: Partielle Ableitungen und Richtungsableitung.

BEWEIS. Sei 7= (':) Dann gilt

of (aso)) _ i J @0+ ) — f(3) -

ﬁ) Yo h—0 h

Bemerkung 6.3.14. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
—|lgrad f|| < grad f -7 < [|grad f]|

und Gleichheit gilt genau dann, wenn grad f parallel zu 7 ist. Somit gibt grad f die
Richtung des stirksten Anstiegs und — grad f die Richtung des stédrksten Abstiegs an.

Bis jetzt haben wir nur Funktionen in mehreren Verénderlichen, aber mit einer einzigen
,Ergebnisgrofie betrachtet. Es sind aber auch vektorwertige Funktionen denkbar, die
mehrere Werte (bzw. einen Vektor) zuriickgeben, also Funktionen R™ — R™. Solche
Funktionen werden prinzipiell komponentenweise betrachtet, wie in folgender

Definition 6.3.15 (Jacobi-Matrix). Sei f: U C R"™ — R™ eine differenzierbare vek-
torwertige Funktion in n Verédnderlichen mit m Werten der Form

fl(l‘l,. . .,{L‘n)
flay,... xp) = :

fm(x1, . xy)
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Dann lautet die Jacobi-Matriz von f

of O ... Of
5. _of O om Oen
f— 3. = : : . :
N Y Y ST

o0x1 0xo O0zn

Bemerkung 6.3.16. Die Jacobi-Matrix entspricht dem Gradient fiir m = 1 (die Matrix
wird zu einem Zeilenvektor) bzw. der gewohnlichen Ableitung fiir m = n = 1 (die Matrix
enthélt nur einen einzigen Wert).

Im Eindimensionalen kennen wir bereits die Kettenregel (siehe Satz[6.5]), mit der man
die Ableitung einer verketteten Funktion (also der Hintereinanderausfithrung mehrerer
Funktionen) berechnen kann. Entsprechendes ldsst sich auch auf mehrere Dimensionen
verallgemeinern:

Sei f : R? = R eine Funktion in zwei Veriinderlichen z, y, und sei g : R? — R? eine
Funktion in zwei Verénderlichen u, v. Betrachte die Hintereinanderausfithrung

(fog)(u,v) = f(g(u,v)) = f(z,y) mit (z,y) = g(u,v).

Die ,,Koordinaten“ v und v werden also durch g auf z und y transformiert und anschlie-
Bend wird der Funktionswert von f berechnet. x und y sind somit Funktionen in « und
v, d.h. © = z(u,v) und y = y(u, v). Thre totalen Differentiale sind daher

dx a—du—i— 50 d
oy oy
dy 8ud u+ (%d

Das totale Differential von f ist dann

df = gy 9 gy = 97 <8ud +&”d> of <8yd +azd>

ox oy ° Oz ov Ay \ du 0
of 0x  Of Oy ofox  Ofdy
(836 ou oy oy 8u> du+ (83: ov * oy 81}) dv

Es gilt also folgender

Satz 6.9 (Zweidimensionale Kettenregel). Seien g : R? — R? und f : R? — R
differenzierbare Funktionen in u, v bzw. x, y mit (x,y) = g(u,v). Dann gilt fiir die
Ableitung der Hintereinanderausfithrung

(fog) Ofdx  Of 0y
ou Oz du  Oyodu
O(fog) _ 0f0x  0fy
ov drdv Oy v’
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Satz 6.10 (Satz von Schwarz). Es sei f : U C R” — R mindestens p mal diffe-
renzierbar, und es seien alle p-ten Ableitungen in U stetig, so ist die Reihenfolge der
Differentiation in allen ¢-ten Ableitungen, mit g < p beliebig. Sei p =2,n = 2:

Beispiel 6.3.17. f:R? — R mit f(z,y) = e siny.

8 a (9 1‘2 . xz
((%f(w,y)) = 9 (e cosy) = 2xe" cosy.

ox x
o (0 0 2 2
dy <8mf(x’y>> oy ( Te smy) rew cosy

Beispiel 6.3.18 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten). Der Laplace-Operator
A ist definiert als die Summe der ,reinen“ zweiten partiellen Ableitungen in kartesi-
schen Koordinaten. Fiir eine Funktion f : R? — R in zwei Variablen z, y bedeutet
das

Af = foa + fyy-

Um den Laplace-Operator in einem anderen Koordinatensystem auszudriicken, miissen
die Ableitungen umgerechnet werden.
Sei f(x,y) = f(r,¢) die Transformation von f in Polarkoordinaten (siche Abbildung

5.30)), also
x = z(r,p) =1rCcosp,

y=y(r,p) =rsing.

Dann gilt aufgrund der Kettenregel

Jo = frre + fgoSOxy
fy = frTy + fso@ya

somit folgt fiir die hoheren Ableitungen durch Ketten- und Produktregel

Joz = (frrx)z + (fgo‘ﬁm)x = fraTe + frree + fgoxSD:): + fap@zx
= frrrg% + 2f7’gp()0a:rx + fr"”xx + ftptp(pi + fcp@oxx

(beachte frp = frr7rz + frows aufgrund der Kettenregel) und analog

Jyy = frrﬁz, + 2frppyry + frryy + fsw%% + foPyy-
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Die partiellen Ableitungen von r und ¢ nach z und y sind (in 7 und ¢ ausgedriickt)

1
rx:,.(m2+y2)*%.2x:§:TCOS(’D:cosgo,
9 r r
1 T 1 r0082g0 1—Cos2<p
Tew = — = 3Ta = — — b) = )
T r r r
_y_rsintp_ .
Ty ;— = s,
1 rsin2cp_1—sin2g0
Tyy = .7 T2 T r ’
B 1 ( y) y _ singp
S0‘%_1%—(3)2 x2 2
X
2 2zy  2cospsinp
(Pzz:_y< 737"36>:7,4:r2’
T COS
‘Py:rig* r
2xy 2cospsinp
Pyy = —7 1 = )

Eingesetzt in f;, und f,, liefert das
Af =foz + fyy =
=frr (7“926 + 7“5) + 2frp (Parz + oyry) + fr(Tos + 1ryy) + fsoso(Wi + @z) + fo(Puz + pyy) =
. sin Cos .
=frr (Cos2 p+ sin? <p) +2frp (—T(p - cosp + TSO - sin gp) +

=1 ~~

0

1 — cos? 1 — sin? sin® o + cos?
+f7«< Cr— S0>+fw<(pr2 S0>+

r

1 1
T r2

2 cospsinp — 2cos psin g
o

=0

1 1
=frr + ;fr + ﬁfgogo'

6.4. Regel von de L’'Hospital

In Abschnitt haben wir gesehen, dass gewisse unbestimmte Ausdriicke wie % nicht
unmittelbar ausgewertet werden diirfen (siehe speziell Bemerkung . Gibt es eine
allgemeine Vorgangsweise, wie man mit so einem Fall umgehen kann?

Seien f, g : U C R — R differenzierbare (und damit stetige) Funktionen und zy € U
mit limy ., f(2) = limg_4, g(x) = 0. Aufgrund der linearen Approximierbarkeit kénnen

126



f(z) und g(x) geschrieben werden als
f(x) = f(xo) + (& — w0) f'(20) + (x — z0) R(x)
bzw.

g(z) = g(xo) + (x — x0)g' (x0) + (& — 20)S(x)

mit lim, sz, R(x) = limg_,4, S(z) = 0. Eingesetzt in % ergibt das (unter der Annahme,

dass der neue Grenzwert existiert)
f(x) f(xo) + (x — @0) f'(w0) + (x — wo) R(x)

zlialgclo @ - IILIBO 9(z0) + (x — x0)g'(x0) + (x — 0) S ()

)

nun folgt wegen der Stetigkeit von f und g, dass f(xo) = g(z¢) = 0, also erhalten wir

. (o) + R(x) x—x0
:zlggclo (z0) + S(x) z—=
g (Zo 0

=1

und damit wegen lim,_,;, R(z) = limy_,,, S(x) = 0 das Ergebnis

f'(xo)
g'(z0)

Diese Vorgangsweise kann auf die Fille 3> und zg = 400 erweitert werden und fiihrt
auf folgenden

Satz 6.11 (Regel von de L’Hospital). Seien f, g : U C R — R reelle, differenzier-
bare Funktionen und zp € R U {—o00, c0}. Falls

lim f(z)= lim g(x) =0

T—T0 T—T0
oder
i, 1) = Jimy o) = ox
gilt und
f'(z)
a0 g'(x)
existiert, folgt
/
lim —(m = lim f(z)

T30 ¢ x) 10 g’(g;)‘

Diese Regel ist benannt nach Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L’Hospital
(1661-1704).
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Beispiel 6.4.1. Betrachte
20x + 17

2500 57 + 9

also f(x) = 20x+17, g(x) = 5249, beides differenzierbare Funktionen mit lim,_,~, f(x) =
lim, 00 g(2) = 00. Es folgt

)

2 1 ! 2
M— lim f(x)_ lim 0:4.

im = = i

Das hétte man natiirlich auch ohne Regel von de L’Hospital durch Kiirzen der héchsten
Potenzen von x sehen kénnen:
0z +17 _ 20+ 17 20

im = lim = — =4.
z—oo br+9 T—00 5+% 5

Beispiel 6.4.2. Betrachte
sinx

lim
z—=0 X
(vgl. Satz [5.8). Es gilt lim, ,osinz = lim, ,oz = 0, es liegt also ein unbestimmter
Ausdruck der Form % vor. Wende die Regel von de L’Hospital an:
sin x 0« de L’'Hospital .. cosx 1
= lim

lim =0 — - =1,
z—0 T z—0 1 1

Die Aussage des Satzes haben wir so also in einfacher Weise durch die Regel von de
L’Hospital bewiesen. (Allerdings haben wir hier die Information iiber die Ableitung des
Sinus verwendet, die ihrerseits wieder Satz erforderte. Die damaligen Uberlegungen
waren also nicht umsonst.)

Beispiel 6.4.3. Betrachte
€T
lim (1+%)

T—00 T

(vgl. Bemerkung [5.4.12)). Der Ausdruck (1 + %)x kann mittels Exponentialfunktion um-

geschrieben werden als
x
(1 + E) = exp <xlog (1 + E))
x x

Nun gilt aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim exp (xlog (1 + 2)) = exp ( lim xlog (1 + E)) .
T—00 €T T—r00 x

(Der Grenzwert kann aufgrund der Stetigkeit ,,in die Funktion hineingezogen* werden.)
Zu untersuchen bleibt also

lim zlog (1 + E) .
T—00 x

Es gilt lim, o £ = 0o und lim,_,, log (1 + %) = log 1 = 0, es handelt sich also um einen
unbestimmten Ausdruck der Form oco-0. Durch Umschreiben auf einen , kiinstlichen“
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Bruch erhalten wir nun einen unbestimmten Ausdruck der Form % und kénnen die Regel

von de L’Hospital anwenden:
1 a
log (1+ 2 0 "Hospi ez (—32)
lim zlog (1 + g) = lim M =, = de L’Hospital lim +4 ! x
T—00 T T—00 < 0 T—00 —a3
) —ax? ) a
= lim ———— = lim a = G-
xﬁ\oo—(1+%)x2 el
\a;./
—0

Damit gilt nun insgesamt
. a\w . a o
lim (1+7> :exp(hm x log (1—}—7)) = exp(a) = e.
T—00 €T T—r00 xT

Bemerkung 6.4.4. Wie bereits im vorigen Beispiel veranschaulicht, kénnen verschie-
0 oder = gebracht

denste unbestimmte Ausdriicke durch Umformen auf die Formen N

werden:
1. 0- 00, also limg_z, f(2) - g(z) mit lim,_,z, f(z) =0 und lim,_,,, g(z) = o0

Es kann ein Bruch der Form % oder % konstruiert werden:

. T f(.CE) _ 0O«
Jim fz)g(z) = lim —7= =5
9(z)
bzw.
lim f(z)g(z) = lim 79(130) =, 24,
T—T0 T—rT0 m

2. 00 — 00, also limy sz, f(2) — g(z) mit limg_,, f(z) = limg—yz, g(z) = 00

Indem die Kehrwerte von f(z) und g(z) auf gemeinsamen Nenner gebracht werden,

entsteht ein Bruch der Form §:
1 1
. . 1 1 . @ B W 0«
A, f@) =gl = g - = g T T = e
f@)  g(x) (x) g(z)

3. 1, 0%, ooV, also unbestimmte Ausdriicke mit Potenzen:
Durch Umschreiben auf die Exponentialfunktion und unter Beriicksichtigung ihrer

Stetigkeit kann die Potenz im Grenzwert eliminiert werden:

lim (f())?® = lim exp (g(x)log (f(x))) = exp <wli_>n;09(93) log <f<a:>>> :

Tr—TQ T—T0

Nachdem der ,innere“ Grenzwert berechnet ist, ergibt sich das Gesamtergebnis

durch exponentieren bzw. mittels

,» exp(—o0) = 0

[13

bzw. ., exp(oco) = 0o“.
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6.5. Taylorreihen

Sei f: U C R — R eine in ¢ € U differenzierbare Funktion. Dann gilt aufgrund der
linearen Approximierbarkeit

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) + (x — x0) R (2) (6.3)
mit
xli—gclo Ri(z) =0. (6.4)

Das bedeutet
f(@) = f(x0) = f'(w0)(x — 20)

Rl(x) - T — X0

und somit nach der Quotientenregel

(f'(z) = f'(20)) (x — 20) — (f(x) — f(20) — ['(0)(x — 550))'

(z — x0)?

Ri(x) =

Betrachtet man nun den Grenzwert fiir x — g, ergibt sich der unbestimmte Ausdruck
8. Durch Anwendung der Regel von de L’Hospital erhélt man schliellich

i B () — 05— i £ @)@ = 50) 4 F1@) — fa) _ o)

T—T0 T—T0 2([1; - xo) 2

Unter der Annahme, dass R; differenzierbar ist (also f zweimal differenzierbar), kann
man auch R; in zg linear approximieren:

Ry(x) = Ry(x0) + Ry (x0)(x — 20) + (x — 20) R2(2), (6.5)

wobei Rj(z9) = 0 wegen (6.4) und lim,_,;, Re(xz) = 0. In (6.3) eingesetzt ergibt das
insgesamt

f(x) = f(xo) + f'(xo0)(x — x0) + %f”(l’o)(l’ —x0)* + (z — 20)* Ra(x).

Lésst man den ,, Fehler’” Ro(x) weg, erhélt man so also eine quadratische Approximation
von f in zg (siehe Abbildung[6.5)), d.h.

1
f(@) & f(x0) + f'(wo) (@ — o) + 5 f"(wo) (@ — o)*.
Dieser Vorgang kann nun fortgesetzt werden: Aus (/6.5)) ergibt sich
Ry (x) — R (z0)(x — o)

Tr — X
f(@) — (o) = f/(z0)(z — x0) — 51" (o) (z — x0)?

(x — )2

Rg(l‘) =
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exp(x)

)

Abbildung 6.5.: Approximation von exp(z) durch die Taylorpolynome 1. und 2.
Ordnung.

und daraus wiederum

Ry L = @0)  f(@) = fa) ~ o)~ x0)

(x — x0)? (x — x0)?

9

somit durch mehrmalige Anwendung der Regel von de L’Hospital

lim Ry(z) = lim < ) 9. f(x) — f’(%))

=0 z—wo \ 2(z — ) 3(z — x0)?
i (R Sy SE S0
z—xo \ 2(x — ) 6(x — x0) a—wo 6(x — x9)  T—w0
_ f”/(lﬁ[))
—

Mit der linearen Approximation

Ro(x) = Ro(xo) + R/Q(xo)(ﬂi — ) + (z — x0)R3(x)
fiihrt das auf die Darstellung

1 1
fz) = f($0)+f'($o)($—$o)+Qf"(l‘o)($—$0)2+6f"'(560)($—$0)3+($—$0)333($)a
also auf eine Approximation 3. Ordnung von f.
Definition 6.5.1 (Taylor-Polynom). Sein € N und f : R — R eine n-mal differen-

zierbare Funktion. Dann ist das n-te Taylor-Polynom von f in xg € R definiert als

To(x) = F(wo) + (wo)e — 20) + 51" (o) (& — z0)? + -+ = 1) o) (& — w0)"

n

=1 ®) o) — w0
k=0 "

(Beachte 0! = 1 und f(© = £.)
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Bemerkung 6.5.2. Manchmal ist der Fehler der Approximation von f durch 7, fiir
n — oo so klein, dass f als eine unendliche Taylorreihe geschrieben werden kann. Das
ist etwa bei den Funktionen exp, sin, cos und In (dort aber nur fiir 0 < z < 2) der Fall.
Es gilt

n 2 3

exp(x) = Z % =1+=z —|— — —|— 30 +- (vgl. Definition [5.4.10]),
n>0
n 2 3 4
n(l+z)=S (-1 =g -2 42 T 4 fir —1<a<—1
n(l+x) 7;)( ) — =z 2—1-3 1 tr x < —1,
n 2 4
x ¥
- 1) —1—
cos(z) 7;)( ) @n)! o +— m -+,
221 P B
i - B D el AT
sin(z) T;)( Ve T T m et
Aus den Definitionen cosh(z) = w und sinh(z) = w ergibt sich
unmittelbar
220 2 gt
h = = 1 J— JR— .
cosh(z) 7;) et~ Tttt
x?n—i—l 1'3 .CCS
sinh(z) ;) entn “tate T

Auch zwischen exp, sin und cos scheint ein starker Zusammenhang zu bestehen. Betrach-
tet man die komplexe Exponentialfunktion

(iy)” B . y2 y3 y4 y5
Z o —1+zy—§—z§+——|—z§+...,

exp(iy) =
n>0

erkennt man
exp(iy) = cos(y) + isin(y).

Weiters kann man, dhnlich zum Binomischen Lehrsatz, die Reihenentwicklung
o « n ..
(1+x) —Z<n>x fir x| <1
n>0

zeigen (die sogenannte Binomische Reihe), wobei der verallgemeinerte Binomialkoeffizi-
ent definiert ist als

(a) a-(a—1)-(a=2)-(a—n+1)

n n!
Fiir « = —1 und —x statt x entspricht das der bekannten geometrischen Reihe
1 n
i a",
DD
n>0
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denn es gilt

<—nl> (—2)" = (—1)- (_3 - (=n) (—z)" = (_Z)!nnl(_l)"x" ="

Die Reihenentwicklung von Funktionen kann etwa bei Grenzwertberechnungen niitz-
lich sein, wie in folgendem

Beispiel 6.5.3. Berechne

. x3
. SINT — T + T
lim o
=0 coshe — 1 — £

2
Der Wert von Zéihler und Nenner ist fiir x = 0 gleich 0, es liegt also ein unbestimmter

Ausdruck der Form % vor und wir kénnen die Regel von de L.’Hospital anwenden:

. 3 2
. sinr—x+ % . cosx —1+ %
lim > = lim

220 coshz — 1 — %

=0 sinhzx—x

wir erhalten also wieder einen unbestimmten Ausdruck der Form %. Nochmaliges An-
wenden von de L’Hospital liefert

lim — sinx + x
= lim ——
z—0 coshx — 1

also noch einmal % und mittels de L’Hospital

. —cosx+1
= lim ————,
z—0 sinhz
somit nach der vierten Anwendung der Regel von de L’Hospital

i sinx 0 0
= lim =—-=0.
z—0 cosh x 1

Unter Verwendung der Taylorreihen von sin und cosh kénnen wir den Ausdruck an-
dererseits umschreiben als

. 3 5 7 9
sinr —x + & =

T
x4 6 8 :

- =
cosha:—l—%

So erhalten wir nach dem Kiirzen der hochsten Potenz von

—0
s r 2 b
_osnz—z+% om0
lim 7 = lim = 7 =4 =0
e=0coshx —1—-% 220 | T z 51
T
—0
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6.6. Kurvendiskussion

Unter einer Kurvendiskussion versteht man das Berechnen bestimmter Figenschaften
einer Funktion, wie Monotonie, Hoch- und Tiefpunkte, Kriimmungsverhalten, Wende-
punkte, Polstellen, Verhalten im Unendlichen, usw. Manche dieser Eigenschaften kénnen
vielleicht direkt aus dem Graphen der Funktion ,abgelesen“ werden, allerdings kénnen
nur durch eine formale Berechnung die entsprechenden exakten Werte herausgefunden
werden. Abgesehen davon ist die Kenntnis der Eigenschaften eine Voraussetzung dafiir,
iiberhaupt einen addquaten Graphen skizzieren zu kénnen.

6.6.1. Definitionsbereich

Ist nur die Zuordnungsvorschrift einer Funktion f, nicht aber ihr Definitionsbereich
gegeben, sucht man zuerst den maximalen Definitionsbereich, also die ,,gréfftmogliche”
Menge D C R, sodass f auf D definiert ist. Dazu sucht man wiederum Werte, fiir die f
nicht definiert ist, also z.B. Nullstellen von Nennern, negative Argumente von geraden
Wurzeln, Argumente < 0 von Logarithmen, bzw. beachte man Definitionsmengen der
Arcus- bzw. Area-Funktionen.

6.6.2. Nulistellen

Die Nullstellen einer Funktion f sind jene Werte & im Definitionsbereich, fiir die

f(z) =0

gilt (vgl. Definition [5.1.5)). Zur Berechnung der Nullstellen von Polynomen siehe Ab-
schnitt 4.3

6.6.3. Extremwerte

Definition 6.6.1 (Lokale und globale Extrema). Sei f : U C R — R eine reelle
Funktion. Ein Punkt x¢y € U heifit lokales Minimum von f, wenn es eine Umgebung
I=(x9g—¢,x0+¢), e >0, von xy gibt, sodass

f(x) > f(xo)

fiir alle € I gilt. Entsprechend heiit 29 € U lokales Mazimum, wenn f(z) < f(xo) fiir
alle z € I gilt.

Wenn die Bedingungen nicht nur einer Umgebung von xg, sondern im gesamten Defi-
nitionsbereich von f gelten, spricht man von einem globalen Extremum: zy € U ist also
ein globales Minimum, wenn f(x) > f(xg) fir alle z € U, bzw. ein globales Mazimum,
wenn f(x) < f(xo) fir alle x € U gilt.

Satz 6.12 (Notwendiges Kriterium fiir ein lokales Extremum). Sei f differenzier-
bar auf D und sei zg ein lokales Extremum im Inneren von D. Dann gilt

f'(wo) = 0.
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BEWEISsSKIZZE. Die Tangente in xg muss horizontal sein, sonst kénnte man links oder
rechts von xg einen grofleren bzw. kleineren Wert als f(xg) erhalten. Die Steigung der
Tangente ist aber genau

f'(xo) = 0. O

Bemerkung 6.6.2. Der Satz beschreibt eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
eines Extremums. Umgekehrt folgt aus f’(z¢) = 0 nicht notwendigerweise, dass in x
ein Extremum vorliegt. Zum Beispiel gilt fiir f(z) = 2> mit f/(z) = 322, dass f/(0) =
0; in zg = 0 liegt aber kein Extremum vor — es handelt sich um einen sogenannten
»Sattelpunkt“ (siche Abbildung[5.6).

Um ein hinreichendes Kriterium zu erhalten, betrachte die Taylorentwicklung von f
in einem Punkt o mit f'(zo) = 0 (siche Abbildung [6.5)):

£(2) = (o) + (& — o) (o) +5 (& — o) " (wo) + (& — 70)* ().
—— ~

Punkt Tangente Parabel klein

Dabei stellt f(zp) einen Punkt dar, (x — x¢)f’(z¢) die Tangente an f in xzq, die ja
geméiB notwendiger Bedingung horizontal sein muss, und (z—1xq)?f” (1) ist eine Parabel.
Wenn nun f”(zg) > 0 ist, ist diese Parabel nach oben offen, wiihrend der Fehlerterm
(x — x9)?Ry(x) fiir x — x¢ vernachliissighar klein wird. In einer Umgebung von xq sind
dann also alle anderen Funktionswerte f(x) grofer als f(xo), somit ist xo ein lokales
Minimum. Analog ist xg ein lokales Maximum, wenn f”(x¢) < 0. Das wird ausgedriickt
in folgendem

Satz 6.13 (Hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum). Sei f : U C
R — R eine zweimal differenzierbare Funktion und zp im Inneren von U mit f’(x¢) = 0.
Wenn zusitzlich f”(zg) > 0 gilt, liegt in xg ein lokales Minimum vor. Wenn f”(xq) < 0
gilt, liegt in x( ein lokales Maximum vor.

Bemerkung 6.6.3. Es gilt allgemeiner: Sei f : U C R — R eine n-mal differenzierbare
Funktion, n > 2, x¢ im Inneren von U und es gelte

(o) = f"(xo) == Do) =0 und f™(z0) £ 0.

Wenn n gerade ist und f(™ (xg) > 0 (bzw. < 0), so liegt in z¢ ein lokales Minimum (bzw.
lokales Maximum) vor.
Ist n ungerade, so liegt in x¢ kein Extremum vor.

6.6.4. Monotonie

Monotonie wurde bereits in Definition [(.2.1] definiert. Ist die zu untersuchende Funktion
differenzierbar, ist auch eine andere Charakterisierung moglich:
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(a) Minimum (b) Maximum

Abbildung 6.6.: Merkhilfe zum Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen von f” und
der Art des Extremwerts. (Der Extremwert befindet sich an der
Zungenspitze.)

Proposition 6.6.4. Sei f : U C R — R stetig differenzierbar. Dann ist f genau dann
monoton steigend auf einem Intervall I C U, wenn

flx) =0

fiir alle = € I gilt. Entsprechend ist sie streng monoton steigend, wenn f’(z) > 0 fiir alle
x € I. Die Funktion f ist genau dann monoton fallend, wenn f’(z) < 0 fiir alle x € I,
bzw. streng monoton fallend, wenn f/(z) < 0 fiir alle z € I.

Bemerkung 6.6.5. Die Monotonieintervalle einer Funktion f kénnen also durch Losen
der Ungleichungen (vgl. Abschnitt f(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 bestimmt werden.
Alternativ dazu kann, sofern f’ stetig ist, ausgenutzt werden, dass die Monotonieinter-
valle genau zwischen Punkten mit f'(z) = 0 sind. Um zu sehen, ob auf einem Intervall
f'(z) > 0 oder f'(x) < 0 gilt, reicht es dann, einen beliebigen Punkt im Intervall in f’
einzusetzen.

6.6.5. Kriimmung

Definition 6.6.6 (Kritmmung). Eine zweimal differenzierbare Funktion f: U C R —
R heiit positiv (links) gekrimmt oder konvex auf einem Intervall I C U, wenn

f'(@) >0

fiir alle € I gilt. Die Funktion f heifit negativ (rechts) gekrimmt oder konkav auf I,
wenn

f(x) <0
fiir alle z € I gilt.

Bemerkung 6.6.7. Die Kriimmung gibt die Richtungsinderung einer Funktion an.
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< konvex =<+ konkav =<t+—— konvex —— konkav —=><+———konvex ——

Sattelpunkt lokales Maximum

Wendepunkt

Wendepunkt Wendepunkt

lokales Minimum

globales Minimum

t— streng monoton fallend —=>}<— steigend —=>}<— fallend —=}<— steigend —]

Abbildung 6.7.: Extrema, Wendepunkte, Monotonie und Kriimmung.

6.6.6. Wendepunkte

Definition 6.6.8 (Wendepunkt). Sei f : U C R — R zweimal differenzierbar. Ein
Punkt zg € U heifit Wendepunkt von f, wenn sich das Kriimmungsverhalten von f in
x( #ndert, wenn sich also das Vorzeichen von f”(z) in z( dndert.

Proposition 6.6.9. In einem Wendepunkt xq gilt f”(x¢).

Proposition 6.6.10. Wenn f”(z) = 0 und f"(z¢) # 0 gilt, liegt in 2 ein Wendepunkt
vor. (Der Punkt z ist dann ein lokales Extremum von f’.)

Definition 6.6.11 (Sattelpunkt). Ein Wendepunkt zg von f mit f'(zg) = 0 heifit
Sattelpunkt.

6.6.7. Verhalten am Rand des Definitionsbereichs

Es sind die Grenzwerte der Funktion an den Randern des Definitionsbereichs zu bestim-
men, gegebenenfalls auch fiir z — oo bzw. © — —oc.

Beispiel 6.6.12 (Kurvendiskussion). Diskutiere die Funktion
f(z) = e ®(a? + 22 4 2).
1. Der Definitionsbereich von f ist R.

2. Fir Nullstellen von f muss

f(x)=0
& e (a2 +224+2)=0 |:e7 >0
& >+ 22 +2=0
& (x+1)*4+1=0
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gelten. Wegen (z + 1)2+1 > 0+ 1 > 0 hat diese Gleichung aber keine Losung in
R, die Funktion f hat also keine reellen Nullstellen.

3. Um die Extrema zu berechnen, ermittle zunéchst die ersten drei Ableitungen von f:
flx) = —e®(2® + 20 +2) + e (20 +2) = —2%e 7,
f'(x) = e (2® — 22),
f"(z) = e %(—2? + 4z — 2).

Kandidaten fiir lokale Extrema im Inneren des Definitionsbereichs ergeben sich
also aus

fi(z)=0
& ?e =0
& 22 =0
& z = 0.
Es gilt
f(0) =0,

£"(0) = —2 < 0.

Die 3. Ableitung ist also die ,erste Ableitung ungleich 0; weil 3 ungerade ist, liegt
in = 0 kein Extremum vor (siche Bemerkung [6.6.3)).

4. Zur Untersuchung der Monotonie gibt es zwei Moglichkeiten:
a) Es gilt

somit ist f monoton fallend auf R.

b) Die Funktion f hat keine Extrema und f’ ist stetig, somit ist f iiberall mono-
ton fallend oder iiberall monoton wachsend (siche Bemerkung [6.6.5). Durch
FEinsetzen eines beliebigen Wertes, z.B.

1
f)y=-1>e'=-=<o,
e
kann man feststellen, dass f auf R monoton fallend ist.

5. Die Kandidaten fiir Wendepunkte ergeben sich aus der Gleichung

f(x)=0
& e (x? —22) =0
& 22 —2r=0
& x(x—2)=0
= r=0 oder z=2.
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Es gilt

f7(0)=—=2#0 bzw. f"(2)=e"2(2) >0,
daher sind 0 und 2 Wendepunkte. Im Punkt 0 hat f eine horizontale Wendetan-
gente (siehe Punkt . Im Punkt 2 gilt

10

F@)=—4e wmd f@)=c?(U+4+2) =75,

die Wendetangente ist somit

6. Um das Krimmungsverhalten zu untersuchen, gibt es wie bei der Monotonie zwei
Moglichkeiten:

a) Betrachte die Ungleichung

f(z) >0
(z% — 2x)e™ >0
22 =22 >0
z(r—2)>0
(x>0und £ —2>0) oder (x<Oundz—2<0)
& x>2 oder z<0.

te 0

Das ist der Bereich, auf dem f konvex ist, also auf (—oc,0) und auf (2, 00).
Auf (0,2) ist f hingegen konkav.

b) Die Funktion f hat Wendepunkte bei 0 und 2, es sind also die drei Intervalle
(—00,0), (0,2) und (2, 00) zu untersuchen. Es gilt

ffH=et(1-2)= —% <0,

somit ist f in (0,2) konkav. Da 0 und 2 ,echte® Wendepunkte sind (es gilt
nicht nur f”(x) = 0), #ndert sich dort das Kritmmungsverhalten, somit ist f
auf (—o0,0) und auf (2, c0) konvex.

7. Am Rand des Definitionsbereichs R gilt

2
. _ .o+ 2+ 2
lim e (2% 4+ 22 +2) = ,0-00“ = lim ~————=
=00 " e T—00 et
—0 —00
OO, de L’Hospital .. 20 + 2
=,— = lim
o0 rz—oo el
00, de L’Hospital . 2 2
:”—“ :p hm—:—zo
o0 r—00 e¥ 00
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Abbildung 6.8.: Funktion f(z) = e %(2? + 2z + 2).

(siehe Satz[6.11)) bzw.

: —x 2 _
xgriaooe (x° + 2z + 2) = 0.
—00 —00

Eine entsprechender Graph der Funktion f ist in Abbildung [6.8] zu sehen.

6.7. Notwendige Bedingungen fiir Extrema im R’

Sei f : D C R* — R eine Funktion in mehreren Verinderlichen. Wie kann man hier
lokale Extrema finden? Im Eindimensionalen gibt es ja die notwendige Bedingung, dass
die erste Ableitung 0 sein muss. Betrachte in &hnlicher Weise die Taylorentwicklung von
f, der Einfachheit halber in zwei Variablen z, y (also d = 2):
@) = @) + 5L (o~ 20) + 5Ly~ o) + .

Wenn f in Zp ein lokales Extremum hat, dann muss dort grad f = 0 gelten, weil die
Tangentialebene parallel zur Ebene z = 0 sein muss. Es handelt sich dabei also um ein
notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Punkte mit grad f =
0 heiBen stationdre Punkte. Ob diese wirklich Extreme sind (hinreichendes Kriterium),
wird hier noch nicht weiter behandelt.

Beispiel 6.7.1. Betrachte die Funktion
flx,y) = 2 — 4wy + 5y? — 24y + 2163.
Es gilt

ﬁ:2:):—4y, g:—4x+10y—24.
ox oy

Setze beide Terme gleich 0 und erhalte so z = 2y und aus 2y — 24 = 0 weiters y = 12,
also x = 24. In f(24,12) = 2019 liegt also ein stationdrer Punkt vor.
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7. Integration

7.1. Bestimmtes Integral

Wiéhrend es beim Differenzieren um die Steigung einer Funktion in einem bestimm-
ten Punkt gegangen ist, geht es nun um eine andere Fragestellung: Wie grof} ist der
Flicheninhalt ,,unter einer Funktion in einem bestimmten Bereich?

YA

a b x

Abbildung 7.1.: Flacheninhalt unter einer Kurve.

Definition 7.1.1. Sei f : U C R — R eine Funktion und [a,b] C U ein Intervall im
Definitionsbereich. Dann bezeichnet das bestimmte Integral von a nach b iiber f

/abf(x)dx

den orientierten Flicheninhalt unter der Kurve (bildlich gesprochen zwischen der z-Achse
und dem Graphen der Funktion).

Dabei heiflen a und b Integrationsgrenzen, x Integrationsvariable und die Funktion
f(x) wird als Integrand bezeichnet.

Bemerkung 7.1.2. Orientiert bedeutet in dem Fall, dass Fliachenstiicke unter der a-
Achse negativ zihlen, und dass fiir a > b das Vorzeichen umgedreht wird (siehe Aussage

der nachfolgenden Proposition [7.1.5]).

Beispiel 7.1.3. Die physikalische Arbeit W ist bei Kraft F' und Weglénge s gegeben
als
W =F-s.
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S

a b

Abbildung 7.2.: Ober- und Untersumme.

Wenn sich die Kraft entlang des Weges dndert, kann die Arbeit als Flacheninhalt unter
der Kraftfunktion F'(s) berechnet werden. Fiir einen Wegabschnitt [a, b] gilt dann

W:/:F(s)ds.

Bemerkung 7.1.4. Um die Fliche zu berechnen, wird das Intervall [a, b] in viele (klei-
ne) Teile unterteilt und jeweils ein Rechteck von der z-Achse bis zum Minimum bzw.
bis zum Maximum in einem Teil gelegt. Die Summe der Flédcheninhalte dieser Recht-
ecke wird als Ober- bzw. Untersumme bezeichnet (siche Abbildung . Dann wird
der Grenziibergang fiir die Feinheit der Unterteilungen (maximaler Abstand zwischen
zwei Unterteilungspunkten) gegen 0 gemacht. Wenn Ober- und Untersumme zum sel-
ben Wert konvergieren, stellt dieser Wert den Flécheninhalt unter der Funktion dar;
ansonsten existiert keine Fldche. (Dies ist dann der Fall, wenn die Funktion f zu viele
,Spriinge“ macht.)

Proposition 7.1.5 (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale). Aufgrund der Defi-

nition als orientierte Fliache ergeben sich folgende Rechenregeln:
b

L (@) + g(a)) de = /  fla)de+ | atwde.
2. /b()\-f(x))d:c: A /bf(x)dx firr A € R.

b a
3. f(z)dx = —/b f(x)dx.

" /abf(x)dx+/bcf(x)dx:/:f(x)dx.

und [2} driicken die Linearitit der Integration aus.

Folgender Satz stellt nun eine wichtige Verbindung zwischen Ableiten und Integrieren
her:
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Zo T
l<t—x — xog—]

Abbildung 7.3.: Fliche F(z) — F(xo).

Satz 7.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R
eine stetige Funktion. Dann ist fiir alle x € [a, b] die Funktion

0= [ 10

differenzierbar und es gilt

BEWEISSKIZZE. F'(z) — F(xzg) ist der Flidcheninhalt unter f im Intervall [zg, x| (siehe
Abbildung . Daher ist
F(x) — F(xo)
T — X0
die durchschnittliche Hohe von f in diesem Intervall. Macht man nun den Abstand
zwischen x und g klein, liefert der Quotient eine gute Annéherung an den tatsichlichen
Funktionswert von f innerhalb des Intervalls, also

. F@) = Flao)

T—TQ r — X

= f(zo).

Dieser Grenzwert ist aber genau die Definition der Ableitung von F' an der Stelle xg. [

Bemerkung 7.1.6. Somit ist die Integration (Fldchenbestimmung) eine Art Umkehr-
operation der Differentiation. Dies erleichtert das Berechnen von bestimmten Integralen.

Definition 7.1.7. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Eine Funktion F' mit

(unbestimmtes Integral).
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Bemerkung 7.1.8. Wenn es eine Stammfunktion zu einer Funktion gibt, gibt es meh-
rere. Diese unterscheiden sich aber nur um eine additive Konstante, der sogenannten
Integrationskonstanten, die meist mit C' bezeichnet wird und beim Differenzieren ver-
schwindet. Schreibe daher

F(x) :/f(as)dx+C’,

um eine allgemeine Stammfunktion anzugeben. Nachdem es auf die Integrationskonstan-
te in den meisten Féllen nicht ankommt, wird oft von der Stammfunktion einer Funktion
gesprochen, obwohl es streng genommen unendlich viele gibt.

Beispiel 7.1.9 (Integration von Polynomen). Bestimme das unbestimmte Integral
/ 2" dr mit n € N konstant.

Gesucht ist also eine Funktion in z, die differenziert ™ ergibt. Aufgrund der Rechen-
regeln der Differentialrechnung wissen wir, dass

(:L'"'H)/ =(n+1)-z"

gilt. Dividieren wir durch die Konstante n + 1, steht also das Gewiinschte da. Somit gilt
n+1
/ 2" dy = 2 +C.

Aufgrund der Linearitit der Integration konnen Polynome integriert werden:

/(anx”—i--”—i-alx—i-ao)dx—an/a;"da?—|—~--—i—al/xldac—i—ao/a:oda:

n+1 2

x x
+~~-+a1?+agx+0.

"n+1

= Q

Satz 7.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 2. Teil). Sei f : [a,b] —
R eine Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Bemerkung 7.1.10. Ein bestimmtes Integral kann also leicht durch Einsetzen der In-
tegrationsgrenzen in die Stammfunktion berechnet werden.

Fiir das Einsetzen von b und a und die Subtraktion wird meist |Z geschrieben (siehe
folgendes Beispiel).

Beispiel 7.1.11. Berechne das bestimmte Integral

5
/ (423 — 22 + 2) dx.
2
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Aus Beispiel wissen wir bereits, dass das unbestimmte Integral
/(4.1‘3—2.1‘+2)d.7}:$4—.1‘2+2$+0
ist. Somit gilt
/5(4x32x+2)d:6: ot 2?2y = (5' - 524+ 2.5) - (2 — 2%+ 2.2)
2 =610 — 16 = 594.

Ahnlich wie in Beispiel kann eine ganze Reihe von Integralen berechnet werden,
indem anhand der bekannten Differentiationsregeln auf die Stammfunktion geschlossen
wird. Hier eine Ubersicht iiber die wichtigsten Funktionen und ihre Stammfunktionen
(ohne Integrationskonstante C'):

f(z) F(x) f(x) F(x)
c cT 11 p arcsin r
. n+1 __
" mit n # -1 | T3 1 . arccos x
1 1 11—z
T = In [z| 121;1 arctan x
T T
€ € zgcﬂ r — arctan x
x a” -
a na sinh cosh x
Inz rlne —x cosh sinh
zlnx—x
log, © Ina tanh x In |cosh z|
sSin —cosT cothx In [sinh z|
Ccos T sinzx 1 :
arsinh x
1 V241
tanz —Infcos z| \/;71 mit x > 1 | arcoshx
cote In |sin z| 1 mit |z| <1 |artanhx
1—x2
T mit |z| > 1| arcothz

Dabei sind ¢, n und a von x unabhéngige Konstanten.

Beispiel 7.1.12. Betrachte die Funktion

f(@) =12+ 2+20102° +sin 11z + € + 1.

Eine Stammfunktion von f ist

1
/f(a:) dm:/lez+/:€dm+/2010x2 dx+/sin11:cdx+/e3x dm+/1+ 5 dx
x
1
—12/1 dx+/a:dm+2010/w2 dx—i—/sinllmdm%—/em dm+/H2 dx
T

1 1 1 1
=12z + 5:102 + 2010§x + ﬁ(_ cos1lz) + ge?’x + arctanz + C.

(Beachte die Konstanten % bzw. %, die hinzumultipliziert werden miissen, um den Faktor
zu ,korrigieren*, der beim Ableiten durch die innere Ableitung entstehen wiirde; vgl. Satz

0-5})
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7.2. Anwendungen der Integralrechnung

7.2.1. Flachenberechnung

Das bestimmte Integral ist definiert als eine orientierte Fliche, d.h. Flachen ,,im Nega-
tiven“ zdhlen negativ. Will man die ,,gew6hnliche® (also unorientierte) Flidche zwischen
einer Kurve und der z-Achse berechnen, miissen also die Schnittpunkte der Kurve mit
der z-Achse berechnet und die einzelnen Abschnitte extra integriert werden. Die Fliche

ergibt sich als Summe der Betrige der Teilintegrale.

Beispiel 7.2.1. Berechne die von der Funktion f(z) = 22 +4x 43, der 2-Achse, x = —3

und der y-Achse eingeschlossene Fliache (siche Abbildung .

X \

8Y

Abbildung 7.4.: Fliche zwischen f(z) und x-Achse.

Die Schnittpunkte von f(x) mit der z-Achse sind die Losungen der Gleichung

22 +4zx+3=0,

also 1 = —3 und xo = —1. Die gesuchte Fléche ist daher

F

/_: f(z)dzx
3

%4—21‘24—31‘

0
—I-‘/_lf(a:)dx
-1 3

0

x——|—2x2—|—3x

ME

r=-—3

4 4
—Z_0 0+ —
oo

r=—1
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Bemerkung 7.2.2. Wiirde man in obigem Beispiel die Schnittpunkte der Funktion mit
der z-Achse ignorieren und ,driiberintegrieren®, erhielte man als vermeintliche Fliche
das Integral

0
| t@ds=o.
-3
was offensichtlich nicht stimmen kann.

Bemerkung 7.2.3. Die Fliche zwischen zwei beliebigen Funktionen kann berechnet
werden, indem man zuerst die Schnittpunkte der Funktionen ermittelt und dann die
Integrale der Differenz iiber die entsprechenden Abschnitte berechnet.

Beispiel 7.2.4. Berechne die Fliche, die von den Funktionen
f(z) = 2 4 42 — 62 + 2

und
g(x) = =323 + 1227 4 142 — 22

eingeschlossen wird (siehe Abbildung .

YA

Abbildung 7.5.: Flidche zwischen f(z) und g(z)

Die Schnittpunkte der Funktionen ergeben sich als Losungen der Gleichung

f(z) =g(z)
< f(z)—g(x)=0
— 42% — 822 — 20z + 24 = 0.
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Durch geschicktes Raten und Polynomdivision findet man 21 = —2, o = 1 und z3 = 3.
Die gesuchte Fliche ist also

1
le/<fm»—mmwm

-2

3
+‘A(f@)—g@»dx

1

3

3 3

R T B et 28T 002 4 oy
3 r=—2 3 =1
_ 34_@ +'—9—37
3773 3
253
T3

7.2.2. Arbeit

= Ax =i

Abbildung 7.6.: Arbeit durch Gasdruck

Betrachte ein Gas mit Druck p in einem geschlossenen Behélter, an den ein Kolben
mit beweglichem Stempel mit Fliche B angeschlossen ist. Dann wirkt den Stempel eine
Kraft

F=p - B.

Wenn sich der Stempel nun ein Stiick Az bewegt, wird von dem Gas eine Arbeit
AA=F -Ax=p-B-Az=p-AV

verrichtet, wobei AV = B-Az die entsprechende Anderung des Volumens ist (siche
Abbildung . Mit dem Volumen &ndert sich auch der Druck, was als Funktion p =
p(V') gegeben sei. Die gesamte Arbeit kann so als Summe iiber mehrere Teile berechnet
werden, also > ;" | p(V;)AV, wobei fiir den exakten Wert der Grenziibergang n — oo
bzw. AV — 0 gemacht werden muss. So erhélt man

Vo

A= / p(V) dv.
Vi

Beispiel 7.2.5. Berechne die Arbeit eines idealen Gases bei der Ausdehnung vom Vo-

lumen Vi auf V. Es gilt p = %, wobei n die Molanzahl, R die Gaskonstante und T

die Temperatur bezeichne. Somit folgt

V2 nRT V: 1%
A:/ M 4V =nRTIV|  =nRT(nVs —InV;) = nRT In 2.
i %4 i V1
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7.2.3. Bogenldnge

Die Bogenlidnge des Graphen einer beliebigen Funktion f kann man approximieren, in-
dem man die Kurve in kleine Teile mit Breite Ax unterteilt und jeweils durch ein Dreieck
annihert (siehe Abbildung(7.7)). Die Hohe eines solchen Dreiecks kann wiederum mit Hilfe
der Ableitung f’ (= Steigung) berechnet werden und ist einfach f’(x)-Axz. Die Hypo-
thenusenliinge des Dreiecks ist somit /Ax2 + (f/(z)Ax)2 = /1 + (f'(z))?- Az, daher
ist die gesamte Bogenléinge

L~ Z\/l + (f'(x;))? - Ax
=1

Ya E

-
<Az~

| | | |
a Ti  Tit1 b

S

Abbildung 7.7.: Bogenlédnge

Macht man nun den Grenziibergang n — oo bzw. Ax — 0, erhélt man das Integral

b
L(a,b) = / V1+(f(x))?de. (7.1)
Beispiel 7.2.6 (Linge des Viertelkreises). Der Vierteleinheitskreises kann als Funk-

tion
fl)=v1-22,  0<z<l,

gesehen werden. Deren Ableitung ist

Die Bogenlénge ist gemaf ((7.1]) somit

L(0,1) /\/ 1—:52 /\/1_x2da:—arcsma: :g.

(Daraus folgt die bekannte Formel v = 277 fiir den Umfang eines Kreises mit Radius r.)

149



7.3. Mehrfachintegrale

7.3.1. Definition und Beispiele

Das bestimmte Integral einer Funktion f in einer Variablen wurde definiert als der
Grenzwert der Summe

=1

mit n — oo bzw. Az — 0.

Dieses Konzept kann nun auf hohere Dimensionen verallgemeinert werden: Der (ho-
herdimensionale) Integrationsbereich B wird wieder in kleine Teile aufgeteilt und die
Summe iiber alle Teile nach dem Grenziibergang fiir ihre Feinheit gegen 0 berechnet
(sieche Abbildung . Das Mehrfachintegral einer Funktion in zwei Variablen ist somit

//B flz,y)dA = limlimiif(fci,yj) AxAy,

i=1 j=1

wobei der Grenzwert fiir die Feinheit der Unterteilung gegen 0 genommen wird. Dabei
wird statt dem Linienelement dx das Flichenelement dA (= dx dy in kartesischen Ko-
ordinaten) fir Funktionen in zwei Variablen und das Volumselement dV (= dxdydz
in kartesischen Koordinaten) bei drei Variablen verwendet, usw. Die x;, y; stellen eine
(immer ,feiner* werdende) Unterteilung des Bereichs B dar.

Beispiele 7.3.1. Unter anderen sind folgende Berechnungen iiber Mehrfachintegrale

moglich:
v [[[ rav
B

e Masse von B bei Dichte p(z,y, 2):

v=[[[ sy

o Schwerpunkt S = (zs,ys) eines Bereichs B mit Dichte p(x,y):

e Volumen des Bereichs B:

. _ffBa:-pdA
. [IppdA "
y _ JIpy-pdA
’ JIppdA

e Trigheitsmoment bei Dichte p(r), wobei r die Entfernung eines Punktes zur Ro-

tationsachse ist:
1= /// r2pdV.
B
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Im

Abbildung 7.8.: Mehrfachintegral

7.3.2. Normalbereiche und Satz von Fubini
Definition 7.3.2 (Normalbereich). Sei B ein zweidimensionaler Bereich.
1. Wenn B als
a<z<b
91(z) <y < ga(x)

mit Konstanten a, b und stetigen Funktionen g;, g2 geschrieben werden kann,
spricht man von einem Normalbereich beziiglich x.

2. Wenn B als
c<y<d
hi(y) <z < ha(y)

mit Konstanten ¢, d und stetigen Funktionen h;, he geschrieben werden kann,
spricht man von einem Normalbereich beziiglich y.

(Siehe Abbildung[7.9])
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y=dl

g1(z)

S |

(a) Normalbereich bzgl. = (b) Normalbereich bzgl. y

Abbildung 7.9.: Normalbereiche.

Bemerkung 7.3.3. Fiir einen Normalbereich bzgl. x gilt also Folgendes: Wenn man in
y-Richtung an einer beliebigen Stelle x in den Bereich , hineinsticht“, ergibt sich genau
ein , Eintritts“- und ein ,, Austrittspunkt® (némlich genau an den y-Koordinaten g;(x)
und g2(x)). Die Funktion g¢;(x) gibt die untere Grenze des Bereichs an, ga(x) die obere.

Entsprechendes gilt fiir einen Normalbereich bzgl y. Hier ist hi(y) die linke Grenze,
ho(x) die rechte.

Bemerkung 7.3.4. Die Definition von Normalbereichen kann entsprechend auf héhere
Dimensionen verallgemeinert werden.

Mehrfachintegrale iiber Normalbereiche kénnen geméf folgendem Satz mittels mehre-
rer Einfachintegrale berechnet werden:

Satz 7.3 (Satz von Fubini). Sei B ein Normalbereich bzgl. 2. Dann gilt fiir das Mehr-
fachintegral einer Funktion f(x,y) iiber dem Bereich B

[[swnaa= [ [ (()) feaye= [ ( / i(:x)fu,y) dy) .

Entsprechend gilt bei einem Normalbereich bzgl. y

J[ tamaa= [ ' / fj)ﬂx,y)dxdy.

Bemerkung 7.3.5. Bei den einzelnen Integralen im Satz von Fubini handelt es sich um
gewohnliche Einfachintegrale, die schrittweise (von innen nach aufien) nach den bekann-
ten Integrationsregeln berechnet werden kénnen.
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Bemerkung 7.3.6. Nicht-Normalbereiche kann man gegebenenfalls in mehrere Nor-
malbereiche zerteilen.

Beispiel 7.3.7. Berechne das Integral der Funktion

f(z,y) =zy

iiber dem Bereich B, der von der Parabel y = 22, der Hyperbel y = 22, den Geraden

T

y = 2z und x = 8 und der z-Achse begrenzt wird (siehe Abbildung (7.10]).

y oA (4,8)

1 B By B3

0 T T T T T >

T

Abbildung 7.10.: Integrationsbereich aus Beispiel

Um das entsprechende Integral berechnen zu kénnen, spalten wir zunéchst den Bereich
gemifl der Begrenzungsfunktionen in drei einzelne Bereiche By, By, B3 auf, wie in der
Abbildung ersichtlich:

//f(a:,y)d:cdy:// wyd:vdy—l—// asyd:vdy—l—// xy dx dy .
B B1 Bs B3

=1 =1 =:13

Es handelt sich um drei Normalbereiche bzgl. x, wir kénnen also jeweils den Satz von
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Fubini anwenden und erhalten

2 x2 2 yz
I1:/ / xydyda::/ T—
z=0 Jy=0 =0

2

4 2x 4 y2
12:/ / xydydx:/ T
r=2 Jy=0 =2

4 x44
d :/ 213 dr = =] =128 — 8 = 120,
2 |, e 2

8 2/x 8 yg 32/x
I3:/ / a:ydyd:c:/ T—
=4 Jy=0 T

8
512
dx / — dzx
=4 2= v=4 T

=512(In8 — In4) = 5121n 2.
4

2

2 .5 6
dx :/ T dr = r
=0 z=0 2 12

2x

2

26 16

o 1237

S

o

~5121In x’
Durch Summieren erhalten wir so das gesuchte Integral

16 376
// fle,y)de dy=1+ 1o+ I3 = ?+120+5121n2 = — +512In2.
B
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A. Formelsammlung

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

e der Form z2 + px + ¢ = 0:

p p
— P4 /e
x 19
e der Form ax? + bx + ¢ = 0:
—b+Vb? — 4ac
xr=
2a

Satz von Vieta Fiir die Losungen g, ap von 22 + px + ¢ = 0 gilt

b= —01 —Qy,

q = a10,
und es folgt die Faktorisierung
P2 4pr+qg=(r—a)(z— ).

Binomischer Lehrsatz

k=0
mit
<n>: n! :n(n—1)~--(n—k+1)'
k)~ K — k) Kk —1)---1
Speziell
(a+0)* = a® + 2ab + b* (n=2),
(a+b) = a® + 3a®b + 3ab® + b° (n=23).

Zerlegung von Differenzen n-ter Potenzen
a" —b" = (a—0b) (" +a" b+ ab" 240"
Speziell
2_b?=(a—Db)(a+b) (n=2
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?) (n = 3).
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Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen

Inzx
T zlna
= 1 = —
@ =e 8a® " na
a* Y =a" - a¥ log,(z-y) =log, x +log, y
(a®)Y =a""Y log, (z¥) =y log,

Hyperbel- und Areafunktionen

X —T
coshz = % arcoshz = In (a: + Va2 — 1)
et —e T
sinhz = — arsinhz = In (a: +vVaxZ+ 1)
inh 1 1
tanhz = S & artanhz = = In t
cosh x 2 1—=x

cosh?z —sinh?z = 1

Trigonometrische Funktionen

sinzx
tanx =
CoS T
2 2
sin“x +cos“x =1

Additionstheoreme

cos(a £ ) = cosacos 5 F sin asin

sin(a £+ ) = sinacos B + cos asin
Doppelwinkelfunktionen

cos(2a) =1 — 2sin®a = 2cos’ a — 1

sin(2a)) = 2sin a cos

2. Additionstheoreme

sina+sin6:2sina;ﬁcosa;ﬁ
sina—sinﬁz2cosa+ﬁsina;6
cosa+cos,8:2cosa;ﬁcosa;6

. a+p8 . a—p
cosa — cos 3 = —2sin 5 sin—
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Polarkoordinaten

arctan ¥, falls x > 0
arctan ¥ + 7, falls x <0,y >0
r= Va2 +1y2?, ¢ = qarctan ¥ — 7, fallsz <0,y <0
+3, falls x = 0,y > 0
(-7 falls x =0,y <0
bzw.
T = TCOoSp, y =rsing

Produkt komplexer Zahlen in Polarkoordinaten
r(cos @ +isin) - s(costp + isin) = rs(cos(p + ) + isin(p + ¥))
Formel von de Moivre
(r(cos 4+ isinp))" = r"(cosnp + isinny)

Wurzeln aus komplexen Zahlen Sei w = r(cos¢ +isinp), n € N. Dann gibt es genau
n komplexe Zahlen zq, ..., z, mit zy = w:

21 = Q/?(cos£+isin£)
n n
2 2
29 = Y | cos (¢+W) + isin <SO+7T>>
non non

(
e o (4 57) i (2 7)
(

Differentiationsregeln

Linearitiit: (af +Bg) = af + By’

Produktregel: (f9) = f'g+ fd

/ I Y

Quotientenregel: f) = f'g Qfg
g g

Kettenregel: (fog) =(fog)d,

. -1\ _ 1

Umbkehrfunktion: (f ) = W
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Ableitungstabelle In der folgenden Tabelle seien a, ¢, n Konstanten mit a > 0, n € N.

! ! /
flz) | f(=) f(x) f'(z) f(z) ['(z)
c 0 sinx CcoS T sinh z cosh x
z" na™ 1 cos T —sinz cosh x sinh x
e” e tanx 5 tanh x L

. cos :f cosh” x
Inz Z cotx S arcoshz | —=—
a® a*lna arcsin L arsinh x 1
. 1—a2 z2+1
_1 1
log, = | -1 arccos T | — = artanh x 1_1:02
1
arctanx o]
1
arccot x ]

Zweidimensionale Kettenregel

ofog) _0fon 050y
ou OrOu Oy du
fog) _9fox 9fdy
dv Bz dv  dydv

Richtungsableitung

g{ —grad f -7 bei Richtung 7" mit |7 = 1
=

Regel von de L’Hospital
/
f@) @)

lim =% =
oa0 g(n)  orao g/ ()

falls
lim f(z) = lim g(z) =0 oder lim f(z)= lim g(z) = o0

Tr—TQ T—xQ T—T0 T—T0
Taylor-Polynom
/ L., 2 1 (n) n
To(z) = f(zo0) + f'(z0)(x — m0) + 2/ (zo)(x —x0)" + -+ + if (zo)(z — z0)

=1 ® o) — wo)*
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Taylor-Entwicklungen

" 22 g3
exp(x):ZH:1+$+§+§+...
n>0
2N 2 4
— n —
cos(z) —Z(—l) o) 1—54_1__{_...
n>0
m.2n+1 .’E3 .’E5
i - - ni = _— —_— o ..
R I
n>0
expliy) = cos(y) + isin(y)
2N 72 74
cosh(x):z(zn)! :1—}—54-14_...
n>0
. g2+l 3 25
smh(a;):zm:x_Fﬁ_ngu...
n>0
n 2 3 4
111(1_}_55):2(—1)”“%:x—%—k%—% - fir —1<az<-1
n>0
(14+x)*= Z <a> " fir |z| <1
n>0 n

mit

<a> Ca(a—1)-(a—2)---(a—n+1)
n n!
Kurvendiskussion

1. Definitionsbereich

2. Nullstellen: f(x) =0

3. Extremwerte: f/(x) = 0, f”(z) > 0 (Minimum) bzw. f”(z) < 0 (Maximum) und
Randuntersuchung

4. Monotonie: f'(x) > 0 bzw. f'(z) <0

5. Wendepunkte: f”(x) =0, f"(x) #0

6. Kritmmung: f”(z) > 0 bzw. f”(z) <0

7. Verhalten am Rand des Definitionsbereichs: Grenzwertberechnung

(Details siehe Abschnitt
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Integrationsregeln

[ (@ +9w) do= [ f(a) do+ [ gla) do
/)\f(x) dx = /\/f(a:) dx

f(z) F(x)
c cx
. n+1
" mit n # -1 | 5
1 _1
= In|z|
e’ e’
a’ a
Inx zlnx —x
l —
logax “ ?nxa “
sinx —CcosT
CcosS T sinx
tan — In |cos x|
cotx In |sin x|
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Stammfunktionen In der folgenden Tabelle seien a, ¢, n von x unabhingige Konstanten
mit a > 0, n € N.

f(@) F()
11_962 arcsin x
;ij arccos T

m%l arctan x

m§+1 r — arctanx

sinh z coshz

coshz sinh z

tanh x In |cosh z|

cothz In |sinh x|

\/:v;ﬁ arsinh x
xi, = mit z > 1 | arcoshz

Tz mit |z| <1 |artanhz

1z mit || > 1| arcothz
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